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PROLOGO

Los Mé&todos Numéricos han adquirido en la actualidad
gran importancia, debido al desarrollo de las computa
doras digitales y las calculadoras de bolsillo, las
cuales han permitido aplicar estos métodos de una ma-
nera sencilla, obteniendo soluciones en los problemas
matemiticos con muy buenas aproximaciones, dependien-
do desde luego del niimero de dfgitos con los que cuen
te el dispositivo electrénico del c&lculo del que se
disponga.

Dentro de los planes de estudio de las carreras que
ofrece la Facultad de Ingenierfa de la U.N,A.M,, se
contempla un curso sobre M&todos Numéricos, el cual
tiene como objetivo proporcionar al estudiante 1los
elementos que le permitan obtener soluciones aproxi-
madas de modelos matemdticos usuales en la ingenierfa.

La Coordinacibn de Métodos Numéricos ha elaborado es
tos apuntes, de acuerdo con los temas que marca el pro
grama vigente de la asignatura, con el objeto de pro-
porcionar una ayuda a profesores y alumnos en el pro-
ceso de ensefianza-aprendizaje.

Sin embargo es importante que el lector no se limite
al estudio de estos apuntes, por lo que se le recomien
da consultar la bibliograffa que se encuentra al final
de la obra, con el fin de que profundice y amplfe en
los diversos t6picos del contenido.

E1 contenido temdtico de esta obra comprende siete
capftulos, los cuales tratan los M&todos Numéricos bi
sicos, incluyendo ademds un apéndice sobre An&lisis
Combinatorio.

Expresamos ruestro reconocimiento a los seifiores pro-
fesores:

RAFAEL IRIARTE BALDERRAMA

HUGO E. BORRAS GARCIA

ROSSYNELA DURAN CUEVAS
por su valiosa participacién en la elaboracién de es-
te trabajo.

Al profesor Salvador Garcfa Burgos, quien colaboré
entusiastamente en 1la primera versifn de este mate-
rial. Asimismo a la Lic. Irma Hinojosa F&l1ix por
la adaptacién pedagbgica de estos apuntes.

A fin de mejorar estas notas, se solicita tanto apro
fesores como alumnos hagan 1legar a la Coordinacifn de
la materia todas aquellas observaciones y sugerencias
que consideren convenientes para futuras ediciones.

FACULTAD DE INGENIERIA
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CAPITULO 1 APROXIMACION NUMERICA Y ERRORES

INTRODUCCION

En este capftulo, se estudiardn los diferentes tipos de
error que se presentan al realizar operaciones aritméti-
cas en la aplicacién de los métodos numéricos que se ex-
pondrén en capftulos posteriores. Se tratard también, el
concepto de aproximacién numérica, las principales fuen-
tes que originan los errores y la forma en que &stos se
propagan.

I.1 CONCEPTO DE APROXIMACION NUMERICA

En el campo de la ingenierfa, existen infinidad de fené
menos fisicos que necesitan representarse mediante mode-
los matemdticos.

Consideremos por ejemplo el siguiente circuito:



Xk c
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Figura I.1

La corriente que circulard a través del circuito al cerrar
e}éinterruptor, se puede representar por la siguiente fun —
cidn:

£(t) = k, e"1t 4 g, eP2t

donde k;, k;, m; ¥y mp son constantes que dependen de R, C,
L y de *as

La variable independiente t, representard el tiempo transcurri-
do a partir del momento en que el interruptor es cerrado.

La funcién £(t) es el resultado de haber obtenido la solu-
ci6n del modelo matemdtico, que representa el comportamien-
to del fenSmeno eléctrico mostrado en la figura I.1.

Los métodos matemdaticos para obtener la solucién del mode-
lo, representan en muchos casos, una imposfbilidad para re-
solverse, es aquf, donde los mé&todos numéricos proporcionan
(utilizando procedimientos aritméticos sencillos) una apro-
ximacdifn numénrica a la solucidén del problema, esta aproxima
cién se debe a que dichos métodos, para realizar los cdlcu-
los, se auxilian de las computadoras digitales, que al tra-
bajar con un nimero determinado de cifras, producen inevita
blemente errores.

condiciones iniciales del circuito, siendo m#m;.

I.2 ERRORES

Dependiendo de la fuente que los produzca, los errores en
los que se incurre al utilizar computadoras digitales para

resolver problemas, pueden clasificarse en alguno de los
siguientes tipos:

- Errores inherentes.
- Errores por truncamiento.
- Errores por redondeo.

Los errores inherentes o errores propios de los datos,
son aquellos que se producen al leer de algln dispositivo
de medicibn un dato para representar alguna magnitud fisi
ca y son debidos a la imprecisién del dispositivo.

Los errores por truncamiento, son aquellos que se presen
tan al utilizar series en los cdlculos; como por ejemplo
las series de las funciones trigonométricas sen(x), cos(x),
tan(x), etc. Estas series tienen un nidmero infinito de
términos y al hacer algiin cdlculo con ellas, se utiliza
un nGmero determinado de té&rminos, truncando los demds.
Este tipo de errores se presenta también, cuando se utilj
zan niimeros irracionales tales como /2, n, e, etc.

Por Gl1timo, los errores por redondeo se deben a la impo-
sibilidad de manejar en operaciones como multiplicacién o
divisidn, todos los dfgitos resultantes que involucran es
tas operaciones. En este caso, el resultado se redondea
o aproxima al nimero miximo de digitos con los que se dis
pone para trabajar.

La magnitud del error generado por alguna de las fuentes
mencionadas anteriormente, se puede medir con ayuda del e
rnon absoluto o el ennon relativo. E1 error absoluto se
define como la diferencia en valor absoluto entre un va —
lor cualquiera x y una aproximacién a este valor repre-
sentada por x,:

eg= |x - x| cee (1)

E1 error relativo se define como el cociente del error
absoluto entre el valor x, tomado en valor absoluto y ex
presado en por ciento (%):



X 100 oo (2)
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Ejemplo I.1

El niimero €, con cinco cifras decimales, es igual a
2.71828; calcular el error absoluto y el error relati-
vo en el que se incurre al tomar hasta el segundo, ter
cero o cuarto términos de la serie:
en este caso, el error en el que se incurre es del
8.03%.

Por Gltimo, tomando hasta el cuarto término de la se-
rie y procediendo de igual forma:

3 1 1 1 1 1
X = e = I F"BT+F+T"+'3_"°2'66667
k=0 X° ! ! : K

(se ha realizado un redondeo superior en la {iltima ci-
fra decimal de x,).

Error absoluto:
ey = ]2.71828 - 2.66667| = 0.05161
Error relativo:

. |2.71828 - 2.66667| _ 0.05161

r = | 2.71828 = 7.71828 - 0-01898

e

de aqui se concluye que, el error en el que se incurre
tomando cuatro términos de la serie es del 1,9%.

I.3 g?ggEPTO DE ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE UN METODO NUME

I.3.1 ESTABILIDAD

Los errores provenientes de cualquier fuente se propagan
de diferentes formas, algunos de estos errores crecerdn

poco y por lo tanto no afectardn en forma significativa la
exactitud de un resultado. Otros, pueden crecer tanto gue
invaliden completamente los resultados de un cdlculo.

Si con la funcidn f(n) se puede representar el crecimien
to de un error ¢ y si el resultado al cabo de n operacio-
nes hace que f(n) se comporte como f(n) = kne, para algu
na constante k que no dependa de n, se dice gue el creci-
miento es lineal. Si el crecimiento del error se compor-
ta como f(n) = kR e, para alguna constante k mayor que la
unidad, se dice que 1a rapidez de crecimiento del error
es exponencial. (Véase figura I[.2).

o

e=: fr

k=0

touando hasta el segundo término de la serie:

el error absoluto es:

donde:
x = 2,71828
x; = 2.00000
sustituyendo:
ea = |2.71828 - 2.00000| = 0.71828

y el error relativo:

X - X)
X

sustituyendo:

2,7 - 2. :
e, al 1828 - 2 oooool = 0.71828 _ .04

2.71828 2.71828
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lo que implica que el error en el que se incurre es
del 26.42%.

Tomando hasta el tercer t&rmino de 1la serie:
2
1 1 1 1
RS 1 LA LA L

ahora la aproximacidn al valor x = 2.71828 es x; = 2.50000,
procediendo de igual forma se obtiene:

error absoluto:

a = |2.71828 - 2.50000| = 0.21828

error relativo:

2,71828 - 2.50000] _ 0.21828

e = 7.71828 7.71828 - 0-08030
f(n)d
/
! f(n)=K"€
[ J
/
/
/
/
J f(n)=Kn€
/ —e————*
s e
€ »:—-/0"'”'—.——.
' 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 n

Figura I.2

E1 crecimiento lineal de un error es usualmente inevita-
ble, cuando k y ¢ son pequefios los resultados que se

obtienen en la solucién de un problema son por 1o general
aceptables. En cambio, el crecimiento exponencial de un
error se debe evitar, ya que el término kB crece rdpida
mente aun para valores relativamente pequefios de n, por
1o cual, los resultados que se obtienen en la soluc16n de
un problema resultan inaceptables.

Si un procedimiento presenta un crecimiento exponencial
del error, se considerard como inestable. Entonces, se tg
mard como estabifidad de un método numérico, cuando la pro
pagacién del error, al desarrollar el método, siga un cre-
cimiento lineal, esto es, que el incremento del error de
una aproximacion a otra sea pequefio, determinando una tole
rancia.

I.3.2 CONVERGENCIA

E1 cdlculo y generalmente el andlisis estdn basados en
la nocidén de convergencia. Los conceptos bésicos tales
como derivada, integral y continuidad se definen en tér-
minos de sucesiones convergentes. Las funciones elementa
les como Ln(x) o sen(x) se definen también por medio
de series convergentes. En la ingenaerla nc se requie-
ren respuestas numéricas exactas, mds bien, se busca una
aproximacién a la respuesta, hasta un ciento nidmerc de
cifras decimales o precisa dentro de una tolerancia.

En muchos métodos numéricos para hallar la respuesta x
a un problema, se producen los primeros n términos de
una sucesién x;, x2, x3, ... , Xg (soiuciones aproxima-
das), para demostrar la convergencia a la respuesta.

Recordando que una sucesién x;, x2, x3, ... , Xp de ni
meros converdge a un valor x, si para todo € > 0 existe
un entero m, tal que para todo n > m, se cumple que:

Ix - xal < ¢

entonces, si tenemos un método numérico que produzca una
sucesidén x;, x,, X3, ... , X, que converja a la respues-
ta pedida, se podrd obtener x con cualquier exactitud da
da, determinando n soluciones x;, x3, X3, «.. , Xp.
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CAPITULO IT SOLUCION NUWMERICA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

INTRODUCCION

E1 problema de obtener 1las soluciones o rafces de una
ecuacién algebraica o trascendente de la forma F(x) = 0, es
un problema que se presenta frecuentemente dentro del
campo de la ingenierfa. Debido a ello, el desarrollo de
métodos que nos permiten solucionarlo es amplio. En es-
te capftulo presentaremos algunos métodos para determi-
n?r las raices reales o complejas de ecuaciones de este
tipo.

11.1 CARACTERISTICAS DE LOS METODOS DE APROXIMACIONES
SUCESIVAS

Los métodos de aproximaciones sucesivas, son aquellos
que a partir de una paimera aproximacién a la solucibn
de una ecuacibén y aplicando en forma repetida una férmu-
la de gecurrencia, obtienen una mejor aproximacidén . a la
solucidn.



Es importante hacer notar que aunque reciban el nombre Ejemplo II.1
de métodos aproximados, cuando la solucidn converge es tan

satisfactoria como la obtenida por métodos exactos, sien— Determinar la raiz real positiva de la siguiente ecua
do la {inica limitacidon la exactitud proporcionada por el cidn con dos cifras decimales exactas: -
namero de digitos empleados durante el cdlculo,.o sea, el

error por redondeo o truncamiento, esto pocas veces causa x3-x-1=0

problemas en la solucién.
Tabulando para valores positivos:
De todos los métodos de aproximaciones sucesivas existen
tes, citaremos algunos con los cuales se ilustrardn las
caracteristicas anteriores.

X EF(x)
1.000(- 1.000

II.2 METODO DE BISECCION 2.000| 5.000

se observa que la raiz se encuentra entre 1 < x < 2
Este método es un simple proceso iterativo que consiste
en valuar una funcidn F(x) en el punto medio del interva-
1o (x,, x,) dependiendo si su ordenada tiene el mismo

signo que "F(xy) o0 no. Al repetir este proceso hasta F(X)4
que el intervalo sea mis pequefio que una tolerancia pre- 5 /
fijada, la rafz quedard dentro de dicho intervalo. (Véa
se figura II.1). 4- , /
. o /
F(x)4 ‘ //
] /
- Vs
/
i Cd ——
v A __‘_.L ,,/ 1.5 2 X
Fixy) 2 -
Fxu)
Figura II.2
L L] X2 4?; -
Flx))A El punto medio xM de este intervalo es:
1 +.2

xy = =55 = 1.5

Figura II.1
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y su ordenada:

F(xy) = (1.5)3 - 1.5 - 1 = 0.875

por lo tanto se elimina el punto x; = 2 quedando
el nuevo intervalo comprendido entre 1.0 < x < 1.5

X F(x)
1.000 - 1.000
1.500 0.875

procediendo de igual forma el punto medio del nuevo in
tervalo es:

. 1.000 + 1.500

XM 3 = 1.250

F(xy) = (1.25)3 - 1,25 - 1 = ~ 0.297

ahora se elimina el punto
tervalo queda:

x; = 1 y el siguiente in

x F(x
1.250 - 0.297
1.500 0.875

procediendo reiteradamente en esta forma se obtiene:

x P(x) x F(x) x F(x)
1.250 - 0.297 1.313 - 0.049 1.313 - 0.049
1.375 0.225 1.375 0.225 1.344 0.084

x F(x | X F(x) x F(x)
1.313 - 0.049 1.321 - 0.016 1.321 - 0.016
1.329 0.018 1.329 0.018 1.325 0.001

de aqui se puede afirmar que la rafz buscada es:

R = 1.32

con dos cifras decimales exactas.

I1.3 METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Sea una ecuacidn algebraica o trascendénte cualquiera:

sumando x en ambos miembros se obtiene:

si se define una funcién

F(x) = 0

P(x) + x = x
G(x) tal que:

G(x) = F(x) + x

eee (1)

eee (2)

ees (3)

13
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sustituyendo en la expresidn (2) se obtiene:
x = G(x) vee (&)

obsérvese que cualquier ecuacidn puede representarse en la
forma anterior, siguiendo el procedimiento mostrado.

Si x = a es una rafz de la ecvacidn, implica que:
F(a) = 0
o bien, sustituyendo en ia expresidn (4):

a = G(a) el (5)

E1 método de aproximaciones sucesivas consiste en susti-
tuir un valor inicial (x,) aproximado a la rafz, en el
segundo miembro de la expresidn (4). Si el valor inicial
proporcionado es la rafz, se deberd cumplir la expresién
(5), esto es:

Xgp = G(xo)

En realidad esto es diffcil de que ocurra, ya que el va
lor inicial proporcionado xg serd un valor aproximado
de 1a raiz, entonces:

o bien,

X9 # G(xo) Xy = G(XO)

donde x, serd el nuevo valor aproximado de la rafz a. Sus
tituyendo x; en el segundo miembro de la expresién (4),
se obtendrd una siguiente aproximacidn a la rafz.

x2 = G(x])

Procediendo reiteradamente en esta forma, la n-ésima apro
ximacion es:

Xy = G(xq.y) . (6)
n=1, 2, 3, ...

Si a medida que n crece, x, tiende a 1a raiz a, se
dice que el método converge, en caso contrario diverge.
Comparando las expresiones (5) y (6) puede afirmarse que
si el método converge, la diferencia en valor absoluto en
tre los valores proporcionados en dos iteraciones sucesi-
vas, serd cada vez mds pequefia a medida que n aumente,
con esto se tendrd un criterio para saber cuando terminar
la aplicacibén del método.

Ejemplo II.2

Obtener la raiz mds cercana al origen de la siguiente
ecuacidn algebraica, utilizando el método de aproxima-
ciones sucesivas.

x2 - 1.5 x +0.5=0

La funcidn F(x) es:

F(x) = x2 - 1.5 x + 0.5

y la funcidn G(x), definida en la expresidn (3) es:

G(x) = x2 - 0.5 x + 0.5

utilizando la expresidn (6), tendremos la ecuacidn de
recurrencia:

aplicidndola para n = 1 se obtiene:
X3 = G(xp) = x§ - 0.5 xg + 0.5 ee. (B)
para determinar el valor inicial xp se puede tabular

la funcidn F(x), para diferentes valores de x cerca
nos al origen como sigue:



F(x)
0.50

x
0.0
0.2 0.24
0.4 0.06
0.6
0.8
1.0

- 0.04
- 0.06
0.00

De la tabla se observa que x = 1 es rafiz de la ecua
cidn, dado que f(l) es cero, pero se puede ver que
existe otra raiz més cercana al origen que se encuen
tra entre 0.4 y 0.6, por lo tanto, un valor inicial
xo aproximado a esta raiz serd el promedio:

Otro procedimiento para obtener el valor inicial xg,
es reescribir la ecuacidn en la forma:

(x - h)2 = 4p (y - k)

3\2 1 9
('Z) *2° 16

F(x) +-1% ver (0)

completando cuadrados:

y = F(x)

-2y

se obtiene:

donde el vértice de la pardbola, se encuentra en el
punto de coordenadas %, - T%" Con la informacidn

que proporciona la expresidn’ (c) se puede graficar
aproximadamente la funcidn F(x) como sigue: .

Y4

1.0 1

.

y=F(x)

xV

g

iy

..L)
16

Figura II.3

De la grdfica se aprecia que la raiz mis cercana al

'orxgen se encuentra entre 0 y 0.75, de aqu1 que un va

lor inicial xp de la raiz buscada serd el promed10°

eed)

= 0,375

15



16

obsérvese que este valor difiere del valor inicial xg
que se obtuvo al tabular la funcidn, pero cualquiera
de los dos es correcto, ya que son solamente una prime
ra aproximacidn a la raiz. Para el desarrollo del pre
sente ejemplo se sustituird el valor xg = 0.375 en
la ecuacidn (b), por lo que la siguiente aproximacidn
a la raiz es:

x) =(0.375)2- 0.5 (0.375) + 0.5
x; = 0.4531

Aplicando la ecuacidn de recurrencia (a) reiterada-
mente se obtiene:

n = 23 %2 = (0.4531)2 - 0.5 (0.4531) + 0.5 = 0.4787
n = 3; x3 = (0.4787)2 - 0.5 (0.4787) + 0.5 = 0.4898
n = 43 xy = (0.4898)2 -~ 0.5 (0.4898) + 0.5 = 0.4950

4
n = 5; xg = (0.4950)% - 0.5 (0.4950) + 0.5 = 0.4975

n=6; xg= (0,4975)2 - 0.5 (0.4975) + 0.5 = 0.4988
(0.4988)2 - 0.5 (0.4988) + 0.5 = 0.4994

n=7; X7

n=8; xg= (0.4994)2 -~ 0.5 (0.4994) + 0.5 = 0.4997

de estas iteraciones se puede observar que conforme "n"
crece, los valores que se obtienen son muy semejantes
entre si; lo que significa que el m&todo va siendo con
vergente al valor 0.5 que es la raiz buscada.

I1.3.1 CONVERGENCIA DEL METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Para hacer un andlisis de la convergencia de este método
partiremos de las expresiones (5) y (6). Resténdolas miem
bro a miembro se obtiene:

a - xp = G(a) - G(xp-;)

multiplicando el segundo miembro de la acuacién por:

a4 = Xp-)]
& = Xp—y

G(a) - G(xn_il
8 = Xp-)

a - Xp = (a'xn-l)

aplicando el teorema def valor medio def c&lculo difernecn
cial:

a - x, = 6'(x) (a - %xp-3); Xp-y < X < a

despejando G'(x):
a = Xnpn

[} = . < <
G'(x) a = % b fo-d x < a

e (D)

sustituyendo n por k, donde k serd una iteracidn cual
quiera, comprendida entre la primera y 1a n-&sima, y anali
zando el segundo miembro de la ecuacidn se puede ver que
para que el cociente sea menor que la unidad, se debe cum-
plir, tomando en valor absoluto, lo siguiente:

<

N @

la - Xk

esto quiere decir que la diferencia en valor absoluto en-
tre el valor de 1a raiz a y el ditimo valor aproximado
calculado xi, es menor que la diferencia en valor absolu
to entre el valor de la rajz y el peniiltimo valor calcula
do =xg-j;, lo cual implica que el valor x, estd mis cer-
ca de la rafz que el valor xg.j;, por lo tanto, se puede
afirmar que en la k-é&sima iteracién el método se estd apro
ximando a la rafz, o estd siendo convergente a la rafz.

La expresidn (8) se puede escribir como:

a - Xk

————— < . < <
a - %1 15 xk-) x a




e

por Ultimo, sustituyendo en 1a expresidn (7):

G' 1
lerto] < cer (9)

xk-l<x<8

E1 método serd divergente cuando:

O xk-ll

a - xg

esto implica que el dltimo valor calculado xj estd mds
lejano de la rafz a que la peniiltima aproximacifn xy.; .

Cuando suceda que |a - xk| = |a - xk-y| implicard una
condicion de oscilacién, ya que la penultima aproximacién
xk-1 es igual a la Gltima xk, esto quiere decir que el mé
todo no avanza hacia la raiz, aunque en este caso tampoco
se aleja. Para fines pricticos se considerard este caso
divergente debido a que el método no se acerca a la rafz.

I1.3.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS

Para interpretar geométricamente el método, se expresa
la ecuacibén x = G(x) como sigue:

y = x
y = G(x) «.s (10)
Las figuras II.4.a y Il.4.b., muestran el comportamientc

geométrico del método cuando |G'(x)| < 1 en las cuales se
observa que el método converge a la rafz.

Yi

|
|
|
}
!
x

~

0<G'(x)<I

Figura II.4.a

y=6{x)

xV

Xo

bt

| ]
| '
| I
|
|
| |
| !
\ 1
1] T
X4 s

-1<G'(x)<0

Figura II.u.b

™ L e

xV
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Cuando IG'(x)l > 1 el método diverge y el comportamiento Este métcdo iterativo considera un valor inicial x4, apro
geométrico de éste se muestra en las figuras II.S5.a y II. ximado a la rafz; toma como siguiente aproximacidn
5.b. x; = G(xg), que geométricamente equivale a trazar una rec
ta vertical desde xo hasta G(xg), y el hecho de igualar
Y4 %] €On G(xq) equivale a trazar una recta horizontal que

va desde G(xo) hasta la recta y = x. Finalmente, la pro-

yeccién de este punto sobre el eje X representa el valer
. ‘ x,. Repitiendo el proceso a partir de la abscisa x; se

obtiene x,, y a partir de x, se obtiene x3, etcétera.

Desde el punto de vista geométrico, el método consiste
en lo siguiente: a partir de un valor inicial xg, diri-
girse verticalmente a la curva y = G(x) de &sta, hori-
zontalmente a la recta y = x, de nuevo verticalmente a
la curva, horizontalmente a la recta, etcétera.

I
|
I
!
|
|
o

y=G(x)
7 > I1.4 METODO DE NEWTON - RAPHSOMN
Ro X 2 x
G'(x)>-1
Figura II.5.a tzgygl:?do del método de aproximaciones sucesivas que es_
Y4 xg = G(xg-1) Para n=1,2,3, ...
o bien:
y=6(x) yox %Xn+) = G(xn) para n =0, 1, 2, ... co. (11)
ecuacion que se puede escribir en la forma:
Xp+1 = %p + G(xn) - x5 Ppara n =20, 1, 2, ...
! al sumar y restar xg simultdneamente en el segundo miem
: y bro y si se representa G(xn) - xn cOn A x, se obtiene:
1 I - '
! ! i Xn+1 Xn + 4 Xq vee (12)
: : ' > E1 método de Newton - Raphson consiste en afectar el in-
X% @ X \\\ X cremento & xp en la expresién (12) con un factor de peso
G(x)<-i o« obteniéndose la siguiente ecuaci6n de recurrencia:

Figura II.S5.Db Xp+1 = Xp + @ A xq eee (13)



a se determinard en forma tal, que en vez de dirigirse ho
rizontalmente de la curva a la recta (ver figuras I1.4.a
y I1.4.b), se vaya por la tangente en el punto de coorde-
nadas (xp, G(xpn)) mostrada en la siguiente figura.

Yk

/V-‘-G(t)

(a-NAxa
|
|
I
9¢ 45° 1 )
i I
I | ! (o)
| |
/ ! : ' Glxa)
) | ! l
|
! ! i -
Xo c Xas1 X
Axa | (a-1)Axn
-l -
alxn

Figura II.6

A partir de los datos que proporciona la figura anterior,
se puede conocer el valor de a efectuando el sigujente
razonamiento, se observa que:

(a = 1) & %,

tan 0 = s 2 ¥

pero también:
tan 6 = G'(xp)

por lo tanto:

a—
G'(xq) = —

despejando el valor de a:

1

¢ = T -6 (xg)

sustituyendo en l1a expresién (13):

1
Xp4+1 = Xq + T_:-ETTEET 8 xq oo (14)
pero:
4 x5 = G(x,) - xp
y:

G(xp) = F(xp) + xq cee (15)

con 1o que se obtiene:

& xp = F(xn) + Xp - Xp .oo (16)

derivando la expresién (15):
G'(xp) = F'(xg) + 1 .. (an

?Tigituyendo las expresiones (16) y (17) en la expresién

- F(xn)
Xn+1 Xn + 1 - (P'(xn) ¥ 1)

finalmente, simplificando:

. F(x,)
Xn+1 Xn - p’(xn) co. (18)

n=20,1, 2, ...
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Esta expresidn define el método de Newton - Raphson cono-
cido también como método de Las tangentes.

Ejemplo II.3

Obtener la raiz positiva de la siguiente ecuacidn trag
cendente, con tres cifras decimales exactas:

2 cos x - eX = 0

la tuncidoe F(x) es:

F(x) = 2 cos x - eX
y su derivada:
F'(x) = - 2 sen x - eX

sustituyendo en la expresidn (18) se obtiene la siguien
te ecuacidn de recurrencia:

(2 cos X - ex“)
¥n+1 © ¥n - (- 2 sen xp - e*n)

... (a)

n=0,1, 2, ...

para proporcionar un valor inicial xy se puede tabu-
lar la funcidn F(x) para valores positivos, o bien,
en este caso se puede reescribir la ecuvacion de 1la
siguiente forma:

2 cos x = e¥
ahora en forma param@trica:
y = 2 cos x

y = e¥

Graficando estas dos funciones en un plano (x, y) la
raiz se encontrar3d en la interseccidn de las curvas.

Y
X
3 - y=€
2
| y=2cosx
T T T T L
-27 [} w w b- 3.4 27
o T = X

Figura I1I.7

De la figura II.7, se observa que la ecuacidn tiene
un niimero infinito de raices negativas y s3lo una posi
tiva, ademds se puede afirmar que la raiz positiva se
encuentra entre O y n/2 por lo que un valor inicial
xp apropiado serd el punto medio del intervalo.

T
xg = 232 =2 - 0.785

Luego, aplicando reiteradamente la fdrmula de recu-
rrencia (a) se obtiene:

n = 0;
(2 cos xp - eX°)
(- 2 sen xg - eXeo)

X1 = X9 -

(2 cos (0.785 x 57'.29) - e%:785)  conversidn

X1 = 0.785 - 5 Gen (0.785 x 57.29) = &0-785) a grados

X; = 0.569



n=1;
(2 cos x; - e¥l)
(- 2 sen x; -~ eXl)

569 - (2 cos (0.569 x 57.29) - e0°569
x2 = 0.569 - 25 —oon(0.560 x 57.29) - eU.569)

x2 = 0.540

Xy = X) -

ns= 2;

(2 cos x, - e¥2)
(- 2 sen x, - .eX2)

X3 = X3 =

(2 cos (0.540 x 57.29) -~ e0-540)
(- 2 sen (0.540 x 57.29) ~ e0.540)

x3 = 0.540 -

x3 = 0.540
como X, = x3, se puede considerar que la raiz es:
R = 0,540

con tres cifras decimales exactas.

II.4.1 CONVERGENCIA DEL METODO DE NEWTON - RAPHSON

Para determinar en qué casos converge este método, se par
tird de la comparacidn de las expresiones (9) y (11). La
expresion que define al método de Newton - Raphson se pue-
de escribir como:

Xa41 = G(xq)

donde en este caso G(x) se define de la siguiente forma:

F(x
6(x) = x - ?T%i%

si se sabe que el método de aproximaciones sucesivas con-
verge siempre que IG'(x)I < 1 para Xy € X< a, entonces
derivando G(x):

(F'(x))2 - F(x) F"(x)

€' (x) = 1 - F )2
simplificando:

' o q - LF' (x))2 ESE%_!Tﬁ&L

€ =1 -Fazt T F 0?2

y por analogia con el método de aproximaciones sucesivas
el método serd convergente siempre que:

Féxe F"§x2
F'(x))2

Xg-1 < X < a

<1

II1.4,2 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE NEWTON -
RAPHSON

E1 comportamiento del método para las diferentes pendien-
tes de G(x), se muestra en las figuras II.8.a y II.8.b.
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y= G6(x)

o - e e — - - .
M = e - o

AN

xY

Figura II.8.a
Yi

y=6(x) y

JOg S

-

” g —

Figura II.8.b

Método de Newton-Raphson para y = G(x).

xY

Puesto que el método de Newton-Raphson estd establecido
para resolver directamente la ecuacién F(x) = 0, sin modi
ficaci6n alguna; serfa interesante conocer el comportamien
to geométrico del mismo en la grdfica de la funcibn F(x).
Para esto se determinard la tangente a la curva y = F(x)
en su punto de abscisa x, (ver figura II.,9). La ecuaci6n
de esta recta tangente, que pasa por el punto de coordena
das [ X5, F(x,) ] y tiene a F'(x,) como pendiente, es en
su forma general:

(y - vo) = m(x - xg)

Yi

Xq ' :“,\ [ X

Figura II.9

siendo en este caso:

Yo = F(xp)



Xp = Xp
m = F' (Xn>
sustituyendo en la forma general se obtiene:

(y = F(xp)) = F'(xp)(x - xp) eee (19)

si se desea conocer el valor de la abscisa en el punto
de interseccibn de esta recta con el eje X, se podrd lo-
grar sustituyendo el valor de su ordenada en ese punto,

gue es cero, en la expresién (19) y despejando el valor
e x:

(0 - F(xg)) = F'(xp) (x - xq)
- F(xy) = F'(xn) x - F'(xp) xp

F'(xp) %p - F(xp) = F'(xp) x

F'(x,) F(xp)
X = ?TT;;Y xn"iﬁ?;;Y
F(x,)

*T X T F )

esto indica que x es el valor de la nueva aproximaciébn
xn+1 de acuerdo con el método de Newton-Raphson. De lo
anterior puede afirmarse que geométricamente, este méto
do consiste en trazar una vertical por la primera aproxi
macidn hasta cortar a la curva y = F(x); por el punto de
corte, trazar una tangente a la propia curva hasta in-
tersectar el eje X; en este punto se tendrd la nueva 2pro
ximacibn y hagrd que repetir el proceso tantas veces co-
mo sea necesario.

I1.5 METODO DE LA DOBLE DIVISION SINTETICA

E1 método de la doble divisidn sintética es una aplica-
cib6n directa del método de Newton-Raphson para resolver
exclusivamente ecuaciones algebraicas. :

Debido a que este método es aplicable s6lo para cuando
F(x) es un polinomio, la expresién (18) se puede repre-
sentar como:

Xn+1 = X -~ Pg(:n) oo (20)
donde P(x) es un polinomio de la forma:

P(x) = ap x" + a) !+ azxn-2 +...+ apn-) x +apn

y el valor de P(x) valuado para cuando x = x, puede de-
terminarse considerando el residuo R que resulta de divi
dir P(x) entre (x - xpn):

P(x) = (x - xn) Q(x) + R ... (21)
y haciendo x = x, se obtiene:

P(xp) = R eee (22)
para obtener el denominador P'(xnp), Sse deriva la expre
sién (21):

P'(x) = (x - xp) Q'(x) + Q(x)
haciendo x = xpn:
P(xn) = Q(xp)

donde Q(xn) puede determinarse como el residuo que resul
ta de dividir Q(x) entre (x - xp), ya que:

Q(x) = (x - xp) S(x) + R*
haciendo x = xp:
Q(xy) = R* cee (23)

sustituyendo las expresiones (22) y (23) en (20):

zlx
- 2 |-

Xn+t = %54 -
oo (24)

n=20, 1, 2, ...

23
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Esta Gltima ecuacidn define el método de Newton-Raphson debido a que se presenta un cambio de signo, se pue-
para resolver ecuaciones algebraicas, donde R, representa de asegurar que la rafz positiva de la ecuacidn alge
el residuo que resulta de dividir P(x) entre (x - xp) braica es irracional y se encuentra entre 1l y 2, pa-
en la n-&ima iteracibén y, R* representa el residuo que ra obtenerla se utilizar@ el método de la doble §1Vl
resulta de dividir q(x) entre (x - xp) también en la sidén sintética. El1 valor inicial xg serd la media
n-ésima iteracién. del intervalo en el cual se encuentra la raiz:

xo= 152 .5
Ejemplo II.4 2
Obtener la raiz positiva de la siguiente ecuacidn al- utilizando la expresidn (24) para n = 0:
gebraica con dos cifras decimales exactas: Ro
x + 2x3 + x2 = x - 6 = 0 ¥1 7 R0 TRy
aplicando la regla de los signos de Descartes: realizando la doble divisidn sinté&tica:
1.50 1.00 2,00 1.00 -1.00 -6.00
RAICES I
! ! 1.50 5.25 9.38 12,57
ositi 1 1
P vas 1.00 3.50 6.25 8.38 |6.57| Ro
1
nesativas | 3 1.50  7.50 20.63
complejas 0 2 *
1.00 5.00 13.75 29.01 Ry
Total 4 4
sustituyendo:

dado que el polinomio de la ecuacidn tiene coeficien s 1.50 - 6.57 _ 1.27
tes enteros se puede aplicar el teorema sobre posi — X1 ¢ 29.01 *
bles raices racionales, con lo que se obtiene:

x; = 1.27

b serd factor de ap = |6]
c serd factor de ag = 1 aplicando reiteradamente la ecuacidn de recurrencia
(24) se obtiene:

b donde
¢

por lo que las posibles raices racionales son:

ns=1;
+ 1, 2, 3, %6 R
. X3 = x) -— 1.27| 1.00 2.00 1.00 -1.00 =-6.00
probando por divisidn sinté@tica, para valores positi Ry
vos: 1.27  4.15 6.54 7.04
1 1 2 1 -1 -6 2 1 2 1 -1 -6 1.00 3.27 5.15 5.54 I 1.04 l Ry
1 3 & 3 2 8 18 34 : 1.27 5.76 13.86

1 3 4 3 -3 1 4 9 17 |28| 1.00 4.5 10.91 |19.40] R}



1.04

x2 = 1.27 - 3575 = 1.21
x; = L.21
n = 23
xsﬂxz-% 1.21 | 1.00 2.00 1:.00 -1.00 =-6.00
1.21 3.88 5.90 5.93
1.00 3.21 4.88  4.90 [-0.07] R
.21 5.3 12.37
1.00 4.42 10.22 |_17£] R;

0.071
x3 = 1.21 = ¢Z5 gagy = 1.21

como X2 = x3 se puede considerar que la rafz real posi
tiva es:

R=1.21

con dos cifras decimales exactas.

11.6 METODO DE LOS FACTORES CUADRATICOS

Al igual que el de 1a doble divisién sintética, es apli
cable para resolver solamente ecuaciones algebraicas.

Este método desarrollado por Lin, tiene la ventaja de
obtener las rafces complejas de una ecuacién algebraica,
?unque es igual de eficiente para obtener las rafces rea

es.

25

Si se tiene una ecuacibn algebraica P(x) = 0 donde
P(x) es:

n-2

P(x) = aoxn+alxn-l+azx + s.0y +a x+an= 0 (25)

n-1

de este polinomio se puede obtener un factor cuadritico
de la forma:

x2 + Px + ¢q

con 1o que la expresidén (25) se puede expresar como:

P(x) = (x2pbg) (box™ 4b1x™ 4bpa™ "+ ... 4b__xtb _ )+Rmis = 0 (26)
efectuando la multiplicacién:
P(x) = box™+bopx™ H4boqx 24b ™ Mpbyx™ Zqb x™ P x™ Zapb xR
+ qbaxP™ "+, 4y 3% 34pby_ 3x2+qby- 3xtby_ g% 24Py 2 xgby o +RXHS = 0 27

igualando coeficientes de las mismas potencias en la ex-
prgsi?g (27) y despejando los coeficientes del polinomio
reducido:

-

ag = bo bo = a,
a = bl + pbo bl = a; - pbo
a = bz + pb! + qbo bz = az; = pbl - qbvo
. . S ...(28)
a = R+pb__+qb
n- - - s
1 n-2 n-3 R a pbn_2 qbn_3
a = s + qbn_2 S = an-pb -2
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en general, los coeficientes del polinomio reducido estédn do se conocieran los valores de p y q. La .aplicacibn rei-
terada de (33) y (34), permite conocer los valores de p y

dados por:

q coeficientes del factor cuadrdtico, partiendo de un par
de valores ifniciales. Al finalizar cada iteracién, el méto
b. = a. - ob - ab do proporcionard un nuevo valor de p y de q a través de un

k - PPk-1 -2 incremento Ap y Aq respectivamente dado por:

k=20,1, 2, 3, ..., (n-2) oee (29) Ap = p* - p; Aqaq*-q vee £35)

donde p* y q* son 10s nuevos valores calculados. Consi-
derando que estos valores estdn dados por las expresiones
(33) y (34) respectivamente se tiene:

y los residuos R y s se calculan directamente con:

* 22:l—:_23223 s * o —on
R = - b - b P = ’ q b
an-l P n-2 q n-3 n-2 n-2
see (30) sustituyendo en la expresién (35):
S = a - ¢gb
n n-2 a - gqb b
Ap = n-lb n-3 _ P bn—2
n-2 n=-2
Ahora bien, analizando la expresién (26) para que x2 + px + q y: b
sea un factor del polinomio P(x), se requiere que R Yy Aq = —2B_ _ n-2
s sean igual a cero, por lo tanto: 1 b, 1 b _,
R=0=a ,-pb_,-ab _, «ee (31) simplificando:
a - pb - qb a = qgb
= a - - =l n-2 n-3 N n-2
$§ =0 a, - ab__, e (32) Ap 5, ;s Agq 5,
despejando p y q de la expresién (30): utilizando 1a expresifn (30) se obtiene:
8n-1 = dbp.3 - R ; - S
b, .oe (33) ap b, H Aq b, ... (36)
= an - -
ooz .o (34)
las expresiones (29), (30) y (36) definen el método de Lin
los coeficientes by, by, bs... bpn-, del polinomio reduci- Para facilitar su aplicacibn se utili -
do, se podrfan obtener de %a expresion (29) siempre y cuan bla: P zard 1a sigufente ta



ag bo /
a) : by //
az b2 /

S~

an S l

Ap =

Aq =

Tabla II.1

Ejemplo II.5

Obtener las raices complejas de la siguiente ecuacidn
algebraica con dos cifras decimales exactas:

x* - x3 + 6x2 - 3x+ 4 =0

factorizando P(x) segiin la expresidn (26):

x"* = x3+6x2 - 3x+4= (x2+px+q) (bpx2+byx + by) +Rx+S=0 (a)

congsiderando que los valores iniciales de p y q son:
p=0; q=0

bp, by ¥ ba se pueden obtener de la expresidn (29) pa
ra k = 0, 1 y 2 respectivamente:

by = ap = 1

by = a3 - pby s =1
bz = az - pby - qbg = 6
Ry S se obtienen con la expresidn (30):
R = a3 - pby - gqb; = -3
S = ay - gby = 4
por Gltimo Ap y Aq se obtienmen con la expresidn (36):

R _ =3 ; =S .4,
8p = 53 = £ = - 0.50; 8q =5 =g = 0.67

n

por lo tanto, p* y q* se obtienen despejdndolos de
la expresidn (35):
p* = p + Ap = 0.00 - 0.50 = - 0.50

q* = q + 0q = 0.00 + 0.67 = 0.67

sustituyendo esta primera iteracidn en la tabla (II.l).

p = 0 -0.50
q= 0 0.67
ag 1 bo 1
al -1 b1 -1
a2 6 b2 6
a3 -3 R -3
ay 4 S 4
Ap = -0.50
Aq = 0.67

Tabla II.2
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Procediendo en forma similar, si el mé€todo converge,

R y S tenderdn a cero, asf como Ap y Aq.

El mé@todo se

terminard de aplicar cuando la diferencia en valor ab-
soluto entre los dos Gltimos valores calculados de p,

asi como los de q, sean menores o iguales que una tole
rancia prefijada.

bg = 1

by = -1 - (-0,50)(1l) = - 0.50

bz = 6 - (-0.50)(~0.50) - 0.67(1l) = 5.08
R = -3 -~ (-0,50)(5.08) - 0,67(~0,50) = -0,13

§ =4 - (0.67)(5,08) = 0,60

-0.13

bp = =558 = - 0.0%;
0.60 _ .
Aq = 508 ° 0.11;

p* = - 0,50 - 0,02 = -~ 0,52

q%* = 0,67 + 0,11 = 0,78

Prosiguiendo en forma andloga, finalmente se obtiene

la gsiguiente tabla:

ps 0| -0.50 | -0.52 | -0.53 | -0.53 | -0.53

q= 0| 067 | o0.78 | o.80 | o0.81 | o0.81
ao 1| bo 1| 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00
a1 -1 | by [ -1 | -0.50 | -0.48 | -0.47 | -0.47
a2 6 | b2 6 | 5.08 | 4.97 | 4.95 | 4.9
a3 -3 | r -3 | -0.13 | -0.04 | o0.00 | o0.00
ay 6 | s 4 | o0.60 [ 0.12 | o0.04 | o0.00
bp = -0.50 -0.02 | -0.01 | o0.00 | o0.00
Aq = 0.67 0.11 | o0.02 | o.00 | o0.00

TABLA II.3

donde p = -0.53 y q = 0.81 con dos cifras decimales
exactas.

Sustituyendo los Gltimos valores de p, q, by, b3,
b2, Ry S en (a):

x*=x34+6x2-3x+4 = (x2~0.53x+0.81) (x2-0.47x+ 4.94) + (0) x+0.02=0

despreciando el residuo S:

(x2 - 0.53x + 0.81)(x2 - 0.47x + 4.94) = 0

utilizando la férmula para resolver ecuaciones cuadrd
ticas:

0.53 + /(-0.53)2 - 4(1)(0.81)
Rl,z = 2(0)

por lo tanto:
Ry = 0.27 + 0.861
Ry.= 0.27 - 0.86i

0.47 + V(-0.47)2 - 4(1)(&.94
Rs,u = SRR DI D)

por lo tanto:
Ry = 0.24 + 2,214
Ry = 0,24 - 2,214

I1.7 APLICACIONES

Como se mencion6 al principio del capftulo, el problema
de obtener las rafces de una ecuacidn de la forma F(x) = 0,
se presenta frecuentemente dentro del estudio de problemas
relacionados con la ingenierfa. A continuacién se presen
ta un ejemplo para flustrar una aplicacién de los métodos
vistos en el presente capftulo a un problema real.



Ejemplo II.6

El modelo de crecimiento de una cierta poblacidn se
puede representar por la siguiente ecuacidn diferen-

cial:
lP(t:) = XA P(t) + 1
dt

donde:

P(t) Es una funcidn que nos proporciona el tamafio

de la poblacidn para

un tiempo dado.

A Es la constante del crecimiento de la pobla-
c¢idn por nacimiento ea un periodo de tiempo.

I Es la constante de crecimiento de la pobla-

cidn por inmigracién de un perfodo de tiempo.

La solucidn de la ecuacidn

At I At

P(t) = Py e +3(e

donde:

diferencial es:

- 1) ven

Po es8 el tamafio inicial de la poblacidn.

Considerando que el tamaifio
taba la Ciudad de México en
millones de habitantes y un
de 1982), se contaba con 13

de la poblacidn que habi

enero de 1981, era de 13
afio después, (en enero

millones 838 mil habitan

tes, habiendo ingresado a la ciudad durante ese afio
500 mil personas provenientes de la provincia o del

extranjero.

La tasa de crecimiento de la poblacién

por nacimientos durante el afio de 1981, se puede de~

terminar al resolver la ecua
ella los valores de Pg, t, I

13.838 x 105 = 13 x 106 e

6
A + 0.5 : 10 (el

cidn (a) sustituyendo en
esto es:

-1)

Para obtener la solucidn de esta ecuacidn trascenden
te, se pueden utilizar cualquiera de los mdtodos vis-
tos en este capitulo. A continuacién se presenta un
programa de computadora del método de biseccidn es-
crito en lenguaje BASIC en un equipo TRS-80-1I.

1w REM g MEITODO DE i NSECCTON %% %% %

) L ]

o DEFDREL. A4

4@ DEF rk (X1 AE+OREXPUX I (0 4G/ X% (e XP L = ) )=~ 1 4. BasE+s
) LS

6V INPUI " Cnales son Io: ocarametirus AlE" sAE

A LPRINT"Cuales 300 10z marametras gk “3hA-bB

BY  INFUIL %y la tolerancia“s il

8 LPRINT"y ia kolerancia “ e

108 x@=(A+Bs/ 2

1lv Ly

P2 CPRINT 1ABCL 2 5 "MEFODs DE BISEGGLONY

130 LPRINT taB()s"ireracinn”
140 LPRIND TAB(ID) S Error

198 vil=vi+1

1oW FA=FNF(XWY)

179 FASFNE (A )

183 b= NE B2

190 v=t+X*FA

200 Ir Y>U THEN 2o

218 B=x9

220 GOITD 240

238 A=XA

AV KNz AR ) S

2538 D=aBs (X0—-AN)

26@ IF D<=TL THEN &)

27 X@=Xiv

bl LPRINT USING H#H"3Y1Ls
£ L PRINT UM #ik . bR ERERE T SO XD
Juy¥d GOTO 10w

S E=END

APFOX1ImAT1Ion"

La aproximacidn a la raiz que proporciona el progra
ma es la siguiente:
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METODO DE BISECCION

Error Aproximacion

1 0. 24997500V0 Q. 2500750000
2 @. 1249875000 Q. 1250875000
3 D. 0624937502 V. 0625937500
4 B.0312468750 0.0313468750
) V.0156234375 B.VLS57234375
& 0.0078117188 2.08235351563
¢ . V37058594 Q. V274410106
8 Q. 0019529297 2. 0254880859
L4 V. Q009764648 2.0249116211
V. 00V4BB2324 0. 02499968535

V. 0002441162 @.B25.2439697
U.0001220581 0.0251219116

2. VYVYIS 10291 R.02518129407

V. VABBIB3 145 Q. W2S21345952

v, 200152573 V. 0251981977

Y. Q0DVA 7 H286 B.0H1905693

. 20038143 0.0251943836
?.2000012072 V. D251924769
0.U0RRAIS36 0.0251915229
@.0V20VA47 68 ©V.0251910461

0. 20VVLAZ2384 @.0251912845

2. 0VOBVOL19Z B.0251914037

Con lo anterior se puede afirmar que la tasa de cre
cimiento de la poblacidn por nacimientos, es igual a
2.5191% con cuatyro cifras decimales exactas.



CAPITULO ITII SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES

LINEALES

INTRODUCCION

Muchos problemas relacionados con el campo de Ta in-
genierfa se pueden expresar en términos de sistemas de
Debido a ello,el pre
sente capftulo se dedicard al estudio de algunos de
los métodos m&s usados para resolver sistemas de este

ecuaciones algebraicas lineales.

tipo.

II1.1 SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES

Un sistema de ecuaciones algebraicas

junto de ecuaciones de la forma:
ajyx) + ajzxy + ajzx; +.
as1x) + azaxy + az3xy +.
azyx) + azaxy + agz3xz +.

an1x)] + apzx2 + an3xs +.

ot

lineales es un con-

ajnxg = b)
anXn = by
agnxp = b3

nnXp = bn

31
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o bien, en forma matricial:

&), a)2 413 «.. a1 x) b,
az) azz a3 ... azq X2 ba
a3y a32 az3 ... asp x3 bj

. . L] L] . = .
* . . L] L .
an) an2 ans ann x, bn

que a su vez se puede representar como:

Ax=10
donde A representa la matriz del sistema, x el vector
de incégnitas y b el vector de términos independientes,

por G1timo la matriz (A, B) de orden n x (n+l), se cono
ce como la matriz ampliada del sistema.

La solucidn del sistema de ecuaciones es un conjunto de
n valores x;, x,, x3, ..., Xy que satisfacen simulti-
neamente a toéas as ecuaciones.

En la solucién de estos sistemas pueden presentarse tres
casos:

Primer caso.- Que su solucidn sea (nica; se dice enton-
ces que el sistema es compatible y determinado.

Segundo caso.- Que admita mds de una solucién; enton-
ces el sistema es compatible pero indeterminado.

Tercer caso.- Que no admita solucidn; entonces el siste-
ma es incompatible.

II1.2 METODO DE ELIMINACION COMPLETA DE GAUSS-JORDAN

Un método Gtil y sencillo para encontrar la solucibn de
un sistema de ecuaciones lineales, es el de efiminacdién
completa. Este método consiste en obtener sistemas equi
valentes, a partir del sistema original dado, utilizando
las operaciones elementales sobre los renglones de la ma
triz ampliada del sistema, que son:

a) Intercambiar un rengldn por otro, esto equivale a
reordenar las ecuaciones del sistema.

b) Multiplicar todos los elementos de un rengldn por
un escalar diferente de cero, operacidn que es e-
quivalente a multiplicar una ecuacidn por una cons
tante.

¢) Multiplicar todos los elementos de un rengldn por
un escalar diferente de cero y sumar cada elemen-
to resultante con su correspondiente emn otro ren-
glon, ya que es equivalente a la sustitucidn de
una ecuacidn por una combinacidn lineal de las
ecuaciones del sistema.

El métgdo de Gauss-Jordan consiste en sistematizar la
obtencidn de sistemas equivalentes hasta obtener uno, en
el cual la matriz del sistema se convierta en la matriz
identidad[I], a partir de este G1timo sistema se podrd ob-
servar su solucidn directamente.

Los pasos a seguir para la obtencién de sistemas equiva-
lentes en el método de Gauss-Jordan son:
1. Seleccionar un elemento pivote; &ste debe ser al-
glin elemento de la matriz del sistema.

2. Convertir en uno el elemento pivote.

3. Convertir en ceros todos los elementos de la co-
lumna donde se encuentre el elemento pivote.



4, Seleccionar un nuevo pivote, el cual no debe es-
tar ni en el rengldn, ni en la columna donde se
encontraba(n) el (los) pivote(s) anterior(es).

5. Repetir los pasos anteriores hasta obtener una ma
triz de coeficientes formada solamente con unos
y ceros, en caso necesario escalonar la matriz pa
ra obtener la matriz identidad.

Ejemplo III.1

Resolver el siguiente sistema, utilizando el método
de Gauss-Jordan:

3x; - 6x3 + Tx3 = &4
8x, - 5x3 = 19
Xy - 2x9 + 6x3 = 5

la matriz ampliada del gistema es:

3 -6 7 | &
(aA,5) = |8 () -5 | 19
1 -2 6 | s

seleccionando el elemento aj; = 8 como pivote y divi
diendo todos los elementos del segundo rengldn entre
8, se obtiene el siguiente sistema equivalente:

3.000 -6.000 7.000 ' 4.000

1.000 0.000 -0.625 | 2.375

1.000 ~2.000 6.000 | 5.000

Ahora se requiere convertir en ceros los elementos aj;
y a3), puesto que son los que estdn en la columna don-
de se encuentra el pivote. Para lograrlo, se multipli
cardn los elementos del segundo renglén de la matriz
ampliada del sistema por la constante -3 y se sumarén
con sus respectivos elementos del primer renglén, nota
cionalmente lo anterior, se puede expresar como
(-3)(2do R) + (ler R) con lo que se obtienme:

0.000 -6.000 8.875 | -3.125|(-3)(249° R) + (1eF R)

1.000 0.000 -0.625 | 2.375

1.000 -2.000 6.000 | 5.000

para convertir en cero el elemento a3), se hard lo siguiente:
(-1)(2do R) + (38T R)

significa que todos los elementos del segundo rengldn

se multiplicardn por la constante -1 y se sumardn con
sus respectivos elementos del tercer rengldn:

0.000 -6.000 8.875 | -3.125
1.000 0.000 -0.625 |  2.375
0.000 -2.000 6.625 |  2.625](-1)(29° R) + (3er R)

El siguiente paso es seleccionar un nuevo pivote, el
cual no debe estar en la primera columna, ni en el se-
gundo renglén, por lo que éste puede ser alguno de los
elementos ajz, a)3, a3z, 0 a3z3. Se seleccionard el e-
lemento aj;3 = 8.875, ahora dividiendo todos los elemen
tos del primer rengldn entre 8.875 se obtiene:

0.000 -0.676 1.000 | -0.352] (1er R)(1/8.875)
1.000 0.000 -0.625 | 2.375
0.000 -2.000 6.625 | 2.625

multiplicando el primer renglén por 0.625 y suméndolo
al segundo y a su vez, multiplicando el primer renglén
por -6.625 y sumdndolo al tercero, se obtiene el si —
guiente sistema equivalente:

0.000 -0.676 1.000 | -0.352
1.000  -0.423  0.000 | 2.155|(0.625)(1€T R) + (280 R)

0.000 2,479 0.000 |  4.957](-6.625)(1er R) + (3°F R)



por Gltimo, el tercer pivote seleccionado debe ser el
elemento a3y = 2.479. Procediendo en forma similar
se obtiene:
0.000  0.000  1.000 | 1.000] (0.676)(3°F R) + (1°¥ R)
1.000  0.000  0.000 | 3.001| (0.423)(3¢F R) + (29° R)

0.000 1.000 0.000 | 2.000] (3°F R)(1/2.479)

reacomodando:

1.000 0.000 0.000 | 3.00i
0.000 1.000 0.000 | 2.000
0.000 0.000 1.000 | 1.000

por lo que la solucidn es:
x, = 3.001
X = 2.000
x3 = 1.000

III.2.1 ERRORES EN EL METODO DE GAUSS-JORDAN

E1 método de Gauss-Jordan no es un método de aproximacio-
nes sucesivas, por 1o tanto su solucidn deberfa ser exacta,
pero no lo es, debido a los errores que se presentan en el
desarrollo del mismo.

La solucién del ejemplo III.1, es en realidad x; = 3,
X3 = 2y x3 =1, que difiere de los resultados obtenidos,
debido a que al efectuar las operaciones se trabajé redon
deandn a tres cifras decimales, incurriéndose en un error
de 0.001 en el valor de x;. Este problema se presenta
al resolver sistemas lineales en computadoras digitales,
ya que éstas tienen siempre un 1fmite con respecto al ni-
mero de digitos en las constantes con las que trabajan.
Para evitar el error por redondeo, se puede demostrar que

si se selecciona como pivote el mayor elemento en valor ab
solutg de la matriz del sistema, se minimiza el error por
redondeo.

II1.3 METODO DE JACOBI

A diferencia del método de Gauss-Jordan, el de Jacobi es
un método de aproximaciones sucesivas. Al igual que los
métodos estudiados en el capftulo anterior, éste es itera
tivo, y cuando converge, se aproximard a la soluciénenca
da iteracién partiendo de un valor inicial.

Supbngase que en el sistema:

Axsb cee (1)
la matriz A se sustituye por:

A=D+R

donde D es una matriz diagonal, es decir una matriz cua
drada cuyos elementos sobre la diagonal principal son los
iinicos diferentes de cero. R es otra matriz que contie-
ne ceros en su diagonal principal y los restantes elemen-
tos de A, en sus demds elementos. Sustituyendo en la ex
presidn (1):

(D+R) X =1
DX+ RX="1
PDx =15 - RXx

premultiplicando por bp-1:
x=D0"1% - p~! RX

ecuacidn que haciéndola recursiva, queda como sigue:



—(k+1) se sustituird en los segundos miembros de las ecuaciones
x =0 1'% - plrx(K) ) de la expresién (3) para obtener la nueva aproximacidn:
k=0, 1, 2, ...

21 [xgl)’ xgl)’ xgl). e x:(;l):"r

El método de Jacobi, definido por l1a ecuacidn matricial
de recurrencia (2), significda que dado el sistema (1) se a su vez, sustituyendo x(l), se obtendra:

despeje x; de la primera ecuacifn, =x, de la segunda,
x3 de la tercera, etc., quedando:
I N B R

-
(k+1) 1 (k) (k) (k)
x s —— (b, - a8y, X - 8y4 X - sea—-a,_ x )
! ayp 1 1272 1373 In "n y asf sucesivamente. Se considerard solucidn del sistema
aquella que cumpla con:

k+1 1 k
x; )- 355 (P2 - 821 X§ ) - az3 xgk) = eee = ay, xf,k)) |;(n+1) 10D < T
k+1 1
xg ). 3 (b3 - a3 xfk) - a3z xgk) = .vo = ag x,(,k)) donde € es un vector de tolerancia prestablecido.

e 3 (o) T
. ¢ Sustituyendo el vector inicial x*"’= {0, 0, 0, ..., O}

en los segundos miembros de las ecuaciones de la expresién
. (3), se obtendrd una nueva aproximacidn que estard dada por:
' 7|0 b2 B3 b [T
ay) " azy ' azz " """’ ag,

(k+1)_ 1 (k) (k) (k) este G1timo vector X, se utilizard como vector inicial
x a —— (b_ - x - x - ces - a x ) i
b 2pn " "1 %y %n2 %2 n(n-1) “n-1 %(% en 1a solucién de sistemas por el método de Jacobi.
k=0,1, 2, ...

N I1I.3.1 CONVERGENCIA DEL METODO DE JACOBI
partiendo de una primera aproximacién: E1 método de Jacobi tiene La desventaja de que no siem-

pre converge a la solucidn del sistema, algunas veces 1o

=€) [ (o) (o) (o) (o)|T hace pero lentamente. Sin embargo, este método convergi-
I A rd siempre a la solucién cuando la magnitud del coeficien
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te de una incégnita diferente en cada ecuacibn del conjun
to, sea suficientemente dominante con respecto a las mag-
nitudes de Tos otros coeficientes de esa ecuacién.

Cuando el valor absoluto del coeficiente dominante para
una incbégnita diferente en cada ecuacibn sea mayor que la
suma de los valores absolutos de los otros coeficientes
de esa ecuaci6n, se considerari que este coeficiente es

duficientemente dominante y por lo tanto la convergencia
estard asegurada,

A manera de flustrar lo anterior, consideremos el sistema
de ecuaciones del ejemplo III.2, en el que se ve que el coe
ficiente de x; es dominante en la primera ecuacién y los
coeficientes de x; y x3 son dominantes en 1a segunda y ter

cera ecuaciones respectivamente.
Ejemplo III.2

Resolver por el método de Jacobi el siguiente sistema
de ecuaciones algebraicas lineales:

6x; + 2x5 + x3 = 22
-x) + 8xy + 2x3 = 30

x; - x3 + 6x3 = 23

despejando x; de la primera ecuacidn, x, de 1la segun
da y x3 de la tercera:

x; = ¢ (22 - 2x3 - x3)
xz = § (30 + x; - 2x3)
xgﬂ—;-(23-1q+x2)

haciendo recursivo este sistema, seglin la expresidn (3):

x§k+1) "é‘ (22 - 2x§k) - xgk)) cee (a)

x§k+1) = % (30 + xik) - Zx(k))

) cer (B)

x KD o (23 - x{0) 4 x£B) cee (0)

k=20,1, 2, ...

T
tomando el vector inicial ;(0) = %% , %? R %}
sustituyendo k = 0 en las ecuaciones de recurrencia
(a), (b) y (c) se obtiene:

A R C I T S L
xgl) = % (30 + xfo) - 2x§°))
xgl) = % (23 - x§°) + xgo))

sustituyendo valores:
(1) 1 _ 30y _ 23 -
x{1 ad (22 -2 ( ) ) = 1.778

(1) _ 1 22 (23 -

X, = s (30 + % - 2 T) 3.250
(1) _ 1 22 30\ _

xg!) = 2 (23 -2, 3 ) 3.847

obteniéndose:

(1) - O.778 3.250 3.847]7

sugstituyendo k = 1 en (a), (b) y (ec):

x{2) =-;- (22 - 2(3.250) - 3.847) = 1.942



(30 + 1,778 ~ 2(3.847)) = 3.011

~~
Y
-
OV O

(23 - 1.778 + 3.250) = 4.079

por lo tanto:
%(2) = [.942  3.011  4.079]7
procediendo reiteradamente en forma similar se obtiene:
k=23 %3 o [G.983 2.973 4.0177
k= 3; x( = [2.007 2.995 3.998)7

k= 4; =(5) = [2.002 3.001 3.998)7
k= 5; x(6) = [2.000 3.001 4.000]F
k

= 6; x(7) = [2.000 3.000 4.000]"

finalmente, la solucidn del sistema es:
xy = 2.000
x5 = 3.000

x3 = 4.000

con tres cifras decimales exactas.
I11.4 METODO DE GAUSS-SEIDEL

Este método es précticamente idéntico al de Jacobi, la
iinica diferencia estriba en que el método de Gauss-Seidel
acelera cuanto existe la convergencia a la solucibn, de-
bido a que una vez que calcula la componente x§k+1) lauti

1iza inmediatamente en la misma iteracidn, esto es:

k+1 1 k k k
xf ) . ey (b - alzxg ) algxg ) -«.s= 8ln xé ))
(k+1) 1 (k+1) (k) (k)
x, Yy (b, - aj;x, - @,3%X; " =...- azn Xy )
(k+1 1 k+1 k+1 k
X, ) T3s (03 ° 331X§ ) - aazxg e asn xé )
(k+1) _ _1 - (k+1) _ (k1) _ (k+1)
*a apn (bn 2a1*y 2p2%2 ***7 2a(n~1)*n-1

k=0,1, 2, ...

El criterio de convergencia de este método es el mismo
que el de Jacobi.

Ejemplo III.3

Resolver el sistema del ejemplo III.2 utilizando el
método de Gauss-Seidel.

Las ecuaciones de la expresidn (4) se reducen a:

x§k+1) - % (22 - 2x§k) _ xgk)) e (a)
S
xgk+l) o % (23 - x§k+l) + x§k+l)) eee (e)

k=20,1, 2, ...
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tomando el mismo vector inicial (véase ejemplo III.2) y

sustituyendo k = 0 en las ecuaciones a, b y c:

xfl) a % (22 - 2x§°) - xgo))

1 = 3o+ 2D - 20
x{ a 2 (23 - x{" 4+ {1

sustituyendo valores:

0 b 2(2)-3) -1

xS 3%(30 +1.778 - 2 (%)) = 3.014
xgl) ..% (23 - 1.778 +3.014) = 4.039
se obtiene:

21778 3014 4.030)T

procediendo reiteradamente en forma similar, las si —
guientes iteraciones resultan:

k= 1; %(2) = [1.989 2.989 4.000]7
k = 2; % < 2.004 3.001 4.000]7
k = 3; (%) = [2.000 3.000 4.004)7

por lo tanto la solucidn es:
x; = 2.000
x;°= 3.000

x3 = 4,000

que es la misma solucifn que proporciona el método de
Jacobi con la ventaja que Este, 1la obtiene en tres
iteraciones menos.

I11.5 ECUACION CARACTERISTICA

Los valores caracterfsticos desempeiian un papel importan-
te en muchos problemas ffsicos. La estabilidad de un
avién, por ejemplo, se determina por la localizacién de va
lores caracterfsticos en una cierta matriz en el plano com
plejo. Las frecuencias naturales de las vibraciones de
una viga, son realmente valores caracterfsticos de una ma-
triz. Esto hace que el cdlculo del miximo valor caracte—
rfstico o aln de todos los valores caracterfsticos de una
matriz sea un probiema importante.

E1 problema serd entonces, la determinacién de los valo-
res caracteristicos A en AX = A%, tales que proporcio-
nen soluciones diferentes a la trivial en el sistema plan
teado. Las soluciones de este sistema serdn los vectores
carvacteristicos de A.

Para obtener los valores y vectores caracterfsticos, es
necesario obtener la ecuacidn caracterfstica. La obten-
cién de esta ecuacién para matrices de orden superior a
tres, se vuelve complicada por los métodos tradicionales,
uno de los métodos numéricos que nos permite obtenerla se
ilustra a continuacién.

ITI1I.5.1 METODO DE KRYLOV

Este método se basa en el teorema de Cayley-Hamilton que
establece: toda matriz A verifica su propia ecuacién
caracteristica:

P(A) = 0



sea:

n n-1 n-2 -
P(Q) = ag A"+ a1 A" "+aX “4...ta A+a =0 ees (5)

la ecuacibn caracteristica de 1a matriz A de orden n.

Dado que el orden de A es n, esta ecuacibn es de grado
n y entonces agp # 0, dividiendo (5) entre a, se obtie-
ne:

Q) = A"+ b+ b2™ 2 kb A 4b =0 ee (6)

E1 teorema de Cayley-Hamilton establece que:

Qa) = A" + 51" P + A" 2 4 kb A+ b T=0 cer (D)

1

La ecuacién anterior es un sistema de ecuaciones algebrai
cas lineales, cuyas inc6gnitas son b,, by, bg ... bp, pa-
ra simplificarlo se multiplicard por un vector y cualquie-
ra de un orden compatible con A, con 10 que se obtiene:

_ - -1 — -2 — - -
QY = A*Y +b1A" Y +baA" 2y 4.k b AT 4B T =0 ... (8)

al resolver este sistema se obtendrdn los coeficientes de
la ecuacidn caracteristica, los cuales se sustituirdn en
la expresibn (6).

Ejemplo III.4

Obtener la ecuacidn caracteristica de la siguiente
matriz utilizando el método de Krylov.

3 1 2
A= |-2 -1 0
-1 0 -3

La ecuacidn caracteristica estd dada por la expresidn
(6), en este caso para n = 3 que corresponde al or —
den del sistema, esto es:

QA = A3+ b 22 + byl + b3 =0 ces (@)

y el sistema de ecuaciones para conocer los valores de
b, by, b3, se obtiene de la expresidn (8):

Q(A)Y = A3y + bjA%y + brAy + b3y =0 ves (b)
utilizando el vector:
1
y=1|o
0

se tiene:

l‘ 3 1 271 [ [ 37
Ay = | -2 -1 0 0 |=]-2
-1 o -3]J [o] [-1]
[ 3 1 271 [ 37 '57
Ay a A(Ay) = -2 -1 1] -2 | = |=4
-1 o -3 [-1] Lo
3 1 271 [[s7] 1
Aly = A (A2y) = | -2 -1 0 -4 | =|-6
| -1 o -3] [o] [Is

sustituyendo en (b):
11 5 3 1 0
Q(A)y = -6 + by |-4 + by|=-2|+ b3 |O0] =]0

-5 0 -1 0 0
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por lo tanto el sistema es:
5b) + 3by + by = - 11
-4b; - 2bj - 6
- by o 5

resolviendo el sistema:

by = 13 by = - 53 bz = -1
por Gltimo, sustituyendo en (a) se obtiene la ecuacifn

caracteristica:

Q(A).e A3+ 22 -5 - 1=0

111.6 METODOS ITERATIVOS PARA DETERMINAR VALORES CARACTE
RISTICOS

Estos métodos son utilizados cominmente, cuando se desea
conocer el valor caracteristico mids grande, o mds pequefio
o ambos de una matriz. Una ventaja de estos métodos es 1a
obtencién simultinea del correspondiente vector caracterfs
tico asociado.

I11.6.1 METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Este método nos permite obtener en forma iterativa el mé-
. ximo o minimo valor caracteristico de una matriz, asf como
su correspondiente vector caracterfstico.

E1 procedimiento parte del sistema:

AX=2)%X eoe (9)

si se determina un vector inicial X(0) 4 0 de la forma:

X(0) =

sustituyendo este vector en el primer miembro de la ex-
presién (9) y efectuando la multiplicacibn indicada se
obtiene una primera aproximacién en el segundo miembro,
esto es:

A X)) = A1) F(1)

donde:

Ay Xy = M

es el vector del producto realizado.

E1 siguiente paso consiste en seleccionar el mayor elemen
to qe este vector y tomarlo como A, posteriormente se nox
maliza el vector del producto, 1o cual consiste en dividir
dicho vector entre aA¢;y. E1 factor de normalizacibn serd
una aproximacién al mayor valor caracterfstico* A y el vec
tor x(;) serd una aproximacién a su vector asociado.

% La demostracidn se encuentra en Numerical Analysis

de F. Sheid serie Schaum's.



Si tomamos ahora la primera aproximacidn del vector carac
terfstico i(l) y lo multiplicamos por la matriz de coefl

cientes se tiene:
Axen ™ M2y *(2)

en donde X2y serd una nueva aproximacibn al valor carac

teristico y X, a su correspondiente vector.

Iterando sucesivamente se obtiene:
A X(z) = A(3) X(2)

A X3y = Ay) X(u)

en general, podemos escribir:

AT-n " rao Fao
oo (10)
k=1, 2, 3, ...

Este proceso se repetird hasta que la diferencia, en va-
lor absoluto, entre los valores caracterfsticos obtenidos
en dos iteraciones sucesivas sea menor que una tolerancia
preestablecida. ,

Cabe hacer la aclaracibn que el vector inicial x

(o) PUE
de ser cualquiera; se sugiere probar con:

Xgy=000...0°
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o bien:
Xy = O11...0F

Ejemplo III.S
Sea el sisgtema:
2x) + 4%y =0

xy + 3x3 = 0

obtener el mayor valor caracteristico y su correspon-
diente vector por el método de aproximaciones sucesi
vas, utilizando como vector inicial x(o) = [} E]T.'

El sistema expresado en la.forma de la ecuacidn (9)

queda:
N RN
= A

1 3 b 9 X2
utilizando la expresidnm (10) para k = 1:

Ko = 2(1) F(y)
sustituyendo valores:
2 4 1 6
NINEN

normalizando se tiene:

2 4] [1] [1.000:'
=6
| 1 3 1 0.667
por lo tanto:

_ 1.000
Yy ey Eay S 0.667




utilizando la expresidn (10) para k = 2: Para la obtencidn del menor valor caracteristico premulti
pliquemos la expresidn (9) por la inversa de A:

[2 A:H:l.ooo:lﬂl:a.sssjl Al AT = A"l 2 3
1 3 0.667 3.001 T eaalz e D)

normalizando se obtiene: Dividiendo la expresién (11) entre A y haciéndola recur

siva queda:
2 4 1.000 1.000
= 4,668
1 3 0.667 0.643

-1 = 1 -
A X =(— E3
(k-1) A)k) (k)
por lo tanto:

1.000 k=1, 2,3, ...
).(2) = 4,668 y X(2) = 0.643

eee (12)

. ecuacion similar a la que se obtuvo para determinar el ma
1.000 yor valor caracteristico, utilizando en esta ocasidn la
*(3) = |: :'

para k = 3;  A(3) = 4.572 y inversa de la matriz del sistema.

0.641

prosiguiendo reiteradamente y en forma similar se ob- Ejemplo III.6
tiene:
— - Obtener de la siguiente matriz, el menor valor ca-
— 1.000 racteristico y su correspondiente vector:
para k = &; A(yy = 4.564 y X(u) =
| 0.640 | [ 2 4
A=
_ - 3 13
1.000 -
para k = 5; A¢gy)= 4.560 y X(g5) = cuya inversa es:
AR &) " o.640 | Y
. [ 0.928 -0.286
por lo tanto el mayor valor caracteristico con tres A = -0.214 0.143

cifras decimales exactas es:

A= 4,560
aplicando la expresidn (12) para k = 1:

y su vector asociado: .
-1 = —
A x a (= X

%= [1.000 0.640] 7T (0 (*) iy M



sustituyendo valores y utilizando el mismo vector

inicial que en el ejemplo III.5, tenemos:

0.928 -0.286 1 0.642
[—0.216 0.143:] [1]-[-0.071]
normalizando:
|:0.928 -o.zss:l [x:l [1.000:]
= 0.642
-0.214 0.143 1 -0.111
por lo tanto:
1 _ 1.000
A1y ® 064z " 1.558 y Xy = I:-O.lll]

utilizando la expresidnm (12) para k = 2:
0.928 -0.286 1.000 0.960
-0.214 0.143 -N.111 -0.230

normalizando:

0.928 -0.286 1.000 1.000
= 0.960
-0.214 0.143] |-0.111 -0.240
por lo tanto:

1 _ 1.000
A = 0,960 = 1.042 y X(2) = 0.240

prosiguiendo en forma similar se obtiene:

1.000
para k = 3 ; A(a) = 1,003 y x(a) = -0.248

1.000
para k = 4 A(h) = 1.001 Y Xy ® ~0.250

1.008
ak=5; A, =1.000 y X
per () (5> |-0.250

por lo que, el menor valor caracteristico con tres ci
fras decimales exactas es:

A= 1,000

y su vector asociado:

%= [1.000 -0.250]"T

ITI.7 APLICACIONES

Para ejemplificar la utilidad de los métodos vistos en
este capftulo consideremos el siguiente problema de In-
genierfa Eléctrica.

Sea el siguiente circuito eléctrico:



I5V

_U [+

——

VWV
[$ )]
o
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VAN l 74
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Ioil is < '3
= 39
lo
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VAN

del cual se desea conocer la corriente que fluye a tra-
vés de cada rama. Con ayuda de las leyes de Kirchhoff
estas corrfentes se pueden conocer al resolver el siguien
te sistema de ecuaciones algebraicas lineales:

114, -4ig =~5ig = 10
i, =i, ‘ -ig = 0
i -1i3 -.ig = 0

.-i:. is -1ig = 0

~4i, 12i5 -3ig = 15

-51; -3ig 15ig = 0

aplicando el método de Gauss-Seidel y con ayuda de una
computadora se obtienen los siguientes resultados:

vector inicial

0.9091]
0.0000
0.0000
0.0000
1.6667
0.0000
z(0)

2.253%
1.0856
0.0162
1.0693
2,2931
1.2098]
%)

2.3196]
1.0812
-0.0113
1.0926
2.3328

1.2397

5(8)

1.5151]
1.5151
-0.1515
1.6667
1.7550
0.8560]
ey

2.2928
1.0830
0.0002
1.0834
2.3167
1.2276)
2(5)

2.3209]
1.0811
-0.0118
1.0930
2.3335
1.2403

;(9)

2.3218
1.0810
~-0.0122
1.0933
2.3341

1.2407

;(12)

1.9364]
1.0803
0.1813
0.8989
2.1094
1.0673]
%(2)

2.3095
1,0819
0.0071
1.0891
2.3267
1.2352
£(8)

2.3214]
1.0811
-0.0121
1.0932
2.3339

1.2406
z(10)

2.3218]
1.0810
-0.0122
1.0933
2.3341
1.2407]

;(13)

2.1617]
1.0939
0.0518
1.0421
2,2372
1.1679]
£(3)

2.,3164]
1.0814
-0.0101
1.0915
2.3310
1.2384]
£

2.3217]
1.0810
-0.0122
1.0933
2.3340
1.2407

;(11)



por lo tanto:
i
i
iz
iy
is
ig

con cuatro cifras decimales

= 2,3218
= 1.0810
= 0.0122
= 1,0933
= 2,3341
= 1.2407

exactas.

amp.
amp.
amp.
amp.
amp.
amp.
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CAPITULO IV FORMULA DE TAYLOR CON RESIDUO

INTRODUCCION

Las funciones mads sencillas que se utilizan dentro del
a?élisis numérico son las funciones algebraicas o polino-
mios

Realizar célculos con polinomios, asf como obtener sus
derivadas o integrales no es complicado, la obtencibn de
las rafces o soluciones de una ecuacién algebraica resul
ta ser mds fdcil que la obtencibén de las mismas en una e
cuacidén trascendente.

Para facilitar los cdlculos que se tengan que realizar
con una funcidn cualquiera, existen diversos métodos para
aproximar la funcidn a través de un polinomio. En este
capftulo se verd como obtener un polinomio P(x) que coin
cida con una funcidn cualquiera £(x) y con sus =n prime-
ras derivadas, asf como la estimacibn del error que se co
mete al aproximar la funcién por el polinomio.

1

IV.1 POLINOMIOS DE TAYLOR GENERADOS POR UNA FUNCION

Si una funcién £(x) posee derivadas continuas hasta de
orden n en el punto x = 0, siendo n > 1, se tratard
de encontrar un polinomio P(x) que coincida con f£(x) y
con sus n primeras derivadas en x = 0, esto es:
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P(0) £(0)
P'(0) = £'(0)
P"(0) = £9(0)

.

(@ (0) = £(®)(0)

el polinomio buscado deberd ser de n-&simo grado para que
pueda contar con n derivadas, este polinomio se expresa
de la siguiente forma:

P(x) = ap+ ajx + azx? + agx® +...+ anxn eee (1)
Elproblema ahora es, determinar los n + 1 coeficientes

ag, a1, 82, «++ ap. Para obtenerlos se procederd de la

s?guiente forma:

sustituyendo x = 0 en el polinomio de la expresidn (1)
se obtiene:

P(0) = ag ; e ag = £(0)
derivando P(x):

P'(x) = a; + 2ax + 3a3x® +...+n a, ot

valuando en x = 0:
P'(0) = a; 3 . ay = £'(0)
derivando nuevamente:

P"(x) = 2a; + 3¢2a3x +...+ n(n - 1) a, o2

valuando en x = 0:

P'(0) = 2a; ; .\ a, E%Ql

volviendo a derivar:

P"'(x) = 3°2a3+...+ n(n - 1)(n - 2) .a, »3

valuando en x = 0:

P" (x) = 32 a3 ; .y az = %_0_)_

en general:

P(K)(0) = k! ay ; k=0,1,2, ..., n
despejando aj:
(k) A
£ 502
%k ! cee ()
k=0, 1’ 2: » 0

sustituyendo estos valores en la expresidn (1) se obtiene:

" r (n)
P(x) = £(0) + £'(0)x + S{0 x2 4 L;§Ql SR e O

polinomio que se puede expresar como:

n gk
P(x) kEO T

(k) eee (3)
wr £7(0)

S1 se requiere que el polinomio P(x) satisfaga a la fun
cion £(x) y a sus n primeras derivadas, pero en el pun
to x = a, esto es:

P(a) £(a)
P'(a) = £'(a)
P"(a) - f"(a)

.

p(0) (a) = £() (q)



Para lograrlo, se trasladard el origen a unidades en
el sentido positivo del eje de las abscisas, el argumen-
to del polinomio expresado en (1) serd (x - a) y la ex -
presidn (3) quedard como:

k
!X ;.82 f(k)(a) e (4)

0

P(x) = I
*) k=

Esta G1tima expresidn recibe el nombre de pofinomio de Tay
2or de grado n generado por £(x) en el punto a, Para
representarlo se establecerd l1a notacifn siguiente:

P(x) = Tn [E(x; a)]

donde T se denomina el operador de Taylor y significa
que, el polinomio de Taylor de n-&simo grado de la funcién
£(x) en el punto x = a es P(x).

Ejemplo IV.1

Obtener los polinomios de Taylor de primer y tercer
grado de la funcidn:

£(x) = cos x
en el punto x = % .

El polinomio de Taylor de primer grado es:

1 (x-lgk
P =1y [t | < f g (Pan @

desarrollando la sumatoria:

a0 _xy
P(x) ifa-..-z—)— £(n/2) +( 1.2) £'(n/2)

f(n/2) = cos T/2 = 0

donde:

f(x) = cos x ;

a7

£'(x) = - sen x ; £'(n/2) = - sen % o -1
sustituyendo:

Po0) =(x - )= = - x+ 3

agregando dos té@rminos mds en la expresidn (a) se ob-
tiene el polinomio de Taylor de tercer grado:

, (e-1)f
P(x) = Tal}(x ;%)] =L £T2— f(k)(ﬂ/Z)

k=0

desarrollando la sumatoria:

0 1
(x—-i)— £(n/2) + <x—-¢ﬂ- £'(n/2) +

P(x) = o 17

™ 2 . _n 3
(x-3 £"(n/2) + (-2) £ (n/2)

MY 3

donde:
E(x) = cos x 3 £(n/2) = 0
£'(x) = - sen x ; £'(n/2) = - 1
£(x) = - cos x ; £ (x/2) = 0

£"' (x) = sen x ; £ (n/2) = 1

sustituyendo:
2 3 .
P(x) = 1(0) +(x - % ) -1) +(_x;2.%_)_ ©) +(x -5.2!) )

simplificando se obtiene:

P(x) = 0.167 x3 - 0,785 x2 + 0.2346 x + 0,925



En la figura siguiente se puede apreciar la aproxima
cién que presentan los polinomios de primer y tercer
grado ob;;nidos en este ejemplo a la funcifn f£(x)=cosx
en x = 7v/2,

y=CoS X

P(x )=0.167x3-0.785x24 0.234x+0.925

FIGURA 1IV.1

IV.2 CALCULO CON POLINOMIOS DE TAYLOR

Para obtener el polinomio de Taylor de grado n de una
funcién cualquiera en el punto x = a, es necesario cong
cer las n primeras derivadas de la funcidn £(x), (véa-
se expresién (4)). E1 cdlculo de éstas, resulta ser en
ocasiones una tarea complicada.

Las siguientes propiedades def operador (Tp) serdn de

utilidad para obtener polinomios de Taylor a partir de
otros ya conocidos, &stas son:

a) Multiplicacidn por un escalar

Si:
F(x) = kf(x)

entonces:

n g ¢ (K)
Ta[rees )] = To[ktxs 2] - k(&) (x - )"

z
=0

n (k)
Tn[l?(x; a)] = ‘rnch(x; a):l = kkto _f_k_!La_)_ (x - a)k

TnEt £(x3 a)] =k Tn[f(x : a)]

b) Linealidad
Si:

F(x) = k) £3(x) + k, £3(x)
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entonces: d) Integracién

- (k)
. L k=
noky fgk)(a) + k, fgk)(a) k - - n (k+1) - ok
=k=):0 k! (x - a) [Tn _f(x ;a)_ dx = k.,.i,o [t (éxldz{!:': 3 (x - a)
TnEq f1(x 3 a) + ky f(x ;a):l e
- 9w () .
]'rn f(x;a)|dx = £ u&klu (x - a)¥
- - k=0 :
n (k) n f(k)(a)
sk L -f1—k.-ﬂ(x-a)k+kzx —?p—(x-a)k
k=0 . k=0 . ]Tn[f(x ;a)]dx =3 TM![/f(x ;a)dx]

e) Sustitucién

Tnqul(x s5a) + kofa(x ;a)] = k) Tn[fl(x ;a)] + ko TnE.’z(x ;a):l
' Si:

c¢) Derivacidn F(x) = £(cx) donde c = cte
n (k)
'dd—x T“[f (x5 a)] B Fd; kﬁo : k! € -0 eneonces:
n (k)
Tn[F(x;a)] o T %c_a) (x - a)k
k=0 °

4 f(k-l)(x)|

dx X © a k-1
IS (x - a)

o
4 Tn[f(x ;a)| = z

dx
k-1=0 2em n (n)
Tn[F(x R a)] = f(ca) + cf'(ca)(x-a) + %gc_a) (x-a)2 +...+ %c_a)__(x_a)n

d (k) I
4 . n-lgy f (x) X = a k "(ca) ()
1:nl—_.f(" ’a):l L (x - a) Tn[l’(x H a)] = f(ca) + f'(ca)(cx-ca) + £ zga (t:x-c:a)2+...+—$—lf n.ca (cx-ca)®

[
dx =0 Y

4 Tn[f(x; a):‘ = Tn—lEilx £(x ;a):l TnE(x H 3)] = Tn[f(cx 5 ca)]

dx




Para ilustrar la utilidad de estas propiedades considere se obtiene aplicando 1a propiedad de multiplicacibn por
mos: un escalar:

f1(x) = e*

1 x 1,1 x2 . x3 =
P(x) = T,|£2(x) =7Tne "E"'i“’ﬁ!"’ﬁ""""’ﬁ?
el polinomio de Taylor de grado n de la funcién en el
punto x = 0 es:
n k
n L) P =g I g
P(x) = Tnl}ﬂ : @ ke ey + ey x + 5510 2 4 k=0
k=0 ) Si1se deseg obtener el polinomio de Taylor de grado =n
de la funcidn:
£"(0) 3 £ (0) 4
+ +...4
+* HE £3(x) = % e-%
donde:
Se aplica la propiedad de sustitucién del operador de
£(x) = e* . £(0) = 1 Taylor en la expresién (5). Reemplazando el argumento x
’ por -x se obtiene:
£'(x) = e* ; £'(0) = 1
n . .k 2 3 k
£'(x) = e* ; £'(0) = 1 P(x) = rnl}'ﬂ R T bl B RCE - P S L
wo K ! ! !
: ahora, si definimos:
f(n)(x) a ex ; f(n)(o) = 1 f“(x) = -;' ex + % e-x = cos hx
sustituyendo:
aplicando la propiedad de linealidad del operador de Tay-
% X2 x3 £ lor, el polinomio de esta funcifn ser4:
P(x)a'rn[e]-1+x+F+3,-+...+—r '
. . Ne.
tufic] -5 23
n xk
P(x)='r[e’5|=z—,- ees (5)
n k=0 ke
T [f( )] =l(l+ s 2,2, SRR
E1 polinomio de Taylor de esta funcién multiplicada por 2n|*ix 2 XFr T et T x¥ar
) SN
i .
1 3 -
£2(x) = 5 e¥ - 3T et (DT %r)



L) 2n
TZn[cos ha x_._ %;- +...+ %2:-)—!-

T, E:osh] T
" k=0 (Zk)

derivando el polinomio de Taylor de la funcidn cos h(x):

4 el Leaxylex. 1d x, 14 -
dx'ran:osh{' dezn[zex"'ze] ‘rzﬂ_l[fdxe +2dxe]
ﬁ Tan:os h.{l = Tzn_lB- eX - % e"EI a Tzn-l[senh(x)]

se obtiene el polinomio de Taylor de la funcién senh (x):

2 x3 n 2 3 n
Ton-1 [senh(x)] - - 1 +x+ 5 3, oot %)- % (1 - x +%-- ’;—!+...+(-1)“;’5!-)

x3 x5 L XL
Ton-1/senh (x)| = x + ?-+ 3T +, (2n-1)'

T l: h( ):I 2071 x2k-1
2n-1|8enh (x ETNT
k 1 (2k-1) 1

Para ilustrar la propiedad de integracién, consideremos
una funcién definida como sigue:

1
1l -x

fs(x) =

el polinomio de Taylor de grado n de esta funcibn, en
el punto x = 0, es:

ol

k.

(k) "
] T 0 }=fw)+vwm+%§ﬂﬁ+

"e
+ £ (0) x3

donde:
1

£(x) = 7=
f'(!) = 1 } x) 2
” 2
£"(x) = aT- 7
"e 6

' (x) = T

f(n)(x) - n!

sustituyendo en

1
T“E-- x]
1

= n
= I xk
= k=0

3:

- xorr i

a ]+ x+ %2+ x3+,.

(n)
+..0F L—r(gl xn

n.

£(0)
£'(0)
fn(o)

f"'(o)

o
.

£(®) (0)

.+ =

integrando esta Gltima expresion:

Jults

Tn+1['

n
—fax = [ = =%
k=0

n
ln(l - x)| = ¢
k=i

dx

k+1

0k+l.

]

la expresién (6) se obtiene:
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eee (6)
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reemplazando x -por (1 - x) se obtiene:

n k+1
Tn+1[- La(L -1 - x))] ap o0

k=0 k+1
Tos [Ln(x):lu RN CE LR O L T ) L
w k=0 k+1 k=0 k+1

IV.3 RESIDUO EN EL POLINOMIO DE TAYLOR

Al aproximar una funcidn cualquifera f(x) mediante un
polinomio de Taylor T, [f(x ;a)] siempre se comete un e-
rror, ya que como se ha cho, se realiza solamente una a
proximacidén, entonces podemos escribir:

f(x) = TnEf(x ;ay]

o bien:

£(x) = To[f(x; a)] + En(x) el (7)

donde Ep(x) es el error que se comete al efectuar la
aproximacidn, la expresién (7) se denomina {6rmuba de Tay
£Lor con resdiduo En(x). Para determinar la magnitud de
En(x), expresamos este error como una integral.

Considerando primero el error que se comete en una apro-
ximacidn l1ineal:

(k)
£(x) = kio {8 (x- a0k 4 B0

f(x) = £(a) + £'(a)(x -~ a) + Ej(x)

despejando E;(x):

Ej(x) = £(x) - £(a) - £'(a)(x - a)

X X
E(x) =f £1(t)dt - f'(a)] dt
a a

X
Ey (x) =] (£'(t) - £'(a))dt
a

integrando por partes:

u= f'(t) - £'(a) H du = £"(t)dt
dv = dt H v at
sustituyendo:
x X
Ex(x) = [£'(t) - £'(a})] ¢t l -f t £"(t)dt
a a

X
Ej(x) = [£'(x) - £'(a)] x ~ [F'Ca) - £'(a]] a-/ t £"(t) de

x X
Ei(x) = x] £'(t)de -I t £'(t) dt
a a

X
E, (x) =] (x - t) £'(t) dt
a

Considerando que la funci6n se aproxima a través de un
polinomio de segundo grado se obtiene:

2 g(k)
f(x) Hkto f_k!ﬁg)_ (x - a)k + Ea(x)



y siguiendo un proceso andlogo al que se hizo con una aprg
ximacidon lineal, se 1lega a que E,(x) es:

Ea(x) = 2¢ ]xcx - )2 £ (t)de
2. a

A partir de estos resultados, se puede demostrar por in
duccibn matemitica que cuando f£(x) tiene derivadas con
tinuas de orden n + 1 en el entorno del punto a; enton
ces para toda x en ese entorno, el error En(x) estd da-
do por:

X
Eq(x) =n—1.f (x - 6 ™D ey ar . (8)
‘J a

IV.4 ESTIMACION DEL ERROR EN LA FORMULA DE TAYLOR

Hasta ahora se ha visto que el error Ep(x) puede ser
expresado en forma de integral que afecta a la (n + 1)
derivada de l1a funcidn, por lo que serfa conveniente te-
ner mds informacién de £(n+1)(t), para estimar posterior
mente la magnitud de En(x).

Se puede decir que £(+1)(¢) estd comprendida en el si
gufente intervalo:

m< £ (e) < u cee (9)

donde las constantes m y M son las cotas (mfnima y miaxi
ma) de un cierto intervalo que contenga a. Considerando
que x > a, entonces la integracifn de Ej(x) deberd efec
tuarse en el intervalo [a, x|, para cada t en este in—
tervalo se tiene que (x - ¢)® > 0, con esto la desigual —
dad (9) multiplicada por:

(x - ¢)B

n!

queda:

o n - n n
o X nBC) < L= n!t) g(a+1) 4y <u (x ;!t)

integrando entre a y x tenemos:
X X
ﬁ—[&-onuihmi%](wwfn cee (10
’ a ‘4 a

si:

U= x -t
entonces:

du = - dt

sustituyendo ‘en la integral:

n+1l

X X-a
[ (x - t)n dt =/ un du = w
a 0 n+1

con lo que la expresion (10) se reduce a:

n+l n+1
m B < =2l i e an

si consideramos que x < a la integracién deberd efec —
tuarse entre x y a, por lo tanto multiplicando la desi-
gualdad (9) por el factor no negativo:

-l)nx-t“

n.

e integrando se obtiene:

n+l o+l
(a - x a - x

m + <(-1)“+1 En(x)<M-S—L.; si: x<a wee (12)
n+1)! - - (n+1)!




Ejemplo IV.2

Calcular el error que se comete al valuar la funcidn
f(x) = eX, utilizando el polinomio de Taylor de esta
funcidn en a = 0.

Sabiendo que:

e* =

k
N %T + Ep(x)

[ -]

0

Como la (n + 1)-ésima derivada de la funcidn e* es e*
y esta funcidn es mondStona creciente, se satisface la
desigualdad:

m < f(n+1)(t) <u

y utilizando la expresidn (l1) se obtiene:

xn+l xn+l
B @D < W) <M EaT

haciendo x = 1:

T < Fa(D 5———-,-(1‘:‘1). e (13)

como se sabe que:

f(x = 1) = el = 2,71

considerando:

ya que en el intervalo de 1 a 3 se encuentra el valor .
2.71. Sustituyendo en la expresidn (13):

1 3
G+nT < B < TEhT

tabulando para polinomios de Taylor de przmero, segun
do, tercero, ..., grados se obtiene:

0.500000

Ia

E;(1) < 1.500000
0.166667

Ia

E(1) < 0.500000

0.041667 E3(l) < 0.125000

ia

0.008333

Ia

E4 (1) < 0.025000

0.001389

Ia

Es(l) < 0.004167
Eg(1)

E7(1)

Ia

0.000198 0.000595

{A
Ia

0.000025

Ia

0.000074

Ia
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CAPITULO V  INTERPOLACION. DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA

INTRODUCCION

En cursos de cdlculo diferencial e integral se estudid
como obtener las derivadas o integrales de una funcién
F(x). Se vio que el problema de 1a integracidn presenta
serfas dificultades, ya que fuera de algunos casos senci
1los, el problema en matemiticas no tiene solucién, algu
nos ejemplos son:

b b b
] e-x? 4x ; [ senx .. . [ esenx g
a a * a

En este capitulo se estudiardn los mé&todos con los que
cuenta el andlisis numérico para derivar o integrar fun
ciones definidas en forma tabular, ya sea obtenidas como
resultado de algin experimento o simplemente tabulando
T1a funcidn que se desea integrar.

Una ventaja adicional que presentan los mé&todos numéri-
cos es que son ficilmente programables en cualquier equi
po de coémputo, desde una calculadora de bolsillo hasta
una computadora de gran capacidad,

V.1 DIFERENCIAS Y POLINOMIO DE NEWTON DE UNA FUNCION TABULAR

Dada una funcibén continua y diferenciable en el intervalo
X9 < X < x, la cual para nuestro estudio se definiri en

forma tabular:



F(x)A

x y = F(x)

X0 yo

x) Y1

x2 y2

.Xn Yo
Tabla V.1

o=t ——
e e — —

e ——— )

|
|
|
1
|
x

Figura V.1

Las primeras diferencia# hacia adelante se definen como:

Ayi

F Vi1 T Vi

para

i=o0,

1, 2,

(1)

Las segundas diferencias hacia adelante estdn dadas por:

2 =
8% = 8yj4, = Byg

para

i=o0,

1,

2,

.

.

(2)

En general, para valores de k mayores que la unidad las
k - ésimas diferencias hacia adelante se definen como:

aky, = ak=ly ., - ak"ly: para i=o0, 1, 2, ...
eer (3)
k=1,2, 3...n
considerando i = 0 en la expresidén (1), se obtiene:
byg = y1 = Yo
despejando y,:
Y1 = Yo t Ay «eo (A)
considerando i = 1 en la expresién (1):
AY) = Y2 - V)
despejando y,:
Y2 = ¥1 + Ay, oo (4)
considerando i = 0 en l1a expresién (2):
A2y, = Ay, - A¥g
despejando ay,:
Ay) = A2y, + Ay, vee (5)
sustituyendo las expresiones (5) y (A) en (4):
¥2 = (yg + 8yp) + (a2yqy + Ayg)
simplificando se tiene:
Yo = Yo + 28y + A2y, .e. (B)

considerando i = 2 en la expresidén (1), se obtiene:

AYy = Y3 = Y2



despejando y,:

y3 = Yo + Ay, .e. (6)
considerando i = 1 en la expresién (2):

a2y, = Ay, - Ay,
despejando ay,:

Ay, = A%y; + 4y, cee (7)
sustituyendo i = 0 y k = 3 en la expresidn (3):

a3yo = A2y - A%y

despejando a2y,;:
A2y, = A2yq + b3y cee (8)

sustituyendo las expresiones (5) y (8) en (7), se obtie-
ne:

Ay, = (Azyo + A3yo) + (a2yq + Ayp) cee (9)

a su vez, sustituyendo las expresiones (B) y (9) en (6),
se obtiene:
v3 = (yo + 28yg + A2yg) + (a%yq + a3yp) + 8%y + Ayq)

por @1timo, simplificando:
¥3 = yo + 34yg + 3a%yg + a3yg RN ()
Las expresiones (A), (B) y (C) se pueden escribir nota-
cionalmente como:
y1 = (1 +8) yo
y2 = (1 + 8)% yq
y3= (1 +8)3 yg
generalizando:
vy = (1 + &)k yo
k=1l, 2, 3, «vop, n

o bien, desarrollando el binomio:
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Yk ® Yo + (T) Ayg + (:) A2yg +...4 (t) ak yo .. (10)
k=1, 2, 3, .¢., n
Si consideramos un valor j cualquiera que sea menor
que k y que las j - ésimas diferencias sean constantes,
entonces todas las diferencias de orden superior a j se
rén cero, por lo que la expresidn (10) queda:
Ve = v + ('{) byo + (‘2‘) %y, +...+(‘J;‘) ady, +(1;ﬂ)(0)+...+(';)(0) .er (1D

sabiendo que:

(k)u k! k(- 1)Ck = 2) ... (k- § + 1)
il 3Tk =37 is

k

esta expresién nos dice que ) es un polinomio en k de
grado j, por lo que yy, se puede expresar como:

yx = ag + ark + azkz +...4+ ajkj e (12)

considerando que la funcibn de la tabla V.1, se definié
para valores de x 1{gualmente espaciados:

x y = F(x)
X0 yo
x; = x9 + h Y1

x2 = x9 + 2h y2

x = xp + kh Yk

Xgq = X0 + nh Ya

Tabla V.2



entonces: x y = F(x)

X] = X9 = h 0 _

x2 - x0 = 2h 1 1

. 2 9

’ 3 25

Xk - x = kh

4 55

E 5 105

Xp - x = nh
por lo tanto:

kK = fﬁ—%—fﬂ vee (13) Las primeras diferencias son, segiin la expresidn (1l):

Xk = Xp byg = y1 - yo=1- (-5) = 6

sustituyendo &k por en el segundo miembro de 8
la expresi6n (12), se obtendr& un polinomio en x, de byr =y2-y1=9-1=

grado j qqe se representa por: By, = y3 - y2 = 25 - 9 = 16

2
Yk = bg + byx + baxy +...+ bjxi Ay3 = yy - ¥3 55 - 25 = 30
Lo anteriormente expuesto se cumple para cualquier valor dyy = ys = yy = 105 - 55 = 50
de k, por lo tanto se puede sustituir x; por x con 1o que
se obtiene:

Las segundas diferencias son, segiin la expresidn (2):

y = bo + byx + byx? +...+ byxJ cee (14)
82y = 8y, - 8yg = 8 - 6 = 2

Este andlisis nos 1leva a la conclusibn de que, si las 82y, = Ay, - Ay; = 16 - 8 = 8
j - 8simas diferencias de una funcidn definida en forma ta

bular, seglin 1a tabla v.2, se hacen constantes, entonces A2y, = Ay - Ay, = 30 - 16 = 14

esta funcidn se puede representar por un polinomio de gra .

do j, que es la expresion (14). a2y3 = Ay, - Ayz = 50 - 30 = 20

Las terceras diferencias, segfin la expresidn (3):
Ejemplo V.1 A3yo = Azyl - Azyo = 8§ - 2 = 6

83y, = a2y, - 82y, = 14 - 8 =6
Obtener las diferencias hacia adelante de la siguien 3 2 2
te funcidn definida en forma tabular: 8% = 8°y3 - 8%y, = 20 - 14 = 6



ordendndolas en una tabla de diferencias: x y = sen X
0 0.000
n/8 0.383
x y = F(x) Ay a2y Ady A%yq n/4 0.707
0 s 3n/8 0.924
6 n/2 1.000
1 1 2 Sn/8 0.924
8 6 3n/4 0.707
2 9 8 0 7n/8 0.383
16 6 o 0.000
3 25 14 0
30 6 procediendo de igual manera que en el ejemplo anterior,
se obtiene:
4 55 20
50 x y = sen x ay 82y ady a%y Ay
5 105
0 0.0C0
0.383
3 0.383 -0.059
0.324 ~0.048
Debido a que las terceras diferencias son constantes, -
todas las demds diferencias hacia adelante serdn cero 5 0.707 -0.107 0.014
y se puede concluir, que la funcidn definida en forma 0.217 -0.034 0.009
tabular se representa segiin la expresidn (14), por unm 1
polinomio de 3er grado: 3 0.924 -0.141 0.023
0.076 -0.011 -0.001
3 1.000 -0.152 0.022
. R -0.076 0.011 0.001
= F(x) = bg + byx + box® + bix
y (x) 0 1 2 3 3 0.924 -0.141 0.023
-0,217 0.034 -0.009
3 0.707 -0.107 0.014
Ejemplo V.2 ; -0.324 0.048
T 0.383 -0.059
Obtener las diferencias hacia adelante de la siguien- -0.383
te funcidn definida en forma tabular: i 0.000




En este caso las diferencias no se hacen constantes, Y%

pero tienden a serlo conforme avanzan las diferencias =F(x)
hacia adelante, 8i redondeamos a una cifra decimal, JE— ““X\/ y
las segundas diferencias ser@n practicamente constan- X | )
tes y las terceras diferencias serdn cero excepto dos, P -~ | 1 \\
por lo que la funcidn y = sen x se puede representar v I | ~
aproximadamente por un polinomio de segundo grado: | N
/] | l N
|
| |
y = sen x & bg + byx + byx? % ] Lot
Xo Xy x
“—h—ﬁi
Figura V.2
Si se trata de valuar la funcién PF(x) en un punto in-
V.2 INTERPOLACION termedio xy:
E1 problema de interpolacifn consiste en encontrar el va Y y=F(x)
lor de la funcién F(x), definida en forma tabular para /
un valor de x, que se encuentre entre dos valores conse- ____1(—)?-
cutivos conocidos. /)'( - I -~
-~ | S
// | [ ! ~
| i ~
e I
| I :
V.2.1 INTERPOLACION CON ESPACIOS IGUALES ! ! 1 -
o woom X
Fi a V.3
Considérese el primer intervalo de la tabla V.2, se tie gur
ne:
X y = F(x) |
x y = F(x) X0 Yo
xg Yo xk = xg+ kp [yg = ?
x; = xg + h ¥1 x1=x%x0+h |yl

Tabla V.2.1 Tabla V.2.2



Debido a que 1a funcién F(x) se desconocé, 1o que se pue
de hacer es unir los puntos conocidos por una recta.

YA

——

\
I

1‘

\<‘//,,y=F(X)

\
\)

|
‘.
\
\
/

[
I
I
|
|
7
X

N e = e - e
M - ——

(-]
L]

—>
1 X

o
1

-

Figura V.4

La ecuacidn de esta recta estard dada por la expresifn
(11) considerando j = 1, esto es:

vie = vo + (5) ayo + (%) @ +..4(F) @
simplificando:

Yk = Yo + kAyo

que es un polinomio de primer grado en k, siendo ésta, la
ecuacibén de la recta que une los dos puntos dados en la
figura V.4, Este polinomio se valuard para el valor xi
deseado, con 10 que se tendrd una aproximacibna F(xy).

Considerando tres puntos de la funcién definida por la
tabla V.2, es posible unirlos por un polinomio de segundo
grado, cuya ecuacién estard dada por la expresién (11),
para j = 2.

ey () () 0+ (5) @ v (£ @

simplificando:

k(k-1)
Ve = Yo + kbyg + —31+ A%yo

Generalizando, si se consideran j + 1 puntos de la fun
cidn definida por la tabla V.2, se podrd pasar un polino-
mig de g;ado j por los j + 1 puntos dados, cuya ecua-
cién sera:

k k ;
Yk = yo + (1) byo + (2) B2y +.. i+ (?) adyo ... (15)

Esta expresidn recibe el nombre de f6amula de interpola
cifn de Newton y es aplicable para cualquier valor de xj.

Ejemplo V.3

Dada la tabla del ejemplo V,1, encontrar el valor de
F(x) para x = 1.5

Al obtener sus diferencias hacia adelante, se forma
l1a siguiente tabla:

x ‘y = F(x) Ay A2y a3y Aty
0 -5
6
1 1 2
Xg = 1.5 ~ 8 6
2 o |~ s 0
16 N\\“‘\a 6
3 25 14 \\\“~~\\g
30 6
4 55 20
50
5 105

61
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Por la expresidn (11), la fdrmula de interpolacién

de Newton, queda: .

vi = o+ (1) avo + (7) a0 + (%) %0 + () @ +...+(‘;) ©

considerando xg = 1 y yo = 1, se obtienen:

Ayg = 8; 4%yg = 8; Adyg = 6; A'yg = 0;...; akyy=0

sustituyendo:

e @er)e

(a)

donde el valor de k estf dado por la expresidn (13):

k =

Xk -~ Xg _ 1.5 - 1
- = 0.5

1

sustituyendo:

o5 = 1+ (0;5) 8 +-(°;5) 8 + (055) 6

efectuando operaciones:

Vo5 = 1+0.5 (8) +0:3 ((2).5-1) g+ 2:5 (o.s-é)(o,s-z) 6

Yo.s =1+ 4 -1+ 0.375 = 4,375
por lo tanto:

F(1.5) = 4.375

Si se desea obtener la expresidn de la funcidn P(x)
definida en forma tabular, se puede hacer interpolan

do para un valor xk = x, al sustituir este valor
la expresidn (13) se obtiene:

xk - 1
ke —=—g—=x-1

a su vez, sustituyendo k en la expresidn (a):

pre s (D) e () 0 ()

en

efectuando operaciones:

P(x) = 1 + 8 (x-1) + ii:llés:gl 8+ §x~lzgx;22gx-3) p

P(x) = 1+ 8x -8+ 4x2 - 8x~- bx+8+x3-6x2+1lx-6
simplificando:

F(x) = x3 - 2x2 + 7x - 5

Ejemplo V.4

De la siguiente funcidn definida en forma tabular:

a) Obtener el valor de

La tabla de diferencias de la funcidn es:

X = 7.1

y para

x y = F(x)
-5 0
-2 15
18
15
7 12
10 15

x = 7.1

x y = F(x) Ay A2y a3y Aly
-5 0
15
-2 15 -12
3 6
1 18 - 6 0
-3 6
4 15 0 0_
-
-3 6 -
’/
7 12 Q/
-
3 -
10 15 | -7




La interpolacidn no puede efectuarse directamente de
la tabla de diferencias de la funcidn, ya que falta-
rian las segundas y terceras diferencias para xg = 7.
Estas pueden determinarse, porque se conoce que las
terceras diferencias son constantes e iguales a 6, pe
ro también es posible invertir la tabla que define a
la funcidn y obtener nuevamente su tabla de diferen —
ciag:

x |y=F&)| ay| a2y | a3y | a%y
10 15
xg = 7.1 —t=— -3
7 12 6
3 -6
4 15 0 0
3 -6
1 18 -6 0
-3 -6
-2 15 -12
-15
-5 0

sustituyendo valores en la expresidm (15):

Ky k) k) k K
Yk 15+(1)(3)+(2)6+(3)(6)+(“)(0)+...+(k)(0)

el valor de k estd dado por la expresidn (13):

_ Xk - X0 _ 7.1 - 10
k h -3 = 0.967

sugtituyendo:

Yy aey = 15 +(o.367)(_3) ‘(0.267)6 . (0.:67) 6)

efectuando operaciones:

Yo.967 15 - 2.901 - 0.096 - 0.033 = 11.970

por lo tanto:

F(7.1) = 11.970

Obsérvese que al invertir la tabla de diferencias, lo
inico que cambid fue el signo de las diferencias de or
den impar; teniendo en cuenta esto, la interpolacidn
puede efectuarse directamente sobre la tabla original,
cambiando solamente signos de las diferencias de or-
den impar, y siguiendo la diagonal ascendente marcada
en la tabla de diferencias original.

b) El valor de y para. x = 10.4

Se ha calculado el valor de y para una x dada en-
tre dos valores de xig de la tabla que define a la fun

cidn. Ahora se trata de calcular el valor de y para
una x fuera del rango de los valores xi de la tabla.
A este problema se le conoce como extrapofacibn. Co-
mo para x = 13 no se tienen definidas las diferencias
de la funcidn, habrd que determinarlas aceptando que
las terceras diferencias son constantes e iguales a 6.
A partir de la tercera diferencia se puede determinar
la segunda; con la segunda la primera y con esta 41lti
ma el valor de la funcidn para x = 13, En la siguien
te tabla se han marcado con un asterisco los valores
encontrados con este procedimiento:

x | y= Fx) ay | a%y | a3y | aYy
13 30*
xk = 10.4 —p -15%
10 15 12%
-3 —6%
7 12 6 o*
3 -6
4 15 0 0
3 -6
1 18 -6 0
-3 -6
-2 15 -12
-15
-5 0
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interpolando: ’ hy = %3 - x)
k= 10:4 =13 _ 4 867 :
-3 :
luego: hpoy ™ %n = %,
Yo.867 = 30 + (0'367) (-15) +(°°:67> (12) + (0'267) (-6) y no necesariamente se debe cumplir que:

h = h B s
efectuando operaciones: 0 1 = Ba

entonces, el polinomio de grado ue pasa o
y = 30 - 13.005 - 0.692 - 0.131 = 16,172 puntos serd: P S m que pasa por 105 m+l
por lo tanto:

F(10.4) = 16.172

y = agx® + a1x™" ! + a,x02 4+, .+ a _,x+a,

o bien, expresado en otra forma:

y = ag(x - x1)(x - x2)(x - %3) ... (x - x3) +

+ a1(x - xg)(x - x2)(x - x3) ... (x - x3) +

V.2.2 INTERPOLACION CON ESPACIOS VARIABLES
: + az(x - xp)(x - %1)(x - x3) ... (x - xp) +

Cuando una funcion se define en forma tabular como: . —= e (16)
x y = F(x) + ag(x = x0)(x - x1)(x - x2) ... (x = x,_)) ]
X0 yo
Los coeficientes ag, ay, 22, ... ap Se determinarédn de
x; = xg9 + hyp Y1

tal forma que, el polinomio pase por todos y cada uno de
x2 = x) + hy ¥2 los guntos que definen a la funci6n, entonces si se va-
1Ga la expresién (16), para x = x, se obtendra:

. .
. .
. .

yo = ap(xo - %1)(xg = X2)(xg = X3) ... (xg = xp)

Xp = Xg.p + hn-l Yn .
despejando ay:
, y
Tabla V.3 - 0
a0 (xg - %)) (xg=-x%x2)(xp - x3) ... (xp - x,)
donde: valuando para =x = x; se obtendrd y,:

hg = x; - xg¢ y1 = ay{xy - xg)(x; - x2)(x; - x3) ... (x) - xp)



Yy por lo tanto:

a) = yl
(x; - x0)(x; - x2)(x; - x3) ... (x; = xp)

Procediendo en forma aniloga, se obtienen los demis coe-
ficientes de la expresién {16), el Gitimo de ellos se ob-

tengra valuando esta expresibn para x = xn con 10 que ap
sera:

In

&n ° Txp - x9) (xq - x1) (% - x5)

vee (xq = xn_l)

sustituyendo los valores de

’ s s eas 1
presion(16)se obtiene: 20» 81, &2 o €N 13 ex
~ (x - x))(x = x)(x = %X3) ... (x - xp) +
y= (xo - xl)(xo - x2)(x0 - X3) cee (xo - xn) Yo
(x - %) (x - %) (x - x3) +.. (x =~ xp) +
(x3 - x0)(x; - x2)(x; -~ x3) ... (x1 - xp) 1
(x - xp)(x - x3)(x = x3)... (x = xn) .
(xz—xo)(xz-xl)(xz-xg) coe (82-%) y2 .. (17)
+ (x - x0)(x - x1)(x - x2) ... (x - xp~1)
(xn - %) (¥n - X)) (X = X,) +.v (g = Xp-p) P

Esta expresibn recibe el nombre de {6amufa de intenpola
cibn de Lagrange y es aplicable para cualquier valor de
x cuando la funcién FP(x) se define en forma tabular se —
gin la tabla V.3.

m

La expresién (17) se puede expresar de la siguiente for
a:

n (x - x3)
= T $x - xj) «o. (18)
J iEo j;o (x5 - xj)] Y2
jfi

Ejemplo V.5

Dada la funcidn definida por la siguiente tabla, en-
contrar el valor de la funcidn para x = 3

y = F(x)

N = O X

X 3 3 et

S 15

utilizando la expresidn (18) se obtiene:

(
y = F(x) = (xx

xl)(x - Xz) (x - x3)
0 - x1)(xp - x2)(xp - x3)

Yo +

(x - xp) (x = %) (x - x3)

ORI EEDICEED R

+

(x - xg)(x - x)(x - x3)

RN EEDNICCEE DR

C(x - xp) (x - x1)(x - x,)
(x3 - x) (x3 = x1) (x3 - %) ° 3

sustituyendo valores para x = 3:
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- o £3-1)(3~-2)(3 - 5)

L 3-00G-2)(3-5)
(T - 0L - 2)(1 - 5

(7) +

(3 -0)(3 - 1)(3 - 5)

t -0 -DE -5

9) +
3 -0)(3 -1)(3 - 2
rG -G - DG -2 (49
efectuando operaciones:

F(3) = 2 - 10.5 + 18 + 1.5 = 11

V.2.3 INTERPOLACION INVERSA

Como se ha visto, la interpolacifn consiste en determi-
nar el valor de la funcién F(x), dado el valor de la va-
riable independiente x.

La interpolacién inversa consiste en determinar el va —
lor de x dado el valor de la variable dependiente F(x).

E1 problema se resuelve facilmente por medio de la férmy
la de interpolacién de Lagrange, formando una tabla con
los valores de 1a variable dependiente como valores de x
y los de la variable independiente como los de y.

En el siguiente ejemplo se presenta una aplicacidn de 1a
interpolacidn inversa para resolver ecuaciones.

Ejemplo V.6

Obtener la raiz real positiva de la ecuacidn:

x3 + 3x2 +2x-2=0

utilizando interpolacidn inversa.

Tabulando el polinomio para valores positivos de x:

X P(x)
0.2 - 1,472
0.4 - 0.656
0.6 0.496

Se observa que existe una raiz real positiva que se
encuentra en el intervalo (0.4, 0.6), para determi —
narla se puede hacer una interpolacidn inversa, bus-
cando un valor de x tal que haga que la funcidn
P(x) sea cero, esto es:

P(x) x

- 1.472 0.2

- 0.656 0.4
m——-

0.496 0.6

P(x) = 0

x y.

sustituyendo en la fo6rmula de interpolacidn de Lagran
ge:

0.000 + 0.656) (0.000 - 0.496
y = TETTZ7E‘$‘BTE56)E-LTZ??TTTEA96) (0.2) +
0.000 + 1.472) (0.000 ~ 0.496
+ Tgb:E§E'?"TTZ7§31%67333‘2‘67233% (0.4) +
. £0.000 + 1.472)(0.000 + 0.656 €0.6)
%37133_3717773%%3T?@E—T—U.356f .

efectuando operaciones:
y = - 0.0405 + 0.3106 + 0.2555
y = 0.5256

por lo tanto el valor de x que hace que P(x) = 0
es x = 0.5256.

Como la funcidn P(x) es un polinomio, al imvertir
la tabla, la funcidn que se obtiene ya no es del mig



mo tipo, por lo tanto la interpolacidn inversa de La
grange, s8lo dard resultados aproximados. Se acepta
rd como raiz el valor x = 0,5256, el cual se obtuvo
con un polinomio de segundo grado.

V.3 DERIVACION NUMERICA

E1 problema de la derivaci6én numérica consiste en obte-
ner el valor de las derivadas de una funcibn definida en
forma tabular en algunos de sus puntos:

X = X0y X1y X2 eees Xq

Partiendo de que la funcibfn que se desea derivar, se de-
fine con espaciam‘ientos constantes, segfin T1a tabla V.2, y
aceptando que ésta se puede aproximar por un polinomio de
grado j dado por la expresién (15), entonces:

r(x)syo+(‘:) Ayo+(:)A2yo+(l;’)A3yo +...+(‘;)Ajyo e (19)

su primera derivada es:

— F(x) = l Yo + (l:) 8yo +(:)Azyo +(l;) Aayo+---+(?)Ajyo]

la cual se puede expresar como:

ad; F(x) & ?dE I:yo + (‘1‘) dyo + (‘;) 8%yq +(';) a3y +...+( ;‘) AJya g: N ¢1)]

teniendo en cuenta. que:

Xk - Xp

entonces su derivada es:

gl

1
iy .o (21)

sustituyendo en la expresidn (20):

d .14 k-1
d—x'F(x)=Ed—kEro+kAyo+—L|—L A2y, +J—%-L—-l

e (5) o

derivando:
d .1 3k2-6k+2 kY i
- F(x) h[Ay +—A2y 0ot =F— 4 yo+...+-‘E<)Ayo] e (22)
derivando nuevamente:
42 .14 j
Ll d Esyo ¢ Bl goy g HEGIZ 43y, ﬁ(;‘)A’yEI &
dk 1
sabiendo que i ° B ° la segunda derivada es:
d2 .1 d2 (k\ ,j (23)
azF(x) Y A%yq + (k-1) Aayo +...+m j Ayo s

derivando la expresidn (23) y utilizando la expresidn (21)
se obtiene la tercera derijvada:

a3 .1 43 /x\ i
3 F(x) 2 5 Adyg 4.4 %3 (j) aly,
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Considerando una interpolacién 1imitada de primer orden,
se obtiene a partir de la expresibn (22) que la primera
derivada de F(x) se puede aproximar por:

la cual se expresa como:

donde e, .es el error en el que se incurre al aproximar
la derivada de la funcidn F(x) como lo indica la expre-
si6n (24). Sustituyendo Ay, por (y; - yo) y valuando
1a derivada para =x = xp se obtiene:

1
d =5 (-vo + 1) + e,

K F(x)

x =2 Xg
Expresién que se representa con la sigujente notacién:

1
v = f (-1 1} + e

Geométricamente equivale a tomar como primera derivada a
la pendiente de la recta que une los dos puntos considera
dos de la curva: -

YA
y=Yo+KAyo
0— — __L“'
4= ~e—veF }
7 ! ~
7 ! | ~
Pd I | N Y|
/ I I Yo
| I
! Iy -
T i ey
Xo X X
le h ol
i !
Figura V.5
d
tg ¢ dx F(x) X = X9
Y1 = Yo 1
tg 8= g 7 (&v0)

tg a = tg B + e

Subrayando el coeficiente de 1a ordenada, en la cual se
est§ aproximando l1a primera derivada, se obtiene segiin la
notacidn dada:

1
' = -
Yo b {-1 1} + e,



Considerando una interpolacién limitada de segundo orden, y; =55 (=3 4 -1} + ey cee (27)
Ta expresién (22) se reduce a: =

y! = = {1 -4 3} + ey . .oe (28)
d 1 2k - 1 ,, 2 2k =
ix F(x) = n |Avo + 3 A yé] + e, s (25)
donde:
Si l1a interpolacidn se 1imita a las terceras o cuartas
Ayg = ¥1 - ¥o diferencias o de orden superior, se obtienen en forma se-
mejante férmulas de derivacidn correspondientes. Las de
y: tercer orden para primera y segunda derivadas son:
A2y, = Ayy - BAyg = - - + = - 2y; + .
0 1 Yo = Y2 =~ Y1 - Y1 + Yo = ¥2 y1 + yo v& - 3% (1L 18 -9 2} + e e (29)
1
Si por ejemplo, se desea obtener la primera derivada de Vi=gr -2 23 6 -1} + e ... (30)
F(x) en x = x; implica que]k =1, seg?n 1a 3abla V.2, ya
que x; = xg + (1) h ; por lo que sustituyendo: T _
v, g (! 6 3 2} + e, «ee (31)
d 1 2-
'd—:;FCX)xaxl=-ﬂl}l-yo+—2i(yz-2y1+yo)]+er yiea (-2 9 -18 11} +e e (32)
" 1
Yo = { 2 -5 4 -1} + ey eee (33)
simplificando: o " bZ =
[ 1
L - + 4
yiﬂylg(-yo+yz)+er nraz o2 1 0te (34
seglin 1a notacifn se representa como: y: = f% {o 1 -2 1} + e, «ve (35)
1 "L (- -5 2} +e vee (36
Y; =35 (-1 0 1} + e ves (26) v3 =gz (-1 4 50z} ] ) (36)

Con una interpolacién limitada de segundo orden es posi
ble obtener también f6érmulas de derivacién para F'(xg) ¥ Ejemplo V.7
F'(x3), sustituyendo k = 0 y k = 2 respectivamente en la

expresidén (25) se obtiene: Para la funcidn definida en la siguiente tabla:
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a)

b)

c)

x y = €co8 X |
0 1.000
3 | 0-924
% | 0.707
21 | 0.383
5 | 0.000

Calcular:

La primera derivada en x = % utilizando fdrmulas

de derivacién limitadas a las segundas y terceras

diferencias.

Comparar los resultados del inciso anterior comn
el valor exacto de la derivada.

k1

La primera derivada en x = 2 utilizando £6rmulas
de derivacibn limitadas a las terceras diferencias.

Solucidn:

a)

Utilizando la expresidn (26), se obtiene un va-
lor aproximado a la primera derivada de la fun-
cidn, limitada a las segundas diferencias:

v, = ;% {-1 0 1} + er

sustituyendo:

y = 1" [-1(1.000) + 0(0.924) + 1(0.707):|+e,
2(3)

y, * - 0.373

utilizando la expresifn (30), para limitarse hag
ta las terceras diferenciast

v, = ln E-Z(I.OOO) - 3(0.924) + 6(0.707)-1(0.3832|+er
5(3)
y; & - 0.387

b) Comparando los resultados aproximados en el in-
ciso anterior con el valor exacto que es:

7 = -gen -;‘- = -0.383

4 cos x x= X
8

dx

Se observa que el error relativo en el cual se
incurre al aproximar la derivada con una fdrmu-
la limitada a las segundas diferencias es:

-0.387 + 0.373
-0.383

ey = % = 2.6%

X

mientras que al utilizar una férmula limitada a las
terceras diferencias, el error relativo es solamen-

te:
o |20.383 + 0.387] _
er I ~0.383 12
c¢) Utilizando la expresidn (32) y considerando
yo = 0.924
y'3 = —1 (- 2(0.924) +9(0.707) - 18(0.383) +11(0.000) ) + e,

¢ (%)

yy & -1.010

Comparando las férmulas de derivacién numérica, (expre-
siones (27) a (36)), se observa que las de orden impar
son antisimétricas con respecto al pivote, siendo &ste el
punto en el cual se obtiene 1a derivada, mientras que las
de orden par son simétricas. Compérese (27) con (28) y
(29) con (32) que son antisimétricas o (33) con (36) que
son simétricas.



V.4 INTEGRACION NUMERICA

Para obtener un valor aproximado de la integral de F(x)
en el intervalo xy < x < xn se partird de la férmula de
interpolaci6n de Newton.

F(x) & yo + (1:) Ayo + (:) 82yo + (:) Adyg +.. 4 (?) Ajyo

integrando:

X Xn .
] %(x)dx ] [ (yo+ (T) Ay + (:) 8%y, +(§) a3yq +...+ (?) NMyg) dx
X0

X9

de la expresién (21):
dx = hdk

y de la tabla V.2 si:
xo = xg + (0O)h entonces k = 0
y si:

xp = x¢9 + nh entonces k=n

sustituyendo:

Xn n - _ _ .
[ F(x)dx & Io(y°+kAyo+M‘2<!—llA2yo+k "31.) (k-2) A3yo+...+<‘j‘) alyo)h dk
xp

integrando:

*n . 2 3 k2 k' k3 k2 ’

X0
n J'n (k) j
o+ . ) a3y qdk)
+ 0 o \i yo

sustituyendo'limites:

X0

3_n?

*n . 2 .3 2 Sl
B s wrnesf aror (5-5) s (-5« F)otvores], (Jobromo
0

tre los puntos de coordenadas (xp, yo) ¥ (x1, ¥1)-

Considerando hasta las primeras diferencias:

*n n2
F(x)dx = h |nyg + 5 Ayo:| + e

X9

la integral sélo se calculard entre los dos primeros valo
res de la tabla (V.2), es decir, entre xo y x)

xX) 1
F(x)dx = h [yo + 3 Ay?__l + e,

X
pero:

dyo = y1 - vo

sustituyendo y simplificando:

X1 h
/ F(x)dx =32 I:yo + yl:l + e,
X9

La expresibn anterior es igual al &rea bajo la curva en
Ambos
unidos por una recta definida por la expres%dn:

y = yo + kdyp
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y su interpretaci6én geométrica es:

YA
er y>yo+KAyo
-—-—-——— ~~..‘¢—-—y=F(x)
Pd -~ -
~
/
7
/7
4
/
T T L
%o x X

Figura V.6

En la misma forma, integrando entre x; Yy x5, Se obtiene:
X2 h

[ F(x)dx = 2 (y1 +y2) + ¢
x]

y sucesivamente hasta:

*n
] Fx)dx % Gpoy +75) *+

*n-1

por lo que:

]x%(x)dx - Ix%'(x)dx + ]xf-(xmx oot ]x?(x)dx

%0 X0 b3 X

oo =8 oty +ep + 2 ity b
7 Go+y1) +er +3 ntya) +ep hoet 5 (v 4y ) +e
X9

suponiendo que e
cibén parcial y s

in

tiene la misma magnitud en cada integra

plificando se obtiene:

Xn h
] F(x) dx = 2
X0

[yo + yn + 2151

n-1
y%] + n e,

... (38)

La expresién anterior se conoce como férmula de integra-

eibn trapecdal.

Para obtener una mejor aproximacién al valor de la inte
gral definida entre xy y x, de F(x), consideramos hasta las
segundas diferencias en la expresién (37)

Xn
] F(x)dx = h[nyo-l-
X0

2 3 2
n n n
-5 Ayq + (? - -4—) A2Y0| + ep

Calculando la ‘integral entre los tres primeros valores
de la funcibn definida segfin la tabla (V.2) se obtiene:

X0

donde:

Ayg = y1 = Yo

x2
I F(x)dx = h I:Zyo + -;’— Ayg +(% - %)Azyoj + e,

82yg =y, = 2y; + ¥o

eoe (39)

sustituyendo en la expresién (39) y simplificando:

Xo

Xp

X h
I F(x)dx = 3 (yo + 4y1 + y2)

X2
IF(x)dx=h l:zyo + 2(y1 - yo) +% (y2 - 2y1 + Yo):l + ey



siendo su interpretacién geométrica:
Y4

x¥

X0 X X2

Figura V.7

En forma similar, integrando entre x, y x, se obtiena:

Xy h
] F(x)dx 3 (y2 + b4y3 + yy) + ¢,
x2

y asi sucesivamente las {ltimas integrales son:
X _h A
]xF(x)dx =Sy, thy_ ty) e
n-2
por lo tanto:
*n X2 Xy Xn
IF(x)dxa ] F(x)dx + / F(x)dx +...+ ] F(x)dx
X X0 X2 xn_z

=%(yo+‘m+n>+¢r+%(Yz+4)'3+w.)+ e, +

h
+oo b3y, Gyn-1 + V) + or

suponiendo que ey tiene la misma magnitud en cada inte-
gracién parcial y simplificando se obtiene:

X0

n
rF(x)dx-u % Eo +yp + b Zotdenadas de , , 5 ordenadas de] +0

orden impar orden par 2 e (40)

X3
j F(x)dx h[3yo +% (y1 - vo) +% (y2 - 2y; + yo) +% (y3 = 3y, + 3y, + )’0)]"‘91'

Xp

expresidén conocida como férmula de (integracibén de Simpscn

1/3. A diferencia de la f6érmula de integracién trapecial,
la expresidn (40) es aplicable solamente para valores pa-

res de n, ya que de lo contrario, no se podrd obtener el
valor de la G1tima integral:

/x%(x) dx

Xp-2

Considerando hasta las terceras diferencias en la expre-
sién (37) e integrando entre xg y x3 tendremos:

X
[ sfro s o (- 2)ot o (8- F ) v
donde:
8yg = y1 - vyo
82y ="y, = 2y; + yo

a3y9 = y3 - 3y2 + 3y; + yo

sustituyendo y simplificando:

X3
/ F(x)dx =%h[yo + 3y; + 3yz + y;_l + ¢
X9

y su interpretacifn geométrica es:
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YA

y=yo +( % )Ayo+(§ )A‘Yo'(ﬁ )A'Yo

rd
// \_——‘\
/ y=F(x)
. _Z
-
7~V
7
/
/ ' /A'

]
X0 Xy Xy X3

xV

Figura V.8

por lo que:

/xg(x)dx = /xl?’(x)dx-i-/xg‘(x)dx +..0F /x‘l‘!(x)dx

X X X
0 0 3 X 3

sustituyendo:

*n 3
/F(x)dx=§h|:yo+3y1+3y2+y3] +er+%|:y3+3y.,+3y5+y6:|+
X0
3
+ e, +...+§ Yp-3 + 3yn_.2 + 3yn_] +yn + e,

suporiendo que e tiene l1a misma magnitud en cada inte-
gracién y simp]ichando, se obtiene:

g

n 3
/F(x)dx=§'h[yo+yn+2

resto de

ordenadas de
y zordenadas

‘- orden mGltiplo de 3 - (41)

n
+§et

esta expresién se conoce como férmula de integracidn de
Simpson 3/8 y es aplicable para valores de n mialtiplos
de tres.

Ejemplo V.8

Dada la siguiente funcidn definida en forma tabular:

i xj yi = F(xj)
(] 1 -4
1 2 6
2 3 18
3 4 32
4 5 48
5 6 66
6 7 86
7 8 108
8 9 132

encontrar el valor de la integral de la funcidn en 1los
siguientes intervalos:

a) 1

< 9
b) 1l xx

6

IA |A

Solucidn:

a) Como n es igual a ocho y éste es par, se puede
utilizar la £5rmula de Simpson 1/3, gradficamente:



Y

140
120
100

80

B O] @ ©) @

Figura V.9

entonces:

9 h ordenadas de ordenadas de
= - + 4e
/IF(x)dx 3 E”’ *yn ¥ zzorclen par +43 orden impar r

9
/IF(X)dx = % E'o +yg+ 2(y2 tyy +ye) + 4(y1 +y3tys+ Y7)]+ bey
sustituyendo valores:

9
/lF(x)dx =% [-4 + 132 +2(18 + 48 + 86) +4 (6 + 32 + 66 + 1os>]+ her

efectuando operaciones y despreciando el error:

/9F(x)dx S 426.667 u2
1
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si utilizamos la fdrmula trapecial para valuar la mis
ma integral:

9
h resto de
/1F(x)dx =3 I:yo + yg + 2Zordenadas:| + 8ey

9 1
/IF(x)dx=§[yo+ye+2(y1+yz+y3+yu+ys+>'s +Y7):| + 8¢y
sustituyendo valores:

9
/IF(x)dx=%E4+132+2 (6 + 18 + 32+48+66+86+108):l + 8eyp

efectuando operaciones y despreciando el error:

9
[lF(x)dx 2 428.000 u2

La diferencia en los resultados obtenidos utilizando
la formula de Simpson 1/3 o la férmula trapecial,
se debe a la magnitud del error, que por ahora se es-
tad despreciando.

La funcidn definida en este ejemplo se obtuvo al ta
bular el siguiente polinomio:

P(x) = x2 4+ 7x - 12

cuya integral es:

9 3 9
/l(x2 + 7x - 12)dx = E‘? + % x2 - ].2ﬂl = 418.5 -~ (-8.167) = 426.667 u?

Obs&rvese que con la férmula de Simpson 1/3 se lle-
ga al valor exacto, existiendo un error relativo al
utilizar la férmula trapecial de:

426.667 - 428.000
426.667

b) En este cason = 5, por lo tanto no es par, ni
mltiplo de 3, por lo que no se pueden utilizar

-

las fdrmulas de Simpson 1/3 & 3/8, a menos que

- [xox

er = F5 = 0.312 %




se divida el intervalo de integracidn, de 1 a 4
en el que se integraré con Simpson 3/8 y deé4 a6
integrando con Simpson 1/3. La suma de los re-

[:F(x)dx

utilizando Simpson %‘

ordenadas de resto de

sultados nos dard el drea total dentro del inter 3 n
= gh [y° +¥3+ 2L i gen moltiplo de 3 ¥ 3 ¥ ordenadas| 3 &

valo pedido.

N
i x y = F(x) /lF(x)dxuéh':yo+y3+2 (--) + 3 (y1+y2)]+er
0 1 -4 i sustituyendo valores:
1 2 6 y
2 | 3 18 jll’(x)dxc%[-4+32+2 (-—)+3(6+18)]+¢r
0 3 4 32
1 5 48 efectuando operaciones y despreciando el error:
2 6 66 y
/IF(x)dx & 37,5 u?

Wi

utilizando Simpson

ordenadas ordenadas de] +2 e,

6 h
/“F(x)dx =3 [Yo ty, +21L de orden par t4z orden impar 2

I'zl"‘(x)dxn% [yo +y, +2 (--) + 4 (7‘1)] + ep

sustituyendo valores:

Secodx=L032 + 66 + 2 ¢ 4 (48 :
[. Ak —-) 4 B+ gy

efectuando operaciones y despreciando el error:

] .
[4r(x)dx & 96,667 u2

g O ' ®

M M por lo que el drea total es:
SIMPSON 3/8  SIMPSON 1/3

6 4 &
Figura V.10 /1F(x)dx le(x)dx +/qF(x)dx 37.5 + 96.667 = 134.167 u
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. —

(x) = F(xp) + (x ~ xg) F'(xg) +(x_2_'___

siendo el valor exacto de la integral:

6 %3 7x2 6
]lF(x)dx = [?+ =5 - 12{‘1 a 126 - (-8.167) = 134.167 u?

por lo tanto, el error en este caso es igual a cero.

V.5 ANALISIS DEL ERROR EN LAS FORMULAS DE DERIVACION E IN
TEGRACION NUMERICA

Por medio de la senie de Taylor se pueden obtener las
férmulas de derivacién o de integracién numéricas, permi-
tiendo ademds, determinar el orden del error que se come-
te al utilizarlas en una aproximacién.

Considerando que existen las n primeras derivadas de la
funcién y desarrollando la serie de Taylor en el entorno
al punto =xo se tiene que:

(x - 30)3

"’f") P P (k) +... (42)

2
F'(xg) +

valuando esta expresifn para x = x; = xg + h

- x0)2 - %3
F(x1) = ¥1 = yolxy = xo) yp + KO- 404 L Zx0) ooy

pero:
x; - x90 = h
por 1o que:
' h2 _» hd m
Y1 = yo +thyy + 37 5, + 377, *ee ees (43)

valuando la expresion (42) para x = x3 = xp + 2h, se ob
tiene:

- 2 - 3
F(x2) = y2 = yo + (x2 - xq) ys e 2.x° Yg + sz-gyzgl- ¥0 +e-
pero:

X2 - xg9 = 2h

por 1o que:
[ 4h2 8h3
Y2 = yp + 2h yo+ﬁy'6+3—l;y'(;' +.oa oo (44)

en forma similar valuando la expresifn (42) para
x = x., = x9g - h se obtiene: '

' 2 h3 wm
Y_lgyo-hyo""zl—!yg-s—!-y!; +... oo (45)
v para x = x_3 = xg - 2h:

[. 2 " 3
y_zﬂyo—Zhy6+—2hﬁ.—yo-8—;!—y'o"+... oo (46)

despejando yp, de la expresidn (43):

] 1 h n h2 "
yDB-l;(-yo-l-yl)—EyO—Tyo-... e (47)

Siendo esta expresién una f6rmula de derivacifn para ob-~
tener la primera derivada con una interpolacién limitada
de primer orden, que se representa como:

voug L D+

donde el error es:
- h n h2 "
€r = - 3 Y9 - g Yo .-

Se observa que el error tiende a cero a medida que h + 0,
se dice entonces que esta férmula de derivacidn tiene un
error del orden de h y se expresa como:

yp =3 (-1 1)+ (Oh

restando cuatro veces la expresidon (43) de 1a (44):

3
y2 - 4yy = - 3yp - Zhy:) +i§-‘!— "L,

77
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despejando yg:

5 =-l-(-3 + 4 4-93
Yo = 3 (3o +4y1-y2) +F ¥y +...

se obtiene:

1
Yo" om -3 4

donde:

e - b2 + (49
r =5 Yo *eeo v (49)

la expresidn (48) es una f6érmula para obtener la primera
derivada con interpolacifn de segundo orden y se observa
por la expresi6én (49) que tiene un error del orden de h2
por lo que:

L S - 2
v, =35 (-3 4 -1} + (0 n
restando la expresibn (45) de la (43):
2h3 m

'
Y1 = Yoy = Zhyo + ST y0 teoes
1 3.

despejando ya:

1 h2
Yo = 35 (=y-1 +¥1) - Tg yo t+e..
se obtiene:

YEL{'I 0 1} + (0) h2

2h

De 1a misma manera se pueden obtener las demds férmulas
de derivacién numérica donde se podrdn observar los dife
rentes 6rdenes del error. Sumando las expresiones (43)
y (45) se obtiene otra de las férmulas de derivacién:

h2 h* _(1v
y1+y_12yo+2ﬂys+2ﬂy§ )+...

y despejando yj:

-1} + e veo (48)

L 1

”
Yo = gz (yo1 - 2y + yy) - iz h? y‘()IV) -

.. ... (50)

se 1lega a una férmula para obtener la segunda derivada
con interpolacién limitada a segundas diferencias:

g = 5z {1 -2 1} + (0) h?
en este caso el error de esta formula es del orden de h2.

Los errores en las formulas de integracibén pueden obtener
se en forma andloga a las de derivacién., Si integramos l1a
expresién (42) en el intervalo xo < x < x;, se tiene:

X1 . %] - 2 - 3
[F(x)dx =/ (yo + (x - xo)y; + ("_er‘_o.)_y;+("_3"‘9.Ly:' +...)dx ... (51)
X0 - H k
haciendo:
4 X = Xp

entonces:

dz = dx
y si:
x = xg entonces z =0
y .
X =x) = x9g + h entonces z s h

por 10 que la expresibn (51) queda:

x) h 2 3
IF(x)dxnf (yo+zy;+%!- :+-§Tyg' +...) dz
X0 0

integrando:

X) 22 v z3 w4 h
/F(x)dx zyo+-2—!-y0+§!- 0+'l-.-!-yo +...0
X0



79

sustituyendo 1imites: sustituyendo y simplificando:
Xn
X1 2 3 4 . h resto de
[F(x)dx = hyg +}2'—.y,', +%y: +%—y3' +... Ixz(x)dx 2 E’o +yn+ 23 ordenadas] + er
Xo ! T T
donde:
sustituyendo en el miembro de 1a derecha y; por la expre B3 w " " "
sibén (47) se obtiene: =-17 Do+ yp +y, ...t Y1) "o
x1 h2 1 h v B2 m Vo h3 o Considerando y" como un promedic de las segundas deriva
/x::(x)dx =hyo +5T \F (VoY) =3V - 3TV, e 3T Y das, entonces: -
4 h3 "
LA er=-13 (@y") .. (52)

+Fy0 +...

y dado que:
simplificando:

Xy = Xg + nh
X) h h3 " h" me
=2 -y - nton :
/;i(x)dx 7 o *+y1) - 13 Vo " 25 Y, e entonces
) )
de 1a misma forma: h
X2 3 4 sustituyendo en la expresién (52):
/F(x)dx = "2l (yy +y3) - ‘]‘,_23"1' -‘2'—4y';' -
X1 ha Xn ~ X0 "
. ey ® = o= | ————y" -,..
12 h
y por iltimo:
LA )
*n h 3 h.’ " e’t"ﬁ["n‘xo y'il e
[From =26, 4y - 17 Yae 035 Yoen -

n=1 por 1o que se concluye que la formula de integracidn tra-

y sumando las integrales: pecial tiene un error del orden de h2.

De la misma forma en que se obtuvo la f6rmula trapecial

o %1 *2 *n y su error a partir de la expresién (42) se pueden obte-
/xF(X)dx N /F(x)dx * /F(")d" heeot /F(")d" ner las férmulas de integracién de SimBson 1/3 y 3/8 las
0 0 X1 *a-1 cuales tienen un error del orden de h%.
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CAPITULO VI SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

INTRODUCCION

En el capitulo I se menciond que los fenbmenos ffsicos
que estudia la ingenieria, se pueden representar median-
te modelos matemdticos; &stos en algunos casos se redu —
cen a una ecuacidn diferencial, siendo su solucifn una
funci6én que representa el comportamiento del fenbmeno.

La solucién de ecuaciones diferenciales no es un proble
ma sencillo, una forma de resolverlas, es a través de
los métodos numéricos que permiten la utilizaci6n de 1la
computadora digital.

En este capitulo se estudiardn los métodos numéricos bi
sicos para obtener la solucidn de ecuaciones diferencia-
les.

VI.1 CONCEPTOS BASICOS SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES

Se entiende por ccuacibn diferencial, aquella que rela-
ciona dos o mds variables en términos de derivadas o di-
ferenciales. Para su estudio conviene mencionar las si-
guientes definiciones acerca de estas ecuaciones:

a) Ecuacidn diferencial ondinania.- Es aquella en la
que existe solamente una variable independiente,
por 1o tanto sus derivadas serén totales.

b) Eeuacibn diferencial parcial.- Es aquella en la
que existen dos o mds variables independientes, por
1o que sus derivadas serdn parciales.
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¢) Onrden de una ecuacibn diferenciatl.- E1 orden de una
ecuacién diferencial es el de la derivada de mayor
orden que aparece en la ecuacidn,

d) Grado de una ecuacién diferencial.- Es el grado al-
gebraico de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacidn.

e) Ecuacibn diferencial Lineal.- Una ecuacibn diferen
cial es lineal, si en ella no aparecen potencias de
la variable dependiente y sus derivadas, ni produc-
tos de la variable dependiente por sus derivadas o
productos entre derivadas.

VI.2 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

La solucidn de una ecuacidn diferencial, es una relacién
funcional que no debe incluir derivadas o integrales de
funciones y que verifica idénticamente la ecuacién dife-
rencial. Por ejemplo, l1a relacién funcional que satisfa

ce a la siguiente ecuacidn diferencial:

y'(x) - sen x = 0

es:

y(x) = ~cos x + ¢

ya que esta relacién verifica idénticamente a la ecuacidn
diferencial. Pero esta solucifn resulta ser una familia
de curvas, las cuales son:

Y (x)

%
)

\

Para determinar qué curva es la que debe seleccionarse,

Figura VI.1

serd necesaria una condicibn inicial del problema:

»

Yo

\

Figura VI.2



con la cual serd posible seieccionar una sola curva que
s: gonsiderara como una solucién de 1a ecuacién diferen-
cial:

y(x)A

Yo 4 —— —

o 4 —

Figura VI.3

VI.3 METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFEREN-
CIALES

Los métodos numéricos que se estudijardn a continuacién
para resolver ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales, se denominan métodos de solucibn paso a paso,
ya que a partir de uno o varios puntos conocidos calcu-
lan el siguiente, una vez calculado se apoyan en éste y
en los anteriores para calcular uno mds y asf sucesiva-
mente, esto es:

y(x)4

Yot — — — — =

Figura VI.4

VI.3.1 METODO DE EULER

Uno de los métodos mds sencillos para resolver ecuacio-
nes diferenciales de primer orden con condiciones inicia

les, es el método de Euler. Este consiste en integrar

la siguiente ecuacifén diferencial:

Y'(x) f(x, y)
entre un punto xj y el siguiente:
Xi+] xi+1
f y'(x) dx = I f(xi, yi) dx
x4 Xi

22§egrando el miembro de la izquierda de 1la

expresibn

(1)
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xi+ Xi+}
1 / f(xj, yj) dx

y (x) xi xi

Xi+1
Yi+1 - Yi = f(xi, yj) dx
xi

Para integrar el miembro de l1a derecha en la expresié6n
(1), se aplica la integracifn numérica, estudiada en el
capftulo V.

Xn n2
] f(x) dx = h Elyo + >
X0

3 4y
8yo +(56--n7) a2%yq +... ] cee (2)

Integrando entre el punto xo y x; Se obtiene:

*1 1 1
f(x) dx = h [yo +7 8o -l—z'Azyo +...:I
X
donde:
yo = f£(xo)
Ayg = y1 - yo = £(x1) - £(x9)
A2yg = yp - 2y) + yg = £(x3) - 2f(x)) + £(x
sustituyendo £(x) por una funcibn de dos variables

f(x, y) e integrando entre un punto cualquiera x; Yy
xj+, Se obtiene:

Xi+] 1 -
I f(x, y) dx =h [f(xi. yi) +5 (E(xi4)s ¥i4) = £0x5, ¥i)) +:| cee (3)
Xi

E1 método de Euler consiste en integrar el segundo miem
bro de 1a expresién (1), considerando Gnicamente el pri-
mer sumando de la expresifn anterior con su correspondien
te error:

Xi+]
/ f(x, y) dx = h f(xi, yi) + ¢,
X§

Despreciando el error y sustituyendo esta G1tima ecua —
cién en la expresién (1{ se obtiene:

Yi+y - ¥i = h £(xi, yi)

y despejando yj4,

Yi+p = ¥i +h £(x5, yi)

i=0,1,2,... oo (&)

Ejemplo VI.1

Resolver la siguiente ecuacidn diferencial y' - 2xy =x
con condicidn inicial y(0.5) = 1 utilizando el mé&todo
de Euler, en el intervalo 0.5 < x < 1.0 considerando
h = 0.1.

El método de Euler se desarrolld, a partir de la ecua
cidn diferencial de primer orden:

y'(x) = £(x, y)
por lo que:

f(x, y) = x + 2xy

utilizando la expresidn (4) para i = 0, se obtiene que:

y1 = yo + h £(xq, yo)



donde:

yo=1 condicidn inicial

h = 0.1

£(xg, yo) = xg + 2xpyo = 0.5 + 2(0.5)(1) = 1.5

sustituyendo valores:

yp =1+ 0.1 (1.5) = 1.15000

grdficamente:

y(x)f

2.0

1.0

Repitiendo el proceso considerando i = 1 en la ex

Figura VI.S

presidn (4):

donde:

y2 = y1 +h £(x1, y1)

y1 = 1.15000

85

h=0.1

£(x1, y1) = x3 + 2x1y; = 0.6 + 2(0.6)(1.15000) = 1.98000

sugtituyendo valores:

y2 = 1.15000 + 0.1 (1.98) = 1.34800

grificamente:
y(x)4
2.0
xr"x
-

Figura VI.6

Procediendo en forma similar:

i= 2

y3 = y2 + h £(x2, y2)

y3
yu
Y
ys

¥s

1.34800 + 0.1 (0.7 + 2(0.7)(1.34800)) = 1.60672
y3 + h £(x3, y3)
1.60672 + 0.1 (0.8 + 2(0.8)(1.60672)) = 1.94380
yy + h £(xy, y4)
1.94380 + 0.1(0.9 + 2(0.9)(1,94380)) = 2.38368
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por lo que la solucidn de la ecuacidn diferencial en
el intervalo 0.5 < x < 1,0 es:

x y(x)
0.5 1.00000
0.6 1.15000
0.7 1.34800
0.8 1.60672
0.9 1.94380

.0 2.38368

Si se resuelve la ecuacidn diferencial de este ejem
Plo por un mé@todo directo, se obtiene la siguiente
solucidn.*

2
y(x) = 1.16820 e~* -

N

Tabulando la solucién en el intervalo 0.5 < x < 1.0
y compardndola con la que proporciona el método de
Euler, se obtiene:

Euler Exacta
x y(x) y(x)

5 1.00000 1.00000
6 1.15000 1.17442
7 1.34800 1.40687
.8 1.60672 1.71547
9 1.94380 2,12601
0 2.38368 2.67550

* Consultar apuntes de Ecuaciones Diferenciales y en
Diferencias.

y(x)A

3.0

Figura VI.?7

VI.3.2 METODO DE EULER-GAUSS

La aproximacién que proporciona el método de Euler pue-
de mejorarse al integrar la ecuacién diferencial:

xXit+} Xji+1
l y'(x) dx = I f(x, y) dx ... (5)

xi Xi

Aplicando la férmula trapecial, lo cual es equivalente
a considerar los dos primeros sumandos de la expresién
(3), se obtiene:

f f(x, y) dx = h[f(xi, yi) +3 (£(xi41, Yi+y) - £(x5, Yi)zl + e,
xj



- simplificando:

Xi+l h
I £(x, y) dx = 3 |£(xi, yi) + £(xi41s Yi+1£] + e,
xi

sustituyendo en la expresién (4):

h
Yi#p ~¥i =3 [f(xi, vi) + £(xi+1, Yi+l):| + e

despejando yji4+, ¥ despreciando el error:

yier = Vi + 3 [f(xi, i) + £lxi+y, Yi+1):| oo (6)
*

A diferencia del método de Euler, con esta iltima expre
sidén, no es posible conocer el valor de yi+;, debido a
que este valor estd en funcidn de sf mismo (ver asteris-
co). E1 problema se resuelve obteniendo el valor de
yi+1, a través del método de Euler, el cual se considera
rd solamente como una predicelén que serd sustituido en
el miembro del lado derecho de la expresibén (), con lo
que se obtendrd un nuevo valor corregido de yj.,,

Por 1o tanto, la expresifn (4) serd una ecuacidn predic
tora y la expresidén (6) una ecuacién correctora, esto es:

Vitl, = yi +h £(xi, yi)
h. .
Yiel T Vit 3 £(xi, yi) + £(xit1s Yit1,)

i=0,1,2, ... ees (7)

Ejemplo VI.2

Resolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.1,
utilizando el método de Euler-Gauss.

La ecuacidon diferencial es:

y' = x + 2xy con condicidn inicial y(0.5) = 1

Para i = 0 se tiene que la prediccién de y; segiln

la expresidn (7) es:

Yip = Yo + h £(xg, yg) = 1 + 0.1 (0.5 + 2(0.5)(1)) = 1.15000

y la correccidn de este valor es:

h
Vi = Yo+ 3 I:f(xo. yo) + £(x), ¥y 1p):|

donde:
f(xg, yo) = 1.50

£(x;, ylp) = x; + leylp = 0.6

sustituyendo:

Yi. = 1+T [1.50+ 1.98] = 1.

Progiguiendo en forma similaxr, se
te tabla:

+ 2(0.6)(1.15) = 1.98

17400

obtiene la siguien

X .‘Yip Yic

0.5 [ 1.00000 ] 1.00000
0.6 |1.15000| 1.17400
0.7 |1.37488 | 1.40568
0.8 |1.67248 ] 1.71288
0.9 |2.06694 | 2.12094
1.0 |2.59271 | 2.66610
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VI.3.3 LA SERIE DE TAYLOR COMO SOLUCION DE UNA ECUACION DI

FERENCIAL

La solucibn de una ecuacién diferencial de cualquier or
den para un problema con condiciones iniciales, es una

funcién y(x) tal que verifica idénticamente a la ecuacién
diferencial. Esta funci6én puede representarse por medio
de 1a serie de Taylor como:

y(x) = y(xg) +y'(xg) (x-xp) +1"iz-?—°l (x - xg)2 +y-m—3-§ﬁ)- (x- xo)3 +... (8

Esta solucibn serd correcta, siempre y cuando se valie
en el entorno de x = xg, ¥ a medida que se aleje de este
punto, la soluci6én tendrd un mayor error.

Ejemplo VI.3

Resolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.1
utilizando la serie de Taylor.

La ecuacidn diferencial es:

con condicidn inicial y(0.5) =1

y' = x + 2xy

la funcidn y(x) solucidn de esta ecuacidn estd da-
da por la expresidn (8), donde:

xg9 = 0.5
y(xg) =1
y'(xg) = x¢9 + 2xp y(xg) = 0.5+ 2 (0.5)(1) = 1.50

d
y"'(xg) = ax y'

=L (x+ 2% y() =1+ 22y’ <x)+2y(x)|

X = Xo X = Xq x=xXg
y"(x0) = 1 + 2xgy'(xq) + 2y(xg) = 1 + 2(0.5)(1.50) + 2(1) = 4.50
ym (xo) = -d_ y" =i (1+2 '( +2 ”" * ‘
B 7" e g "dr AF2 O 4290 [ =2y +y )| L

¥y (x0) = 2xgy"(xp) + 4y'(xq) = 2(0.5)(4.50) + 4(1.50) = 10.50

sustituyendo:

4.50

5 (x - (x - 0.5)3 +...

0.5)2 + 19%39

y(x) = 1 + 1.50(x - 0.5) +

Tomando en cuenta los primeros cuatro t&rminos de la
gserie de Taylor y simplificando, se obtiene:

y(x) = 1 x3 - 2

A X

ool
W]
njo

9
+ 16 x +

tabulando la solucidn para 0.5 < x < 1.0 con h = 0.1,

x y(x)

0.5 1.00000

0.6 1.17425

0.7 1.40400

0.8 1.69975 )
0.9 2.07200

1.0 2.53125

VI.3.4 METODOS DE RUNGE-KUTITA

Para estudiar los métodos de Runge-Kutta, considérese la
estructura de los métodos de Euler y Euler-Gauss:

yi+1 = yi + h £ (xi, yi) (Euler)
i=o0,1, 2, ...

h
Yit1 = Vi + 3 [}(Xi. yi) + £(xi+1, yi+1i] (Euler-Gauss)

i=0,1, 2, ...



ambos métodos pueden escribirse como:
yi+1 = yi + h¥ (x4, yi)

i=0,1, 2, ... s (9)
donde en el método de Euler:

¥(x,y) = £f(x,y)
y en el método de Euler-Gauss:

Y(x, y) =-;— [f(x, y) + £(x + h, y + hy'z|

Los métodos de Runge-Kutta, consisten en obtener una
ecuacién similar a la expresibfn (9) que en forma general
se escribe como:

yi+1 = yi + (wiky + waky +...+ wn kp) ees (10)
i=0, 1, 2, ...

donde:

ky = h £(xi, yi)

ko = h £(xj + a3 h, yi + Bl,l ki)

k3 = h £(xj + ash, yi + B2,1 ky + B2,2 k)

=
&
]

h £(xj + a3h, yji + 33'1 ky + 83’2 ko + 83,3 k3)

kn = h £(xj + aph, yi + Bn,1 k) + Bn,2 kp +.o.¥ By n-y Kpo1)  +.l(1D)

siendo w;, wp, ... wp, @}, @3, +.. On, By.1s B2,1» B ves Bn,n-
constantes que deben determinarse, de tal Forma que pF@-l
porcionen 1a mayor exactitud posible a la solucion de la
ecuacién diferencial.

La ventaja de 1os métodos de Runge-Kutta con respecto a
1os métodos de Euler y Euler-Gauss, consiste en que los
primeros cuentan con un orden de error menor. Con res-
pecto a la serie de Taylor, estos métodos tienen la ven
taja de que no requieren valuar ninguna derivada, sino
inicamente a la funcidn £(x, y).

METODO DE RUNGE-RUTTA DE SEGUNDO ORDEN

E1 método de Runge-Kutta de segundo orden consiste en
considerar n = 2 dentro de las expresiones que definen
a estos métodos, esto es:

yi+1 = yi + (wiky + waky) . (12)
i=0,1, 2, ...

donde:

ky = h £(xi, yj) eee (13)

k, = h f(xi + ayh, yi + 81,1 k)

Desarrollando en serie de Taylor, el miembro de la iz-
quierda de la expresién (12) en el entorno del punto
xb=1xi y considerando hasta los términos de orden n3, se
obtiene:

" -
yi+1 = y(xi+1) = y(xi) + y'(xi) (xi+1 - xi) + 2—%§ll (xi+) - x3)2 +

"t )
+ 14651‘1 (xi+) - xi)3 +...

simplificando:

N = 4+ h [ ﬁ " _tﬁ " ‘
Yi+l yi Yi 2 yi + 6 yi +ea so e (14)

Por otra parte, desarrollando en serie de Taylor, la
funcién de dos variables f(x, y) en el entorno del punto
x=xi¥ye=yj se tiene: .
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c ey 4 O . 9 .
f(x, y) = £(xi, yi) +ax f(x, y) :Ex;x?) +a—; £(x, y)| (v ~ yi) +

X = xi
y=7yi -y.ﬂyi
+7 3 ) oo xpp2 4 2 ; -
7 3x2 £(x, ¥) |(x - xi aTa—y-f(x,y)(x-::x)(y-y1)+
X = xji X = x{
y = yi y=yi

1

+3£2- £x, ) [(7 - y? +...
x = x5
yeyi

«eo (15)

Para simplificar la expresién

anterior, se utilizard 1a
notacidén siguiente:

a
fnn ém dn £(m, n)

Yy asumiendo que las derivadas parciales de la funcién
se valGan en x = x;, y y = y, la expresién (15) queda:

f(x, y) = £(xn, yn) + fulx - xp) + fy(y - ¥n) +% fex (x - xp)2

1
+ fxy(x ~ x0)(y - yn) + 2 fyy (v - ya)2 +...

valuando 1a funcibn para x = i+ ath Yy = yi + 83,1k
se obtiene:

£(xi + a1h, yi B1,1 k1) = £(x§, yi) + fx(xi + ajh - x3) +
+ fy(yi + B1,1 k) ~ y3) +% fxx(xi + ajh - x3)2 +
+ fxy(xi + a1h - xi) (yi + 81,1 k) - yi) +

1
+i fyy(yi + B1,1 k; - y:'_)2 +oae

simplificando:

£(xi + ath, yi + 81, k) = £(xi, yi) + ath £, + 81,1 Kk £y
a? n? 8}, k%

3 fxx + a1h By, k) fxy + 2 fyy'+...

+

De las expresiones (13) se observa:

k
£(xi + ajh, yi + By, k;) = Tz

despejando kj:

a2 p3
3 fyx +

kz = h £ (xi, yi) + a1h? £, + 81,1 kib £y +
2 .2
81.1k1 h

+ ajh? 8y ) k By + Sl £y 4

Sustituyendo esta expresién y la (14) en la expresién

(12) teniendo en cuenta que ky = h £(xj, y;) se obtiene:

. ] hz L h3 "
y1+hyi+7yi+Tyi +ooo = yq +wih £(x1, yq) +

a% h3
3 fox +

valh £ (xi, yi) + ah? £ + By,) b2 £(xi, yi) £y +

8% |h32(x;, y;)
+ a1h? 8y (x5, y1) fxy + Ll 3 fyy +...)

igualando potencias de h:
h y; = wih £(xi, yi) + wa b £(xi, yi).
y como y;.. = f(xj, yi) entonces:

1l =w) +w, «eo (16)



jgualande potencias de h2:

B2 w . . oy h2 £, + wp By.1 h2E(x4, yi) £ (17)
2 yi 2 @) x 2 B1,1 i» ¥i y oo
siendo:
d
vi =& £ ¥ = aix £(x, y) + ai £(x, y)| £(xi, yi)
x = xg x=x; 9 x = xg
¥y =vyi y = yi y=vyi

utilizando 1a notacién empleada se puede escribir como:

vy = £x * £y £(xi, yi)

sustituyendo en la expresidn (17):

2
hT (fx + £y £(xi, yi) = wz o1b? £ + vz 81,1 h? £(xi, yi) fy
entonces:

1
2 = w2 81 = w2 61,1 ... (18)

Con las expresiones (16) y (18) se forma el siguiente
sistema:
witwy =1
H201=%

1
w2 B1,1 =3

Como el sistema tiene cuatro incégnitas y solamente tres
ecuaciones, éste tiene un niimero infinito de soluciones,
una de ellas es:

1
ay = 83,1 =1

Sustituyendo en la expresién (12), se obtienen las férmu
las de recurrencia que definen al método de Runge-Kutta
de segundo orden:

yit1 = yi + 5 (kg + k2)
i=0,1, 2, ...

donde: ee (19)
ky = h £(xi, yi)

k, = h £(xi + h, yi + h £(xi, yi))

METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN

E1 método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene al
considerar n = 4 en las expresiones (10) y {11) quedando:
yit1 = yi + (k) + waky + waks + wyky)
i=0,1,2, ...
donde:
ky; = h £(xi, yi)

k, = h £(xi + arh, yi + 81,1 k1)
k3 = h £(xi + agh, yi + Bz,1 ky + B2,z k2)

ky = h £(xi + azh, yi + b3, 1 k) + B3,2 ka2 + B3,3 kj3)

S{ se realiza un andlisis similar al del método de Run-
ge-Kutta de segundo orden se obtiene:
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1 1 donde:
v, = -6' Q] = a; = E
. ky = h £(xg, yo) = 0.1(0.5 + 2(0.5)(1)) = 0.15000
Wy = 7 -
3 ag = 1 kz = b £(xg + 3 b, yo + 5 (0.15000))
1 - = 1. -
vi®3 P11 = B2,2 =75 B3,3 =1 0.1[(0.5 + %) 4 2(o.s+%)(1 +—°'12°°°):| = 0,17325
1 Ba,1 = B3,1 = B3.2 = 0
s —= 2,1 3,1 3,2
A ’ ’ ks = h £(xo + 7 b, yo + 3 (0.17325))
N 0.1 0.1 0.17325
sustituyendo: kg = 0.1 l_(o.s +58) +2(0s+8L) (1 *T)] = 0.17453

yitr = yi + § (ky + 2ky + 2k3 + ki) ky = h £(xout+ h, yo + 0.17453)

. ky = 0.1 {(0.5 + 0.1) + 2(0.5 + 0.1)(1 + 0.17453) | = 0.20094
i=20,1,2,...

donde:
sustituyendo en la expresidn (a):
ky = h £(xi, yi) <. (20) y P
k = b £(xi + 3h, yi + 5 k)
1 T yi=1 +-% (0.15000 + 2(0.17325) + 2(0.17453) + 0.20094)
kg = h f(xj +3h, yji +§k2)
y1 = 1.17442
ky = h £(xi + &, yi + k3)
Prosiguiendo en forma similar para i = 1, 2, 3, 4y
5 se obtiene el siguiente resultado:
Ejemplo VI.4
Resolver la ecuacifn diferencial del ejemplo VI.1, % v (x)
utilizando el m&todo de Runge~Kutta de cuarto orden. : —
0.5 1.00000
La ecuagidn diferencial es: 0.6 1.17642
y' = x + 2xy con condicidn inicial y(0.5) = 1 0.7 1.40688
0.8 1.71548
Congiderando i = 0 en la expresidm (20): 0.9 2.12602
1= yo + & (k1 + 2k + 2k3 + ky) oo (a) 1.0 | 2.67551




VI.3.5- METODO DE MILNE

Otro método de integracibn paso a paso, que tiene la ven
taja de proporcionar un orden de error menor, comparado
con los métodos vistos anteriormente, es el predictor-co
rrector de Milne. Este método se basa en la informacién
de cuatro puntos para calcular el siguiente, esto es:

y(x)%

-+ _————.—-x

1-——x
4= = ——=

>\

Xi-3 Xj-2 Xj-y Xi Xie

Figura VI.S8

para desarrollarlo se parte de una ecuacién diferencial
de primer orden de 1a forma:

y'(x) = f(x, y)

cuya solucibn se obtiene integrando:

/Y'(x) dx =/f(x, y) dx
y(x) =‘/f(x, y) dx oo (21)

Para integrar el segundo miembro de la expresién (21),
se representard primero a £(x, y) por medio de la serie
de Taylor en el entorno del punto x, considerando sola-
mente a la variable x:

£(x,y) = f(xo,yo)+(x-xo)f'(x°,yo) +

-xy)2 =
+ (xz’!‘ ) £"(xq,y0) + E‘_ﬁoﬁ £ (x0sy0) #..

sustituyendo en la expresién (21) e integrando entre
X-pn = Xgp - nh ¥ x5 = xg + nh, se obtiene:

Xn [xn
X *n

- 2 3
+ (x zx. £"(x9,¥0) +£L3x!9)— £ (x9,y0) +... )dx

y(x) (£(xg0,y0) + (x-x9) £'(x0,y0) +

Xn
y(x)

—x0)2
=xf (xa.yo)+552—"!°-L £'(x0,y0) +

-n

-x0)3
x:;.) £" (x0,70) +

y
+ (x—-:?)—f'" (xg9,y0) +..

: " |xo- ah

+

xg+ nh

Xn n3h3
y (x) |, = 2ohf (xq,y0) + =3 £"(x0,y0) +
! -n

SpS
+ nsg 1Y) (x0,50) +... ee. (22)

por la férmula de derivacién

Si se sustituye £"(x,, 0)
3 del capftulo V, se obtiene:

dada en la expresién (go
" 1 1 .. IV

f (xo,Yo)"Ff (f(x_l,y_l)-Zf(xo, yo) + £(x3,y;)) =12 P¥ £ (xg,y0) -...
y sustituyendo &sta en la expresién (22) se obtiene:

X n3h3
y(x) = 2ah £ (xq, yo) + 3

X.n

o (EG_1, 701) - 2£0x0, y0) + £(x1, 7)) -

H
n:g\ fIv(xo, o) oo

h2 _Iv
-1z £ (x0, y0) ----]+



simplificando:

Xn 2
yG) | = oORE Gagy yop) + 20(L - B ) hE (xo, yo) +
-n
1 n2 1 v
+§n3h £(x3, y1) +('gb-- ﬁ) 3w f( )(xo, yo) +... ces (23)

Como el método de Milne requiere de cinco puntos, {con
los cuatro primeros obtiene el siguiente), se sustituird
n = 2 en la expresién (23), con lo que la integral se cal
culard desde x., hasta x,.

y(x) 2 e8hf ) -2 h g x )+§hf(x )+
x_, 3 -1° Y- 3 0s YO 3 1, Y1

14 v
+Hh5f( )(xo, ¥0) +eee
ecuacibn que se puede expresar, centrando el pivote en
X9, COMO:

X2 4
x_zu 3h [30) £(x_y, ¥-5) + (2) £(x_;, y-1) + (-1) fixp, yo)+

y(x)
+ (2) f£(x1, yy) +(0) £(x,, yzzl + (0) hd

Considerando los cinco puntos mostrados en la figura
(V1.8), se obtiene:

Xit+1
Xi-3

y(x)

='% h [30) £(xi-3, yi-3) + (2) £(xj.,, yi-2) +

+ (-1) £(xi-1, yi~1) + (2) £(xi, yi) + (0) £(xi+1, Yi+li] + (0) B’

simplificando:

Yi+1 - ¥i-3 =§ h[Zf(xi-z, Vi-2) = £(xi-1, yi-1) + 2£(x4, yi):] +(0) b’

Por Gltimo, la ecuacién predictora del método de Milne
que proporciona un error del orden de hS es:

4
Yitl, = Vi-3 * 3 h [zf(xi-z, Yi-2) = £(xi-ys ¥i-y) + zf(xi:}'i):l 24

i=3, 4,5, ...

La correccién del valor yj4; que proporciona esta dl-
tima expresidn se obtiene integrando la ecuacidén diferen
cial de primer orden, entre xj.; Y xi4+

x4 Xi4)
] 1+)l"(x) dx = j * f(x, y) dx

Xi-1 Xi-1
Xi+l Xi+1

y(x) = I f(x,y) d=x
Xi-1 Xi-1

a través de la férmula de Simpson 1/3:

h
Yitl = Vi-1 3 [f<xi-1. yi-1) + 4f(xi, yi) + £(xj4,, Yi+1):| + (0)n"

por 1o que la ecuacidn correctora queda:

h
Yitlg = ¥imy + 3 [E(®i-1s ¥ie)) + 4E(xi, yi) + £(xi41, Yi+1p):| (25)

i=3,4,5,..

La desventaja que presenta este método es que requiere
de los primeros cuatro puntos de la solucidn para poder



utilizarse, esta limitacién puede superarse fidcilmente
utilizando alguno de los métodos vistos anteriormente,
en particular la serie de Taylor puede ser usada para ob
tener l1a solucidn de los primeros puntos, sobre todo si
el valor de h con el que se trabaje es pequefio, ya que
asi los puntos estardn cercanos al entorno de x4 Yy por
lo tanto el error que se cometa serd pequefio,

Ejemplo VI.5

Resolver la ecuacidn diferencial del ejemplo VI.1,
utilizando el mé@todo de Milne.

La ecuacidn diferemcial es:

y'(x) = x + 2xy con condicifn imicial y(0.5) =1

Tomando la condicidn inicial y los primeros tres punm
tos obtenidos utilizando la serie de Taylor en el ejem
plo VI.3:

x y(x)

0.5 1.00000
0.6 1.17425
0.7 1.40400
0.8 1.69975
0.9
1.0

utilizando el método de Milne para calcular la orde-
nada en x = 0.9 ge obtiene de la expresidm (24) para
i= 3:

4
Yup = Y0 +3 h [Zf(xl. v1) - £(x2, y2) + 2£(x3, 73)]
donde:

yo = 1.00000

h = 0.1

95

£(x1, y1) = x1+2x1y1 = 0.6 + 2(0.6) (1.17425) = 2,00910
f(x2, y2) = xp#2x2y2 = 0.7 + 2(0.7)(1.40400) = 2.66560
f(x3, y3) = x3t2x3y3 = 0.8 + 2(0.8)(1.69975) = 3.51960

sustituyendo:

Tup = 1 +3 0.1 [z (2.00910) - 2.66560 + 2(3.51960)]

Yup = 2.11891

y la correccidn de este valor se hace utilizando 1la
expresidn (25) para i = 3:

Yu, = V2 +% ]:f(xz. y2) + 4£(x3, y3) + f£(xy, yn.p):l

donde:

y2 = 1.40400

h = 0.1

f(x2, y2) = 2.66560

f(x3, y3) = 3.51960

f(xy, yup) = 0,9 + 2(0.9)(2.11891) = 4.71404
sustituyendo:

yug = 1.40400 + °—;l [z.sssso + 4 (3.51960) + 4.7140{]

Yu, = 2.11927

Procediendo en forma similar se obtiene el valor de
la ordenada para x = 1,0, quedando finalmente la so-~
lucidn como:



" 7 (x) VI.4 SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFEREN
CIALES ) -

0.5 1.00000
0.6 1.17425
0.7 1.40400

.8 1.69975 La solucibn de sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden, es de gran utilidad, debido a que cualquier
0.9 2.11927 ecuacibn diferencial de orden superior se puede transfor
1.0 2.65723 mar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden, cuya solucifn numérica se puede obtener utilizan-
do cualesquiera de los métodos de integracifn paso a pa-
so estudiados en el inciso vI.3.

En la siguiente tabla se presentan los resultados obte-
nidos por los métodos estudiados anteriormente, con el
fin de comparar los valores proporcionados por cada uno

go?sideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferen
ciales:

de ellos. y' = f(x, y, 2)
z' = g(x, y, 2)
METODO METODO METODO METODO METODO . s s .
DE DE BE DE DE SOLUCION en donde los’' valores iniciales de y y de z son:
EULER BULER-GAUSS TAYLOR  RUNGE-KUTTA  MILNE EXACTA
(4%orden)
x  y(x) y(x) y(x) y(x) y (x) y(x) y(xg) = yo H z(xg) = zp
0.5 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
0.6 1.15000  1.17400 1.17425  1.17442 1.17425  1.17442 Utilizando el método de Milne se pueden determinar los
0.7 1.34800  1.40568 1.40400  1.40688 1.40400  1.40687 valgr_'es detyu, y8: Ty -.s ¥m Y 24, 25, 26, -+, Zg Te€S
0.8 1.60672 1.71288  1.69975  1.71548 1.69975 1.71547| Pectivamente, siendo las ecuaciones predictoras:
0.9 1.94380  2.12094 2.07200  2.12602 2,11927  2.12601
1.0 2.38368 2.66610 2.53125 2.67551 2.65723 2.67550

4
yi+1p = yj-3 + 3 h [Zfi_z - f52 + ij]

Cabe hacer notar que a?n cuan?o el método]deéMiLnedtnﬁ} .
ne un error menor que el de Euler-Gauss, el método de Mil . o ziia+ 2 [ s e os ; ]
ne proporciona valores menos exactos debido al error inhe i+, = 2i-3 ¥ 3 h |2gi- - gi-1 + 284 ... (26)
rente provocado sobre todo por el valor de y asociado a
x = 0.8 proporcionado por Taylor que cuenta con un error i=3,4,5, ...
grande.




y las ecuaciones correctoras: X9 = 0

. y(xg) = yo z(xg) = zg
Yi+l. Z Vi3 + 7 [%-_ + 4f; + £5 J
i+, i-1 T3 |k i i+ y(0) =1 2(0) = 1  (condiciones iniciales)
h | . . .
zi+1c 2 Zi. + 3 l}l—l + 481 + gl+l] Y (27) y' (x 0) a 4x° - Yo + 1 z'(xO) = Zzo - yo
] - + = ' = 2 -
fes 4 v'€0) = 4(0) -1 +1=0 z'(0) =2(1)-1=1

y"(x0) = 4 - yo 2"(x0) = 220 - ¥o
y'(0) =4~ 0= 4 2"(0) = 2(1) -0 =2
Ejemplo VI.6 . ¥ (xg) = - y'(; 2" (xqg) = 2z'6 _ Y'(;
Resolver el gsiguiente sistema de ecuaciones diferen " = -4 " (0) = 2(2) - 4 =0
ciales de primer orden, utilizando el m&todo de Mil- yr =" (0) 2
ne, para las condiciones iniciales: y(0) = 1;
z(0) = 1, en el intervalo 0 < x < 1, considerando
h=0.2. sustituyendo en (a) y (b) respectivamente; conside-
rando los primeros cuatro términos de la serie de
y' =4x -y + 1 Taylor:
z' = 2z - y
(x - 0)2 (x - 023
- + -
Primero se obtendrdn los valores de y), Y2, Y3 ¥ 21, ¥ (x) 1L+ (x 0)(0) + 21 (4) 3. (-4)
z22, z3 respectivamente, utilizando la serie de Tay-
lor en el entorno de cada una de las condiciones ini - 2 - 3
ciales, esto es: z(x) = 1 + (x - 0)(1) + LE—ETQL— (2) + £5—3721— (0)

—x)2 -
y(x) =y(xp) + (x~-x0) y'(x¢) + (x—z’;'-L y" (xp) +-(%'-L3 y" (xg) +... (a)

simplificando:

y(x) = 1 + 2x2 - % x3

- 2 - 3
20x) = 2(x0) + (x- x0) 2" (xg) + LEFFO 20 (xg) + ZZD o (xpy 4. v)

z(x) = 1 + x + x2

considerando los primeros cuatro t&rminos de la se~
rie de Taylor, los valores de xg, y(xp), y'(xp),
y"(x0), ¥" (x0), 2(x0), 2'(xg), z"(x9) y z"'(xg) se
rén:

tabulando las soluciones para los primeros cuatro
puntos:



x v (%) x z(x)
0.0 1.000 0.0 1.000
0.2 1.075 0.2 1.240
0.4 1.277 0.4 1.560
0.6 1.576 0.6 1.960

Utilizando el método de Milne, las ecuaciones predic
toras para calcular el siguiente punto estdn dadas por
las expresiones (26) para i = 3:

4
y;,P = yo + 3 h [2f1 - f2 + 2f3]
z ® zp + 4 h |2g; - g2 + 2
llp 0 3 1 2 83
donde:
h = 0.2

yo = 1.000 zp = 1.000
f1 =4x -y +1 81 = 2z) - y)
f1 = 4(0.2) - 1.075 + 1 = 0.725 g1 = 2(1.240) -~ 1.075 = 1.405
f2 2 4xy -y + 1 82 % 2z -y,
f2 = 40.4) - 1.277 + 1 = 1,323 g, = 2(1.560) - 1.277 = 1.843

f3 = 4x3 -y3+1 83 = 2z3 - y3
f3 = 4(0.6) - 1.576 + 1 = 1,824 g3 = 2(1.960) - 1.576 = 2.344

sustituyendo valores:

Yug = 1 +~§ (0.2) [%(0.725) - 1.323 + 2(1.8242] = 2.007

sz =1 +-§ (0.2) [%(1.405) - 1.843 + 2(2.344%] = 2.508

y las ecuaciones correctoras, estdn dadas por las ex

presiones (27), para i = 3:

Yy, = y2 +

wl|o

c

w|s

2qc= 22+

donde:

h=0.2
y2 = 1.277 z2
£, = 1,323 82
f3 = 1.824 83
fl."‘*x-yup"'l 84

£y = 4(0.8) - 2,007 + 1 = 2,193 84

sustituyendo valores se obtiene:

yu, = 1.277 + &2

0.2

z.,c = 1.560 + 3

Procediendo en forma similar, s
res de ys_, 25 _, ¥5. ¥ 25 por
final es:? P ¢ ¢

[f2+4f3+fJ
[82**"83‘*8&

= 1.560

= 1.843
= 2,344

= 2 -
z“p Yy

2(2.508) - 2.007 = 3.009

3 [1.323 + 4(1.824) + 2.19{| =1.,998

[1.843 + 4(2.344) + 3.009:' =2.509

e obtienen los valo-
lo tanto, la solucién



x  y(x) y(x)p y(x) x  z(x) z(fzE z(x)
0.0 1.000 0.0 1.000
0.2 1.075 0.2 1.240
0.4 1.277 0.4 1.560
0.6 1.576 0.6 1.960
0.8 2,007 1,998 0.8 2.508 2,509
1.0 2.469 2.454 1.0 3.209 3.183

Ejemplo VI.?7

Dada la siguiente ecuacidn diferencial de segundo
orden:

2
4%y _ 4 dy =
x2 3 ax t 0

obtener su solucidn en el intervalo 0 < x < 0.3 para
las condiciones iniciales y(0) = 0; y'(0) = 1.

Esta ecuacidn diferencial se puede transformar en
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer or-
den, haciendo el siguiente cambio de variable:

we 3 ev (a)
entonces:

du

K-3u+x=0 .. (b)

Las expresiones (a) y (b) pueden expresarse como un
sistema:

y' = u

u' = 3u - x

el cual puede ser resuelto por algiin método de inte-
gracidn paso paso. Si se selecciona el método de

Euler-Gauss para resolver el sistema, las ecuaciones
predictoras seran:

Vit1, = yi + h uj
“i+lp = uj + h(3uj.- xj)
i=0,1, 2, ...

Considerando h = 0.1 y simplificando las ecuaciones
anteriores, se obtiene:

Yi#lp, = yi + 0.1 uj

vee ()
u1+1p = uj + 0,1 (3u; - xj) = 1,3u; - O.Ixil
i=0,1, 2, ...
las ecuaciones correctoras serin:

it1, = yi + 5 Eli + “i+1;|

Uity = ui + % [}ui - xj + 3“i+1p - xi+{]
sustituyendo h = 0.1 y simplificando:

Vi1, = yi + 0.05(ui + ui+y)

Ui+, ®© 1,15uj ~ 0.05(x4{ - 3ui+1p + x341)1 o0 (D

i=90,1, 2, ...

utilizando las ecuaciones predictoras dadas en (c)
para i = 0, se obtiene:

= + 0.1
Y1, = vo uo

“lp = 1,3ug - 0.1 %9

de las condiciones iniciales del problema, se tiene:
x0=0 ; yo=0 ; u=y"'(0)=1

por lo que:
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Y1, =0+ 0.1((1) = 0.1
Uy, ® 1.3(1)~- 0.1(0)= 1.3
utilizando las ecuaciones dadas en la expresidn (d)
para i = 0, los valores corregidos serdn:
Y1, = Yo + 0.5 (ug + up)
uy, = l.15ug - 0.05 (xg - 3u1p + x7)
Vi, ® 0+ 0,05 (1 + 1.3) = 0.115
up, = 1.15(1) - 0.05(¢0- 3(1.3)+ 0.1) = 1.340

Prosiguiendo en forma similar para i = 1y 2 en
las ecuaciones predictoras y en las ecuaciones co-
rrectoras, se obtiene:

x Y(x)p y(x) u(x)p u(x)

0.0 0 0 1 1

0.1 0.100 0.115 1.300 1.340
0.2 0.249 0.269 1.735 1.786
0.3 0.448 0.473 2.302 2.374

siendo solucidn de la ecuacidn diferencial de segun-
do orden los valores corregidos y(x).

VI.5 PROBLEMA DE VALORES EN LA FRONTERA

En el inciso VI.3 se desarrollaron métodos numéricos pa
ra resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, los
cuales debfan satisfacer una condicién inicial al princi
pio de la integracién. Consideremos ahora ecuaciones di
ferenciales de orden superior a uno, en las que se esta-
blezcan dos condiciones en los extremos del intervalo de
integracibn.

y(x)4

x VY

Figura 9

A este tipo de problemas se les conoce como probfemas
de valonres en La frontera.

Su solucibn numérica es mds diffcil que la de los pro-
blemas con condiciones infciales, ya que ésta debe satis
facer ambas condiciones, esto es: -

y(x)4

M= . ———— —

Figura VI.10



Existen en general, dos tipos de métodos para resolver
estos problemas, los 1lamados métodos rdpidos o de tan-
teos y el método de diferencias finitas.

E1 método de diferencias §initas, sirve para resolver
ecuaciones diferenciales de cualquier orden con condicio
nes iniciales o condiciones de frontera, consiste en: di
vidir el intervalo de soluciébn en n subintervalos 1la-
mando p{votes a cada uno de los puntos que definen cada
subintervalo. Una vez efectuado 1o anterior se sustitui
rdn las derivadas de la ecuaci6n diferencial por férmu-
las de derivacidn numérica, todas ellas con el mismo or-
den de error.

La ecuacién en diferencias finitas que resulta, se pue-
de aplicar en forma recursiva para cada uno de los pun —
tos pivotes que forman el intervalo de solucibn, resol —
viéndose en términos de la solucién previamente obtenida
con el mismo procedimienito en los puntos pivotes anterio
res.

Ejemplo VI.8

Resolver la siguiente ecuacidn diferencial de segun
do orden:

y" - 2y' +5=0

con condiciones en la frontera y(0) = 0; y(l) = 2
utilizando el m&todo de diferencias finitas y consi-
derando h = 0.2,

Dividiendo el intervalo de solucidn en cinco subin-
tervalos de magnitud h = 0.2, se obtiene:
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y(x)4
24 X

0.6

—
xV

Figura VI.11

Sustituyendo y" y y' por las siguientes férmulas de
derivacidén numé@rica:

y =h—1.z{1-51}

congiderando el pivote en el punto y;i ¥y sustituyen
do en la ecuacidn diferencial, se obtiene:

1 . . 1
T0.2)2 [yl—1 - 2y; + h+1:l -(2) 7(0.2) [—yi-x + Yi+1:| +5=0
gimplificando:

25yi-1 = 50yj + 25yj4) + 5yi-1 - Syiy1 + 5= 0

30yj-1 ~ S0y; + 20yi+; + 5 = 0 ce. (a)
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despejando yj+; de la expresidn (a), se obtiene la Con esta suposicifn se puede calcular el valor de y2
siguiente ecuacidn de recurrencia: en la expresifn (c):
yi+1 = - 1.5y4-1 + 2.5y4 - 0.25 eee (B) Y2 = = 1.5(0) + 2.5(0.400) - 0,25 = 0,750

i=1, 2, 3, ... sq s P
: 2 Sy T utilizando la expresidn (b) para i = 2, 3 y 4 se ob-

considerando i = 1 en la expresidn anterior, se ob tiene:

tiene:
i=2; y3=-1.5y; + 2.5y, - 0.25

y2 = - 1.5 yg + 2.5y; - 0.25 eoe (c)

¥3 = - 1.5(0.400) + 2.5(0.750) - 0.25 = 1.025

donde yg = 0, y; no se conoce pero suponiendo que la

solucidén de la ecuacidn diferencial es una lfnea rec-
ta que pasa por los puntos establecidos en las condi-

i=3; yy=- 1.5y, + 2.5y3 - 0.25

ciones de frontera, esto es: yu = = 1.5(0.750) + 2.5(1.025) - 0.25 = 1,188
y(x)A i=4; ys=-1.53+ 2.5y, - 0.25
2 _X ys = = 1.5(1.025) + 2.5(1.188) - 0.25 = 1,183
e
~
~ Comparando el Gltimo valor obtenido (ys) con la con
~ dicidn final de frontera y(l) = 2, se observa lo si-
-~ guiente:
_
e
7~
P y(x)4
7~
~
~
-~
-~ 2 X
T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 10 x
Figura VI.12 Y Ys
y! o — * - _x
= Y, _—
//
entonces el valor de y; seréd: ,ﬁf’
- -~
y1 = 0.400 Yo R
ya que la ecuacidn de la recta que se supone como 80 02 0.4 06 o8 Co ';

lucidn es:

y = 2x Figura VI.13



es decir, que la condicidn final de frontera no se
satisface. Para corregir el error se supondrd:

y1 = 0.500

Utilizando nuevamente la exprexidnm (b) para i=1, 2,
3y 4 se obtiene:

i=13; 1yy=-1.,5() + 2,5(0,500) - 0.25 = 1.000

i=2; ys=- 1.5(0.500) + 2.5(1.000) - 0.25 = 1.500
i=3; y,=- 1.5(1.000) + 2.5(1.500) - 0.25 = 2.000
i=4; yg=- 1.5(1.500) + 2.5(2.000) - 0,25 = 2,500

en este caso el valor es mayor que la condicidn de fron
tera, esto es:

y(x)A

2.5 P

=< ¥

] g T J U
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura VI.14

Se ha visto que la suposicifn y; = 0,400 hace que
no se verifique la condicifn de frontera ys = 1.000,
asimismo aumentando el valor de y;(y; = 0.500), se
observa que tampoco se verifica la condicidn de fron
tera y5 = 1,000, Con la informacidn de estas dos su
posiciones, se puede obtener la siguiente tabla.

ys | n

1.183 ] 0.400
2,500 1 0.500

interpolando linealmente para ys = 2,000, se obtiene
que yj vale:

2.000 - 2.500

. 2.000 - 1.183
Y1 ° 1,183 - 2.500

(0.400) + T 55— 183

(0.500) = 0.462

Utilizando nuevamente la expresidn (b) para i = 1,
2, 3y 4 ge obtiene:

i=13; yys=-1.5(0) + 2.5(0.462) - 0.25 = 0.905

i=23; y3=-1.5(0.462) + 2.5(0.905) -~ 0.25 = 1.320
i=33; yy=-1.5(0.905) + 2.5(1.320) - 0.25 = 1.692
i=4; ys=-1.5(1.320) + 2.5(1.693) - 0.25 = 2.002

por lo que una aproximacidn a la solucidn de la ecua
cidn diferencial con condiciones en la frontera es:

x y(x)

0.0 0.000
0.2 0.462
0.4 0.905
0.6 1.320
0.8 1.692
1.0 2.002

E1 error que se comete al utilizar este método depende
del orden de error de las férmulas de derivacidn que se
utilicen.

Para una ecuacién diferencial de cualquier orden pero
lineal, el procedimiento visto anteriormente se puede mo
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dificar obteniéndose un sistema de ecuaciones algebrai - 6yz - 10y3 + 4y, = -1

cas simultdneas en lugar de suponer valores de las orde-
nadas. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento a 6ys - 10y, = - 9
seguir.
resolviéndolo por el método de Gauss-Seidel se obtie
ne que:
Ejemplo VI.9 y1 = 0.462
Para resolver la ecuacidn diferencial con condicio- y2 = 0.905
nes de frontera del ejemplo anterior, la expresidn
(a), se puede escribir como un sistema de cuatro ecua y3 = 1,320
ciones algebraicas lineales siendo la primera de
ellas la que se obtiene para i =1 1la segunda se yy = 1,692
obtiene para i = 2, etc., el sistema que resulta es:
i=1; 30yp - 50yy + 20y, + 5 =10 Siendo la solucién que proporciona este m&todo idén
) tica a la que se obtuvo utilizando el procedimiento
i=2; 30y; - 50y + 20y3 + 5= 0 del ejemplo anterior.
ceo (a)
i=3; 30y2 - S0y3 + 20y, + 5 =0
x y(x)
i=4; 30y3 - 50yy + 20y5 + 5 =0
0.0 0.000
donde yp =0 y ys = 2 por las condiciones de fron 0.2 0.462
tera del problema. Dividiendo el sistema entre 5, . . .
despejando el vector de términos independientes y sus 0.4 0.905
tituyendo ypo y ys se obtiene: 0.6 1.320
- 10y + 4y2 = -1 0.8 1.692
6y1 - 10y, + 4y3 - -1 1.0 2,000
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CAPITULO VII SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES

INTRODUCCION

En este capftulo se estudiard 1a soluci6n numérica de
gcuaciones en derivadas parciales de segundo orden de la
orma:

82u 32u 92y -
a—axz + b axy'*CW £ e (1)

en donde, generalmente, los coeficientes a, b y ¢ son fun

ciones de (x, y) y £ es funcién de x, y, u, g% y g%.

Este tipo de ecuaciones se presenta en problemas de in-
genferfa que se relacionan con transferencia de calor,
vibraciones, elasticidad y otros.

De acuerdo con los valores de los coeficientes a, b, ¥y
c, la ecuacidn en derivadas parciales (1) se clasifica
en:

Eliptica
Parabdlica

Hiperb6lica

En este capftulo se presentard la solucibén de cada uno
de estos tipos, asfT como algunas de sus aplicaciones.
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VII.1 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES ELIPTICAS

En las ecuaciones en derivadas parciales de tipo elipti
co se cumple que: -

b2 - 4ac < O

sfendo a, b y ¢ los coeficientes de la ecuacién (1).
Dos casos de estas ecuaciones son:
a) La ecuacién de Laplace:
a2 a2
352 u(x, y) + Fr1d u(x, y) = 0

b) La ecuacién de Poisson:

02 az
3%z ulx, y) + 3y u(x, y) = £(x, y)

En forma similar a como se obtuvieron férmulas de deri-
vacion en e¢i capftulo V, se pueden obtener expresiones
que proporcionen un valor aproximado de una derivada par

A _ I
cial en un punto i,j dado. Asf por ejemplo la 7%9y 1.3

se puede sustituir por la expresién que resulta de multi
plicar la expresién (26), obteniéndose: -

92 =_0_(.i) el 49 o ;.8
axay ax \dy i,j 2h dy = 9dy = 9y
(1 1 1
N I B L L
m,l vklglok] 2] Zh[_g”
-1 0 1
L el lo—cocpoc-col--3 eee (2
oxdy |i,j "wnz | ° 2 0f--1 @
1 0 -1
]
1
]

donde i representa el i-ésimo renglién y j la j-ésima co-
lumna de la expresién (2) y estdn donde se encuentra el
pivote.

32
Ixdy

Entonces, si se aplica el operador a una fup

cién u(x, y) se obtiene:

i,j

2
afay u(x, y) =-ﬁ11—2 [—u(xi-l, ¥j-1) + ulxi-1, yj+1) +ulxi+1, yj-1) -

- u(xit+), Yj+1f)]

La solucién de la ecuacién de Laplace o la ecuacién de
Poisson es una funcién u(x ,y), tal que la verifique idén
ticamente. Un método para obtener la solucidn de este t1
po de ecuaciones es el método de diferencias finitas, que
consiste en sustituir las derivadas de la ecuacifn dife-
rencial por f6érmulas de derivacidn,

Para la ecuacién de Laplace se puede decir que:

3

1

a2 32 1 1
A drear(t o2 1]

sumando rengldén con renglén y columna con columna:
(-1 (G) G+1)

0 1 0 (i-1)
2 2
7{‘_{;,_3%.2.:12— 1 =4 1 (i) cee (3)
0 1 0 (i+1)

Aplicando la férmula de derivacidn anterior a una funcidn
u(x , y) se tiene:

2 2
;%;z' u(x,y) +%z u(x,y) = -1;15 Ex(xi. vj-1) +ulxi, yj+1) - bulxi, yj) +

+ u(xi-1, vj) + u(xi+1»3j)]



Para ilustrar la aplicacién del método, considérese el
siguiente problema de valores en la frontera.

S1 la funcidn u(x, y) representa las temperaturas que
se tienen en diferentes puntos de una placa, de la cual
son conocidas las temperaturas en la frontera de la mis-
ma; entonces esta funcién debe satisfacer a la ecuacidn
de Laplace, asf como las condiciones de frontera en toda
la periferia de la placa, cuando &sta se encuentre en
equilibrio térmico.

Para conocer las temperaturas internas de la placa se
sobrepondrd a ésta, una maffa de l1a siguiente forma:

1o cual significa que:

#{E‘(x2971) + u(KZ:YS) - 4“(32’YZ) + u(xl,Y2) + 0(33’72)]"0

Aplicando la expresién (3) a cada uno de los puntos in-
ternos restantes se obtiene: :

]
o

i [otxzya) + wtrauy) = buGoa,zs) + wxr,s) + uxays)]

u(xy,yy)  ulx;,yz) u(x;,y3) u(xy,yy) u(x;,ys)
u(xp3¥1) ulxz,y2) | ulxz,y3) | ulxz,ys) u(xz,ys)
u(x3,71) u(x3,y2) u(x3,y3) u(x3,yy) u(x3,ys)
u(xy,y1)  ulxy,y2)  ulxy,y3)  ulxy,yy) u(xy,ys)

donde “(x19YI)t u(xy,y2), u(xl973)’ u(’l-}'u)» 0(*1,75)r

u(x2,ys5), u(x3,ys), ulxy,ys), ulxy,ys), uvlxy,y3), ulxy,y2),

?(x¥.y1), u(x3,y1), ¥ son las temperaturas en
a

u(xs,y1)

rontera de la placa las cuales se conocen.
desea determinar son los valores de u(xjy,y,), u(xs,y3),
Y u(x3,yy) los cuales re—

u(xz,yy), u(x3,y2), u(xs,y3)
presentan las temperaturas internas de la placa.

Lo que se

Para 1o

grarlo se aplicard la expresi6n (3) a cada uno de los pun

tos internos. Considerando wu(x,,y,) como pivote, se ob
tiene:
0 1 0
u(xz,52) u(xz,y3) u(x2,y4)
L =4
J u(x3,y2) u(x3,y3) u(x3,yy)
0 0

5% :l(xz,ya) + u(xz,ys) = 4ulxz,yy) + ulxy,yy) + u(xe,,yu)T =
3%5 u(x3,y1) + u(x3,y3) - 4ulxs,y2) + ulxz,y2) + ulxy,y2)| =
iﬁz u(x3,y2) + ulx3,yu) = 4ulx3,y3) + ulxz,y3) + u(xy,y3)| =

u(x3,y3) + ulx3,ys) - 4ulxs,yy) + ulxz,yy) + u(xy,yy)

u(xy,y;) = 50 ulxy,ys) = 70

u(xy,y2) = 5 u(xy,yy) = 80
u(xy,y3) = 5 u(xy,y3) = 90
u(x1,y4) = 10 u(xy,y2) = 80

u(xj3,ys) = 30 u(xy,y1) = 70

u(xz2,ys) = 40 u(x3,y1) = 30

u(x3,ys) = 40 u(xz,y1) = 30

suponiendo que las temperaturas en la frontera de la pla
ca son:
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y eliminando h2, debido a que las ecuaciones estdn igua- a - a2
ladas a cero, se obtiene el siguiente sistema de ecuacio . 3¢ Ut x) = k o7 u(t, x) vee (8

nes algebraicas lineales:
cuando el flujo de calor es en la direccién x, siendo t

30 + u(xy,y3) - 4u(xy,yp) + 5 + u(x3,y3) = 0 el tiempo y k una constante que depende de la conductivi
dad térmica, densidad y calor especffico del material.
u(xy,y2) + u(xy,yy) - 4u(xy,y3) + 5 + u(xi,y3) = 0
Aplicando el método de diferencias finitas, las férmu-
u(xy,y3) + 40 - 4u(xy,ys) + 10+ u(x3,yy) = 0 las de derivacidn numérica que se utilizan son:
30 + u(x3,y3) - 4u(x3,y2) + u(xz,y2)+ 80=0 j% u(t ’x)li i e Z%l(ti+1 ’xj) - u(:i 'xj)
u(x3,y2) + u(x3,yy) - 4u(x3,y3) + u(xz,y3)+ 90=0
“(*S,Y3) + 40 - 6“(13.yu) + u(xz,yn,)-i- 80= 0

2 1
-g;z- u(t, x)Ii - i2-{u(t:i, xj-1) - 2u(ti, xj) + u(ti, xj41)}
Resolviendo el sistema por el método de Gauss-Seidel, con
ayuda de una computadora digital, se obtiene que las tem- en donde el andlisis de la temperatura se hard en el pun

perdturas internas de la placa son: to j en el instante i, desedndose averfguar el valor
u(xg,y2) = 22.185 u(x3,yz) = 46.481 de la temperatura en ese punto en el instante i + 1.
» . » *

Sustituyendo las férmulas de derivaci6n numérica en la

u(x2,y3) = 27.636 u(x3,y3) = 53.739 ecuacién diferencial (4), se obtiene:

u(xy,ys) = 29.619 u(x3,yy) = 50,839

uleie %) - ulti, xj) _ s Ex(ci, xj-1) - 2u(ti, x3) + u(ty, xj-n)]

despejando el punto de interés:

VII.2 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES PARABOLICAS LAt
u(ti+1, xj) = u(ti, xj) + =7 u(ti.xj-l)-2u(ci,xj)+u(ti.xj+1):| (5)

Las ecuaciones en derivadas parciales de tipo parab6li- E1 andlisis de estabilidad de la solucibn que proporcio
co se presentan en problemas de propagacifn. La relacién na la expresidn anterior, va mds all1d del alcance de es-
que cumplen los coeficientes a, b y ¢ de la ecuacifn (1) tas notas, por 1o que nos limitaremos a decir que la so-
es: lucibn serd estable si:

2 . o
b 4ac 0 "l‘:"io.s

Para el andlisis de este tipo de ecuaciones, se utiliza Considérese por ejemplo una barra delgada que tiene una

ré el problema clésico de transmisién de calor en una so temperatura fnicial de 80°C, la cual esti aislada en tres

la direccidn; este problema se representa por la ecuacién: de sus lados, como se muestra en la siguiente figura:



AISLAMIENTO

T 177177474797/ 174 7// 41/ 47/ 447114/ 474

BARRA DELGADA
Y/ /272 2/ Y i/

EXTREMO]
LIBRE

44

Figura VII.1

E1 extremo 1ibre se encuentra en contacto con el medio
ambiente que tiene una temperatura de 20°c., Dividiendo
la barra en nueve tramos de la misma longitud y conside
rando que la gu(t , x)/at debe ser {igual a cero en el ex
tremo aislado de la barra, se tiene:

AISLAMIENTO

N S S A g e
LIBREL v \

u(t,0)=20

A3

du

//
/ 7/ ///////////////////////I/
P72 37774 5 (5 7 8 t 10

u(0,x):80 T
o

Figura VII.2

el hecho de que £ = 0 implica que la siguiente ecuacibn

ax
en diferencias:

z—lh- {u(ti, xyp0) - u(ti, xa)} =0

es vdlida para cualquier instante i, simplificando:

u(ti, x39) = ulti, xg) ees (6)

La expresibn (6) proporciona la temperatura en el punto
9 y debe calcularse para todos los instantes hasta que se
estabilice la temperatura de la barra en 20°c, para deter
minarla se utiliza la expresién (5) que se refiere al pun
to 10 al aplicarla en el punto 9.

Como una simplificacifn, sup8ngase que l1a constante k
es 1gual a la unidad, de donde At = 0.5 para que el tér
mino kAt/h2 = 1(0.5)/(1)2 = 0.5 garantice una solucién
estable.

Sustituyendo este valor en (5) se obtiene:
u(ti+), xj) = u(ti, xj) + O-SE(ti,xj_l) - 2u(tj,x;) + u(ti,xj.“)]
simplificando:

u(ti.q.;.xj) = 0.5|u(ty, xj-l) + u(ty, xj+1')] ees (1)

esta expresidn indica que la temperatura en la posicién j
de la barra en él tiempo i + 1, es funcién de las tempe-~
raturas en el tiempo i en las posiciones j -1y j + L

Aplicando la expresidén (5) a cada uno de los puntos en
que se dividié l1a barra, se obtiene para el instante i=0:

u(ty, x3) = 20

u(ty, x3) = O.SEx(t:o, x)) + u(tyg, xg)] = 0.5(80+80) = 80
u(ty, x3) = 0.5|u(ty, x3) + u(tp, qu)] = 80
u(t;, xg) = O.SEl(to,xg)-l-u(to, xlo)] = O.SEl(to, xg) + u(ty, xa)] = 80

para el instante i = 1, resulta:
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u(ty, x3) = 20

u(tz, x32) °°5El(tl: x1) +u(t), X3)] = 0.5(20+80) = 50
u(ty, x3) = 0-5El(t1, x2) + u(ty, xc,):l = 0.5(80+80) = 80

u(ta, xy) = O.SEx(tl, x3) + u(ty, xsﬂ = 80

u(ta, xg) = O.SE(tl,xg)+ u(t;,xlozl= O-SEl(tl. xg) + u(ty, xg):l 80

Este procesd se deberd continuar para i = 2, 3, 4, ..o,
hasta gue la temperatura de la barra sea de 20°C en to —

dos los puntos.

VII.3 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES HIPERBOLICAS

En este tipo de ecuaciones, la relacifn que guardan les
coeficientes a, b, y ¢ de la ecuacién (1) es la siguien-
te:

b2 - 4ac > 0

La solucién de una ecuacidn de este tipo tiene las mis-
Egﬁicaracterfsticas que la de una ecuacifn de tipo para-
co.

Un ejemplo clésico de una ecuacibn en derivadas parcia-
les de tipo hiperb6lico es el siguiente:

2 2
Ay v, =Ly, ... ()
esta ecuacién representa el movimiento de una cuerda vi-
brando, en donde la funcién y(t,x) proporciona la dis
tancia perpendfcular a la cuerda en el instante t en
la posicibn x, esto es:

Cuerdo

3 |

Figura VII.3

Como ejemplo ilustrativo, considérese una cuerda fija
en sus extremos, de longitud unitaria, la cual se tensa
0.2 unidades en un punto situado a 0.3 unidades de su
longitud. La siguiente figura muestra la cuerda dividi
da en 10 tramos de magnitud 0.1 cada uno. -

Y

0.3 9

T T T T 1 T T T N
0Ol 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 k

x 1

Figura VII.4



Las condiciones iniciales del problema, para tg = 0, son
ficiles de obtener a partir de la figura VII.4.

Zx 0<x<0.3
y(0,x) =
% (1-x) 0.3 <x < 1.0
ademds:
2y, x) =0 (9)
a:y s X t=0 e o

debido a que la cuerda antes de soltarse parte del repo-
so con una velocidad nula en el instante t, = 0.

Los desplazamientos en los extremos de la cuerda son nu
los, debido a que estd fija, por lo tanto:

y(t,0) = 0 H y(t , 1) =0

utilizando el método de diferencias finitas, las férmulas
de derivacién que se sustituirdn en la ecuacién (8) son:

2
3";-”(: ) P ;ir Er(ci, xj-1) ~2y(ti, x3) + y(ti, xj+1):| (10)
y:

2
3"75 y(t, x)|,1 i A_‘l..?]:?(ti-l» xj) ~ 2y(ti, 2§) + y(tis1, xj):l (11)

siendo el valor de y(tj, xj) el desplazamiento de la cuer
da en el instante i en el punto j.

Cabe hacer la aclaracién que ain cuando y(t , x) es una
funcidén continua, cuando se trabaja con el método de di-
ferencias finitas, esta funcidn se considera discreta,
obteniéndose el valor de la funcién s8lo en los puntos
de divisidn j. En la figura VII.4 se observa que xo = 0,

xy = 0.1, x5 = 0.2, ..., x109 = 1.0; en general se puede
expresar como:

Py

xj = 7= para

1 j=0,1, 2, 3, ..., 10

Por otra parte ti representa el tiempo en el instante
i.

Sustituyendo las férmulas de derivacién (10) y (11) en
la ecuacibn (8):

\ .
%z [y(ti. xj-1) - 2y(ti, x5) + y(ti, x5+1)] = (Al_t)—Z I}(ti"" x5) -

2y(ti, x5) + y(ti+y, x3) ]

despejando y(ti+), xj) que proporciona el desplazamien
to de la cuerda en el punto j en el instante i + 1,
se obtiene:

y(ti+1, x§) = 2y(ti, x3) - y(ti-1, x§) + czl}(ti. xj-1) - 2y(ti, xj) +
+y<ti.xj+x):| <. (12)

donde:

c2 = kzthtzz

La estabilidad de la solucibn estard garantizada, si el
valor del cuadrado de la constante k es cercano a la uni
dad, pero sin exceder este valor.

Para simplificar los célculos consideremos k = 1, en-
tonces si At = 0.1 y h = 0.1 se obtiene:

2 o 12¢0.1)2
¢ _(H.l) 1
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con lo cual la estabilidad de la solucién estard garanti

zada. Sustituyendo en la ecuacién (12):
y(tit1, x4) = y(ti, xj-1) + y(ti, xj+1) = y(ti-1, x§) ees (13)
donde j =1, 2, 3, ..., 9 ya que en j=0y js=10

los desplazamientos son nulos.

E1 método para resolver la ecuacién (é). implica la uti
lizac16n de la ecuacién (13) para los instantes -
= 0,1, 2, ...

Para i = 0

y(t1, x§) = y(to, xj-1) + y(to, xj41) - y(t), x§) eoe (14)

j=1,2,3,...9

en donde y(0, x) se obtiene de las condiciones iniciales
del problema para ty; = 0 y el Gltimo término del segun-
do miembro de la férmula (14), se obtiene expresando en
diferencias finitas la condicién (9):

-iAl_:' [;(tl- xj) - y(t_,, xj)] =0
de donde:
y(t-y, x§) = y(ty, x3)
sustituyendo en l1a férmula (14):
(15)

y(t1, x5) = % Er(to. xj-1) + y(tg, xj+l)] oo

j=1,2,3, ...,,9

Para

para los instantes siguientes,

i=1:

j=1,23, ..., 9

1iza la férmula (13).

y(t2, xj) = y(ty, xj-1) + y(t3, x541) - y(to, x§) .

i=2,3,4,...

(16)

se uti

Aplicando las férmulas (15) y (13) se resuelve la ecua-

cién

(12).

Los resultados que
tadora digital son:

se obtienen, con ayuda de una

compu-

X0 x)

X2

X3 Xy

X5 X6

x7 xg

X10

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

0.00 0.06
0.00 0.06
0.00 0.06
0.00 0.06
0.00 0.01
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02
0.00 -0.02

0.13
0.13
0.13
0.08
0.03
0.00
~-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05
-0.05

0.20 0.17
0.15 0.17
0.15 0.17
0.10 o.12
0.05 0.07
0.00 0.02
-0.03 -0.01
~-0.08 -0.06
-0.08 -0.11
-0.08 -0.11
-0.08 -0.11
-0.08 -0.11

-0.08 ~0.11

-0.08 -0.11
-0.08 -0.11
-0.08 -0.06

0.14 0.11
0.14 0.11
0.14 0.11
0.14 o0.11
0.09 0.11
0.04 0.06
0.00 0.01
-0.04 -0.02
-0.09 -0.07
-0.14 -0.12
-0.14 -0.17
-0.14 -0.17
-0.14 -0,17
-0.14 -0.12
-0.09 -0.07
-0.04 -0.02

0.08 0.05
0.08 0.05
0.08 0.05
0.08 0.05
0.08 0.05
0.08 0.05
0.03 0.05
0.00 0.00
-0.05 -0.03
-0.10 -0.08
-0.15 -0.13
-0.20 -0.13
-0.15 -0.13
-0.10 -0.08
-0.05 -0.03
0.00 0.00

0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
-0.01
-0.06
-0.06
-0.06
-0.06
-0.06
-0.01
0.02

0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00




Los resultados que proporciona el método como solucién
de la ecuacién diferencial, se pueden apreciar mejor,
graficando los diferentes valores de x para cada uno
de los tiempos. Con esto se observa el comportamiento
de la cuerda a partir de que es soltada.

NOTA: ConsiGltese las obras (*), las cuales sirvie-

ron de base para el desarrollo de este capi-
tulo.

* - James M.L., Smith G.M., Wolford J.C. .
M&todos Numéricos aplicados a la computacidn di-
gital con FORTRAN.

=~ Luthe R., Olivera A., Schutz F.
Métodos Numéricos.
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APENDICE

ANALISIS COMBINATORIO Y TEOREMA DEL BINOMIO

INTRODUCCION

Para efectuar el and&lisis y resolucibén de diversos pro-
blemas que se presentan dentro de la Ingenierfa, de las
ciencias Fisicas, Sociales, Econdmicas y otras, ha ido
cobrando gran importancia, el andlisis combinatorio como
instrumento matemdtico.

Por ejemplo en la Ingenierfa de Trénsito (rama de Inge-
nierfa de Sistemas), el andlisis combinatorio resulta (-
til para la determinacifn, programacién y control de los
Eoragigs del sistema de transporte urbano en la Ciudad

e xico.

Otro ejemplo de aplicacidn serfa dentro de la Ffsica,
puesto que nos ayuda a determinar el nlGmero de formas en
que se pueden distribuir los &dtomes que forman una molé-
cula, siendo las propiedades de &sta, diferentes para ca
da combinacién.

Como 1os ejemplos anteriores se podrfan mencionar muchos
otros, en los cuales el andlisis combinatorio es de gran
utilidad, por esto, resulta necesario su estudio.

En este apéndice se presentan a manera de introduccién
los elementos bdsicos del an&lisis combinatorio, asf co-
mo algunos ejemplos ilustrativos.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO

Si tenemos por ejemplo, tres objetos a, b, c y se de-
sea determinar de cufntas maneras se pueden ordenar es-
tos objetos tomando uno, dos o tres a la vez, podemos co
nocerlo obteniendo los arreglos, que son:

tomando un solo objeto:
a, b, ¢
tomando dos objetos a la vez:
ab, ac, ba, bc, ca, cb
tomando tres objetos a la vez:

abc, acb, bac, bca, cab, cba

Cuando se tienen tres objetos, resulta fdcil enumerar
cudntas ordenaciones se pueden formar tomando los obje —
tos de uno en uno, de dos en dos o de tres en tres. Sin
embargo, resulta préacticamente imposible enumerar todas
las ordenaciones que se pueden formar si se cuenta no con
tres objetos sino con treinta, cuarenta o mds.

Un procedimiento mds adecuado para averiguar el ndmero
de ordenaciones que se pueden obtener con n objetos to-
mando r a la vez, serfa el conocer una expresifn que pro
porcione este nimero sin tener que enumerar las ordena-
ciones. Para deducir esta expresidn se partird de las
siguientes reglas, con las cuales se enuncia el paincipio
fundamental de conteo.

REGLA DEL PRODUCTO.- Si un evento puede ocurrir en m
distintas formas y otro evento puede ocurrir en n dis
tintas formas, entonces existen m x n distintas formas
en las que los dos eventos pueden ocurrir.

REGLA DE LA SUMA.- Si un evento puede ocurrir de m dis
tintas formas y otro evento puede ocurrir de n distin-
tas formas, entonces existen m + n distintas formas en
la que uno de esos dos eventos pueden ocurrir,

Como ejemplo para ilustrar estas dos reglas, considere-
mos las cinco primeras letras del alfabeto a, b, ¢, d, e
y las tres primeras del alfabeto griego «, 8 y v

a, b, ¢, d, e, a, B, ¥

Es claro que existen 5 x 3 = 15 distintas formas de se
leccionar dos letras, una de cada alfabeto, éstas son;



ao aB ay
ba b8 by
ca cB cy
da ds dy
ed eB eY

también es evidente que existen' 5+ 3 =8 distintas for
mas de seleccionar una letra, ya sea de uno o de otro al

fabeto, éstas son:

a, b, ¢, d, e, a, B, v

Ejemplo 1

La compafifa de transportacidn maritima "Canguro"
cuenta con 5 barcos que navegan entre las ciudades
de Barcelona (Espafia) y Génova (Italia). ¢(De culn—
tas maneras puede una persona ir de Barcelona a Géng
va y regresar en un barco diferente?

Solucidn

Existen 5 diferentes formas de efectuar la primera
travesia y con cada una de éstas, existen 4 diferen-
tes formas de regresar (ya que la persona no puede
regresar en el mismo barco); entonces el niimero de
maneras de efectuar estas dos travesias es:

5 x 4 = 20

Ejemplo 2

En un librero se tienen 22 libros, S estdn escritos
en inglés, 7 en alemdn y 10 en francés.

115

a) ¢(De cudntas maneras se pueden seleccionar dos
libros que estén escritos en idiomas diferen —
teg?

b) ¢De cuintas maneras se pueden seleccionar dos
libros sin importar el idioma en que estén?

Solucidn

a) Se puede obtener alguna de las siguientes combi
naciones para seleccionar dos libros escritos
en idiomas diferentes.

inglés, aleman
inglés, francés
alemén, francés

Existen 5 x 7 maneras de obtener un libro en in
glés y otro en alemdn, 5 x 10 maneras de obtener
un libro en inglés y otro en francés y 7 x 10 ma
neras de obtener un libro en alemdn y otro en
francés, por lo tanto, el ndGmero total de mane —
ras en la que se pueden obtener dos libros escri
tos en idioma diferente es:

5x 7+ 5 x 10+ 7 x 10 = 155

b) Para seleccionar dos libros sin importar el idio

ma en que estén escritos, el razomamiento es el
siguiente:

Se tienen 22 maneras diferentes de seleccionar
el primero; una vez seleccionado, existen 21 for
mas de seleccionar el segundo, por lo tanto exis
ten 22 x 21 = 402 formas de seleccionar dos 1li -
bros cualesquiera.
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DIAGRAMAS DE ARBOL E1 nodo (No) representa simplemente el inicio del &rbol.
Las ramas siempre estin unidas por dos nodos, pero de un
nodo pueden partir dos o mds ramas.

Un diagrama de &rbol es una representacidn grdfica, que
se utiliza para mostrar la secuencia en la cual ocurren .
ciertos eventos. Por ejemplo, el diagrama de &rbol que representa el pro
blema enunciado en el ejemplo 1 es:

E1 4rbol estd formado por puntos o nodos que represen —
tan instantes en el tiempo o lugares en el espacio, y por
1ineas o ramas que representan las posibles acciones que
pueden tomarse. Los nodos o ramas se encuentran unidos
como se muestra en la siguiente figura:

O s
gaRCO3
(®) pancos
L) anco
f, o
(v Q==
“)
] ghRCO2
" BARCO S
BARCO S
84nco
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Ejemplo 3

En la fase semifinal de un torneo de tenis, se en-
cuentran cuatro jugadores, para identificarlos llame
mos A, B, Cy D a cada jugador. Elaborar un diagrama
de Arbol que presente todas las diferentes alternati
vas en las que se puede resolver el torneo.

Solucidn

El primer lugar del torneo puede ser ganado por cual -
quiera de los jugadores A, B, C § D, si consideramos que
gana C, entonces el segundo lugar puede ser ganado por A,
B 3 D, si consideramos que el segundo lugar lo obtiene A,
entonces el tercer lugar podrd ser ganado por B & D, si-
guiendo este razonamiento, todas las alternativas posi —
bles se representan grédficamente como sigue:

o—8—%
==
o—3—
oog§
3
==
O—®
3
33
O—8 3
o
I=inicio
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ORDENACIONES Y PERMUTACIONES

Se debe entender por ordenaciones de n objetos tomando r
de ellos a La vez a los diferentes grupos que se pueden
formar al seleccionar r de los n objetos. Si tenemos por

ejemplo 1, 2 y 3, las distintas formas en que se pueden
ordenar estos niimeros son:

tomando un soio nimero:
1, 2, 3
tomando dos nimeros a la vez:
12, 13, 21, 23, 31, 32
tomando tres nimeros a la vez:

123, 132, 213, 231, 312, 321

Sea 0(n, r) el nimero de ordenaciones de n objetos que
se pueden obtener tomando r de ellos a la vez; para ha
1l1ar una expresidon que nos permita conocer 0(n, r) consY
deremos el siguiente andlisis:

el nimero de formas en que se pueden ordenar r de n obje
tos, equivale a colocarlos en r distintas posiciones. E-
xisten n formas_para l1lenar la primera posicién, n - 1

formas de 1lenar la segunda posicién, y asi sucesivamen-
te existirdn n - r + 1 formas para 1lenar la r-ésima po-

sicidn.
[@ To1] a2l ... JTare1]

1 2 3 e r

aplicando la regla del producto:
0(n, r) =a(n - 1)(n - 2) ... (n-r+1)
esta expresifn se puede escribir como:

=1l x2x3 ... (a-r-1)(n-r)(n-r+1) ... (n-1)
0(n, r) = 1x2x 3 ... (n-r-1)(n-r) -
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finalmente:

0(n, r)n(n—fz_t)-.'— cee

Ejemplo 4

Consideremos el ejemplo presentado inicialmente, en
el cual se desea saber de cudntas formas se pueden
ordenar los niimeros 1, 2 y 3 tomando uno, dos o tres
a la vez, esto equivale a obtener 0(3, 1), 0(3, 2) y
0(3, 3) respectivamente.

Solucidn

3:

0(3, 1) = Gopr-®

3

estas tres ordenaciones tomando un solo elemento son:
1, 2, 3

a su vez:
0(3, 2) = —3° 6
’ G- °

lags seis ordenaciones tomando dos elementos a la vez
son:

12, 13, 21, 23, 31, 32

y por @ltimo:

3:

003, 3 = F T

= 6

las seis ordenaciones tomando tres elementos a la
vez son:

123, 132, 213, 231, 312, 321

(1)

Ejemplo 5

Ocho personas entran em un autobiis que cuenta con
20 asientos disponibles, (de cudntas maneras diferen
tes pueden sentarse?

Solucidn

La primera persona puede seleccionar 20 diferentes
lugares para sentarse, la segunda 19, la tercera 18
y asi sucesivamente hasta que la {ltima persona (la
niimero ocho), se podrd sentar em alguno de los 13 1lu
gares disponibles que quedan. Utilizando la regla
del producto, el niimero total de formas en las que
se pueden sentar es:

20 x 19 x 18 x ... x 13 = 5,079,110,400

o bien:

\
0(20, 8) = (2028'8). = 5,079,110,400

En particular, se deberd entender por permutaciones a
las ordenaciones que se forman con n objetos conside-
rando todos ellos a la vez, esto es:

o(n, m) = —=B _ o gt
o, (n - n)! *
el nimero de permutaciones de n objetos se representa-
rd por PL, por lo tanto:

Pp = n!

asi en el ejemplo 4, cuando se obtuvo el niimero de orde-
naciones de los nimeros 1, 2 y 3, tomando los tres a la
vez, se obtuvo el ndmero de permutaciones, esto es:

P3 = 0(3, 3) = 3! = 6



ORDENACIONES Y PERMUTACIONES CON REPETICION

Las ordenaciones con repeticibn son aquellas en 1§s cua
les pueden repetirse los objetos que la forman, asi por
ejemplo el nimero de ordenaciones con repeticién que se
pueden formar con las letras A, By C son:

tomando una sola letra:
A, B, C
tomando dos letras a la vez:
AA  BA CA
AB BB CB

AC BC ccC

tomando tres letras a la vez:
AAA  BAA CAA
AAB  BAB CAB
AAC BAC CAC
ABA BBA CBA
ABB BBB  CBB
ABC BBC CBC
ACA BCA CCA
ACB BCB CCB

ACC BCC ccc

Sea OR(n, r) el nlmero de ordenaciones con repeticién
de n objetos tomando r a la vez. Una expresifn que
permite conocer OR(n, r) es f&cil de obtener utilizando

el andlisis que se hizo para las ordenaciones simples
0(n, ).

Si consideramos que tenemos r lugares disponibles para
colocar n objetos, los cuales se pueden repetir, existi
rén n Formas de 1lenar la primera posici6n; existirdn
también, n formas de 1lenar la segunda posicién, ya que
esta segunda posicién puede ser ocupada por 10s n-1 ob-
jetos restantes, o bien puede repetirse el objeto colo-
cado en la primera posicidn.

[nlnlnF...'nI

1 2 3

por 1o tanto, aplicando 1a regla de producto

OR(n, ) = n xnxn ... xn r veces

OR(n, r) = nf vee (2)

Al igual que las permutaciones simples, las pexamutacio-
nes con nepeticibn serdn las ordenaciones con repeticién
de n objetos, tomando los n objetos a la vez: .

PRy = OR(n, n) = nt

Ejemplo 6

Para controlar los vehiculos que circulan en la Re-
piiblica Mexicana, todos cuentan con una placa de iden
tificacidn que consta de tres niimeros y tres letras.
Con este sistema. (Cu@ntos vehiculos como mdximo se
pueden controlar?.

Solucidn
Se tienen dos conjuntos de n objetos, el primero

de ellos, son los niimeros del O al 9; y el segundo
gson las letras del alfabeto de 1la A a la Z.
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Analizando el primer conjunto:

Gy = {0, Ly 2 By wwey )

(De cuidntas formas se pueden ordenar los diez ele —
mentos del conjunto C;, tomd@ndolos de tres en tres y
considerando que se pueden repetir? La respuesta a
esta pregunta estd dada por:

OR(n, ) = nf

siendo en este caso n = 10 y 1t = 3, sustituyendo:

OR(10, 3) = 103 = 1000

este resultado es obvio, las ordenaciones con repeti
cidn son:

000, 001, 002, ... 998, 999
analizando el segundo conjunto:
c, = {A, B, C, ..., 2}

el nimero de ordenaciones con repeticidn, tomando
tres elementos del conjunto C; esta dado por:

OR(26, 3) = 26°% = 17,576
Aplicando la regla del producto, el niimero total de
ordenaciones con repeticidn que se pueden formar con

los dos conjuntos es:

OR

OR(10, 3) x OR(26, 3)

OR

(1000)(17,576) = 17,576,000

y considerando que los conjuntos pueden intercambiar

su posicidn dando una permutacidn diferente, esto es:

NNN LLL

o bien:

LLL NNN

siendo N = niimero y L = letra, entonces el nimero
total de vehiculos que puede ser controlado es:

OR, = 2xOR(10, 3) x OR(26, 3) = 35,152,000

Ejemplo 7

Los vehiculos registrados en el Distrito Federal,
tienen una placa de identificacidn formada de la si-
guiente manera:

NNN LLL

a diferencia de los vehiculos registrados en esta zo
na, todos los vehiculos registrados en provincia tie
nen una placa de identificacidn formada como sigue:

LLL NNN

Cudl es el niimero total de vehiculos que pueden re-
gistrarse en el Dsitrito Federal, si ademds se sabe
que todo vehiculo registrado en esta zona tiene una
placa de identificacién formada de alguna de las si-
guientes maneras:

NNN ALL
1
NNN BLL
1
NNN CLL
!
NNN DLL

Solucidn
Tomando el conjunto de los nimeros:

OR(10, 3) = 10 x 10 x 10 = 1000



tomando el conjunto de las letras:

OR(26, 3) = 26 x 26 x 26 = 17,576

pero considerando que la primera posicidn puede ser
-

ocupada g8lo por las letras A, B, C 6 D tendremos
entonces:

OR = 4 x 26 x 26 = 2,704
y utilizando la regla del producto:

ORy = 1000 (2,704) = 2,704,000

PERMUTACIONES CON GRUPOS DE ELEMENTOS IGUALES

Un problema diferente a los tratados anteriormente, se-
ria averiguar de cudntas formas se pueden ordenar n ob
jetos en donde existen q;, 92, 93, ..., q¢ grupos de ob-
jetos iguales.

Considérese que el niimero de permutaciones buscado es x,

entonces si los q; objetos iguales fueran reemplazados
por q; objetos diferentes, se podrfan formar q;! per
mutaciones sin alterar 1a posicidn de ninguno de *om ob-
jetos restantes, y si en cada una de las x permutacio-
nes se hiciera este cambio, se obtendrian =xq;! permuta
ciones. En forma similar, si los q, objetos iguales
fueran reemplazados por q, objetos diferentes, el nlme
ro de permutaciones que se obtendrian, serfa:

xqy! q2!

generalizando este razonamiento, para q3, qu, qs, --- Qg
se obtiene:

xq1t g2l q3! o0 qg!

La expresidn anterior, implica que todos los objetos son
diferentes, por lo tanto admiten n! permutaciones, es-
to es:

NGHN ﬂN“ ﬂw“ « XK} ﬁﬂm = u-.u

despejando la incfgnita x:

X =
Q1! Q2% 93° .. Qg

sustituyendo x por P(n, q1, 42, ... dt), Se obtie
ne finalmente:

P(n, q1s 92 G35 e nﬂv =

Ejemplo 8

(CuBntas permutaciones pueden formarse con las le-
tras de las siguientes palabras?

a) Luz
n=3; q, =1
P(3, 1) = 3! = 6

b) Madrid

6

P(6, 2) = 57 = (3)(4)(5)(6) = 360

o

¢) Alfalfares
ne=103; qy=33;9q2=2; 4q3 =2
10!
p(l0, 3, 2, NleJ.IlﬂllJuuu...n 6x7x8x9x10=

. . .

= 151,200
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PERMUTACIONES CIRCULARES

Consideremos que se tienen n personas. ¢De cudntas ma
neras se pueden ordenar para formar un cfrculo?

Existe una diferencia entre un arreglo en 1fnea de n ob
Jetos diferentes y un arreglo en circulo. Si las n per-
sonas se acomodan de tal manera que formen un cfrculo y
se hace que una de ellas ocupe una posicién fija, las
restantes n - 1 posiciones podran ser utilizadas por
las n - 1 personas que quedan utilizando la posicién
fija de l1a persona seleccionada como referencia; enton-
ces existirdn (n - 1)! formas de ordenar a las perso-
nas restantes.

Ejemplo 9

Antes de iniciarse el encuentro de basquetbol entre
el equipo A y el equipo B, el arbitro llamé al cen —
tro de la cancha a los integrantes de ambos equipos.

1A I8
2A 28
<$3 3a :) 3B
4A ( 48
SA 5B

¢De cudntas maneras se pueden colocar los diez juga-
dores en torno al circulo de la media cancha?

Solucidn

Los jugadores se pueden ordenar de (n - 1)! maneras
diferentes, esto es:

(10 - 1)! = 362,880

COMBINACIONES

Se debe entender por combinaciones de n objetos tomando

r de eflos a £a vez, a los diferentes grupos que pueden to
marse al seleccionar r de 10s n objetos, sin 1mportar el
orden de los objetos que forman cada grupo. Asi por ejem
1o, las diferentes maneras en que se pueden acomodar las
letras a, b, ¢ y d sin importar el orden de las mismas (nd
mero de combinaciones) tomando una, dos, tres o cuatro a
la vez son:

tomando una sola letra:

a, b, c, d; (existen 4 formas)
tomando dos a la vez:

ab, ac, ad, bc, bd, cd; (existen 6 formas)
tomando tres a la vez:

abc, abd, acd, bed; (existen 4 formas)

tomando cuatro a la vez:

abed; (existe una forma)

Sea C(n, r) el ndmero de combinaciones de n objetos to-
mando r a la vez., Cada una de las C(n, r) combinaciones



que se pueden obtener, podrén ser ordenadas entre sf de
r! formas, Por lo tanto, aplicando la regla del produc-
to existirdn c(n, r) r! ordenaciones de n objetos tomados
de r en r, esto es:

C(n, r) r! = 0(n, r)

despejando C(n, r):

O(n, ¥

C(u, 1') = 1‘!

esta expresidn se puede escribir como:

c(n, xr) = n(n-1)<n—22‘!'-. (n-r+l)
multiplicando y dividiendo por (n-r)! se obtiene:

n(n-1)(n-2) ... (n-r+l)(n-r)!

r! (n-r)!

C(n, r) =

a(n-1)(n-2) ... (a-r+1)(n-r)(n-r-1) ... * 2 1
ri(o-r)!

C(n, r) =

c(n, r) =

(n-1)!

Ejemplo 10

tDe cudntas maneras se puede hacer una seleccidn de
5 personas de un grupo de 15 de ellas?

El nimero de maneras en que se puede hacer la selec
> - - 3 I3 hand
cidn (nimero de combinaciones) es:

15!

5T(15 - 5)7 - 3003

c(l5, 5) =

Ahora bien, de cuidntas maneras se puede hacer una
geleccidn considerando que:

n ! ce. (8)

a) Una persona en particular siempre quede inclui-
da dentro de la seleccidn.

Si una persona queda siempre dentro de un grupo
de 5 de ellas, faltard seleccionar a 4 personas
de un total de 14 restantes:

1
C(14, 4) = TTre—gyT = 1001

b) Si una persona en particular siempre queda ex-
cluida de la seleccidn.

En este caso se deberd hacer la seleccidn de 5
personas de un total de l4:

14!
C(l4, 5) = T —5yT = 2002

Ejemplo 11

Un examen que consta de 5 preguntas se le proporcig
na a un estudiante para que lo resuelva. Consideran
do que cada pregunta tiene un valor de dos puntos.

De cudntas maneras puede obtener una calificacidn de:

a) 8 puntos
b) 4 puntos

¢) 10 3 0 puntos
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Solucidn

Para que el estudiante obtenga 8 de calificacién,
tiene que contestar correctamente cuatro de las cin-
co preguntas y puede equivocarse en una de ellas sin
importar cual sea, esto es:

1 1. ¥V 2./ 3./ 4.9V 35 x

1. / 2./ 3./ s4.x%x ;5. ¢

1. ¥V 2./ 3. %x 4.9/ 35,V

1. V 3 2. x ;3.7 4.9/ 3 5./

[ I L " I ]

1. x ;2.7 3.7 ;4.9 ;5.

se observa que existen 5 diferentes formas de lograr
lo anterior, este niimero de combinaciones estéd dado
por:

€, D = ey - 5

Para que el estudiante obtenga 4 de calificacidn tie
ne que contestar correctamente dos de las cinco pre-
guntas, y puede equivocarse en lasg tres restantes,
sin importar en cudles acierta o en cudles falla, to-
das ‘las combinaciones posibles para lograr lo ante —
rior son:

1 1./ 3 2./ 3 3..x ;bex ;3 S5ix
2 1.7/ 3 2. x 3 3./ 346.x 3 5.x
3 1. Vv 3 2. %x 3 3.x 34./ ;3 5. x
4 1.V 3+ 2. % 3 3.x 3 4. x 3 5.4
5 1. x ;3 2./ 3 3./ 3 4. x 3 5. %
6 lo. x 3 2.7 3 3.x 3 4.9/ 3 5. %
7 1. x : 2.4/ ; 3. s 4o x 3 5.V
8 1l x 3 2. x ; 3. s 4./ 3 5. x

—
o
—
.
tJ
N
o

3. _x

e
S
~
(%]
~

este niimero de combinaciones estd dado por:

1
! 4
€5, 3) = 37 (55- HT 1

X 5
x 2 10
por Gltimo para que el estudiante obtenga 10 & 0 de

calificacidn, se necesita que responda correctamente
o incorrectamente a todas las preguntas, esto es:

1 1. Vv 3 2./ 3 3.9V ; 4.V ; 5.V
o bien:
1 l. x 3 2. x ; 3. x 3 4. x ;3 5. «x

es claro que existe s8lo una combinacidn posible en
cualesquiera de los casos, la cual se obtiene como

sigue:
5!
C(5, 0) = zw7——=-7 = 1 para obtener 10
’ 0:(5 - 0): de calificacidn
y

5!
ﬂ__’-=
R e Pelificacion & o

COMBINACIONES CON REPETICION

Las combinaciones con nepeticibn son aquellas en las
cua1gs se permite repetir los objetos en una misma combi
nacién,



E1 nimero de formas en que se pueden seleccionar r de
n objetos, considerando que los objetos pueden repetirse
es:

CR(n, r) = C(n + v - 1, 1)

Obtengamos por ejemplo, el nGmero de combinaciones con
repeticién que se pueden formar con los nidmeros 1, 2 y 3
tomando los tres a la vez:

l1.- 111
2.- 112
3.- 113
b.- 122
5.- 123
6.- 133
7.- 222
8.- 223
9.- 2 3 3.
10.- 333

este nimero de combinaciones est& dado por:

CR(3, 3) = Cc(3 + 3 -1, 3) = ¢(5, 3)

' 4
€, 3) = 3:(55- HT o1
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NUMEROS COMBINATORIOS

Los nlmeros que se obtienen al variar r desde cero
hasta n en la expresifn:

n!
Tl - =37
r!(n - 1)!

reciben el nombre de ndmencs combinatorios y se expresan
mediante T1a notacidn siguiente:

(3) = e

siendo n el numerador y r el denominador del nfiimero

combinatorio; estos nimeros tienen algunas propiedades
que a continuacifn se presentan:

a) Los niimeros combinatorios que se obtienen para r=o0
Y r = n son iguales a la unidad, esto es:

n\ _ n! - 1
0 0l(n - 0)7

n) _ n! -1
n n'(n -~ n)!
b) Los nimeros combinatorios que se obtienen para valo

res de r =1, 2, 3, ..., o - 1, son simétricos en-
tre si, esto es:

() ()

es facil demostrar esta propiedad, a partir de la
definicién de nimero combinatorio:

n - n! - n! ofn
(-—J (n-r)! (A-d+1x)T7 r: (n - r)! 3
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¢) La suma de los nimeros combinatorios con numerador
igual @ n y denominador consécutivo r =k - 1 y
r = k respectivamente, es igual al nimero combina
torio de numerador n=n+1 y denominador r = k, es

)6

Demostracién:

n n\_ n! n!
kfl) + W DT -x+D7 " & (a0l

n: k +n! (n-k+1)
ki (n-k+1)!

nt (k+n -~k + 1)
k! (n - k + 1)°

(o + 1)! . (“"1>
kKl (n + 1 = 1)° k

Para ilustrar estas propiedades, obtengamos los niimeros
combinatorios de numerador n = 10 y denominador
r=20,1, 2, ..., 10

graficamente se pueden representar como:

C(r,i0)d
200 - i
100+
IT II ] | I[ lT ? —
1 2 3 4 5 6 8 9 10 r

se observa que tanto el primer nimero combinatorio (pa-
rar=0), astT como el Gitimo (para r = 10) son iguales

o) _ (10 10) _ (10
a la unidad, ademds (1) = (9), (2) (8)’
1
(130) = (170\) Yy (40) = 6) con 1o que se ilustran las pri
meras dos propiedades de los niimeros combinatorios.



TRIANGULO DE PASCAL

Utilizando las propiedades de los nlmeros combinatorios
es posible construir el siguiente tridngulo, conocido co
mo tridngulo de Pascal.

Los nimeros combinatorios de los extremos del tridngule
:on iguales a l1a unidad, segiin 1a primera propiedad, en-
onces:

° ///*\\\
1 N "N
, / \

A

N

()

()

A\

y por 1timo, los ndmeros combinatorios que se encuentran
dentro del tridngulo, se obtienen aplicando la tercera pro

piedad, esto es:

2

° AN
: 1 <
// \\ / \\
i A NN
3 4 : N

v
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TEOREMA DEL BINOMIO

E1 teorema del binomio establece que el desarrollo de
(a + b)® es igual a:

n
(a+ )%= & (“) a" T bt
r=0 \T

donde los nimeros combinatorios (:) reciben el nombre
de coeficientes binomiales.

La demostracién del teorema se realiza por induccidn ma
temdtica de la siguiente forma:

el teorema es cierto para n = 1, ya que:

1 1 - 1 1
£ ()31rbr=(0)alb°+(l)a°blna+b-(a+b)1

re0 \T

suponiendo que el teorema se cumple para (a + b)", enton
ces deberd ser cierto para (a + b)n+l, esto es:

n+1

(a + b) = (a + b)(a + b)"

(a+b)"1e (a+b)Ea“ +(‘1‘) a" ot ( o ) 2Tl

r-1
+(“) a® bt 4.+ ( n ) ab®" ! 4 b'j
r n-1
ahora el término del producto que contiene bT, se obtie

ne de:

[ e [ ]

o/ B n-r+1 . r n n-r+1 . r
(r-l)a - b +(r)a b

pero sabiendo que:

(6

se obtiene que el término que contiene b* es:

(n-: 1) JRTHL LT

se observa que (a + b)(a +b)™ es un polinomio de grado
n+ 1 en b, por lo tanto, se puede escribir:

n+) -
(a + )™ = (a 4+ b)(a+b)" = z (““)a“ AR
r=0 r

con 1o cual se demuestra el teorema.
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