Interpolacion con incrementos variables.

En ocasiones deseamos realizar una interpolacgarta de un conjunto de datos
experimentales, donde valores consecutivos de laabka independiente no son

equidistantes, en estos casos debemos utilizatdegblacion de Lagrange.

Interpolacion de Lagrange.
Consideremos la recta que pasa por los punnsyd) y (X1, y1), del curso de

geometria analitica sabemos que la ecuacion eetia que pasa por dos puntos es:

_ Y Y%
y="2 (X7 %) Y, (1)
X = % i
gue puede escribirse como sigue:
X = X = X =
y= % M=Yo) Yo = % Y1 % Yo~ DYo )
X=X X =X X=X
es decir:
y= Xo(yl_yo) Yo = Xoyl_ Xoyo_x1 Xoyo
% X =X X =X X =X
0 bien:
X= X= - X= X=
y= Xoyl_( X0+Xl Xojyoz Xoyl_ leo
X=X X=% X~ X=X X=X
Entonces:
X= X =
y= A /s A Yo 3)
X =% X —X
es otra forma de escribir la recta que pasax@owd) ¥ (X1, y1)-
Si ahora definimos los coeficientes de Lagrangeao
XX - X%
="t y L= @
%X X =%
la ecuacion de la recta se puede escribir como:
1
y=> Ly,
i=0

Observemos que:



{0 X # X '5

ol 1 X=X
Conservando la forma de (4) y la propiedad (5) paxeconstruir el coeficienteesimo de
Lagrange I(; ) para un polinomio de gradp como un cociente donde el numerador sea un
producto de diferencias entg las diferentes;, conj distinto dei, de lo contrario siempre
se anularia. Por otro lado, el denominador debgeat al numerador ex = X, para que

tome el valor de 1. Por lo tanto:

L= KTX)XX) - (XX ) (KX)o (X 7%y (X)) ©)
LX) (% X)) (% = X ) (X T %) e (% X)) IJ:i(x-xj)

Asi el polinomio que pasa por los punt&s Yo), (X1, Y1),-.., &n, Yn) S€ puede escribir

como:
y=> L. (7)
i=0
donde los coeficientds pueden escribirse como:
L(X=x)
L= =5 ®
=0 (6 =X
J#i
entonces el polinomio toma la forma:
nono(X=X
y= Yi 9)
i=0 Il—l (% = Xj)

y se le denominRolinomio interpolante de Lagrange



Ejemplo 1.

Usando interpolacion de Lagrange, obtén el valoy derrespondiente & = 3.6.
Compara el resultado con la respuesta exactassess.278.

X 2.00 3.20 4.00

y 1.43 2.79 3.56

Solucion 1:
Como se cuenta con tres puntos, el grado maxirhpali@omio interpolante es 2.
Primeramente realizamos una interpolacion lineaflexir, con un polinomio de grado 1.
La expresion (9) se reduce a la (3), dopg®) = 2.79y y1(x1) = 3.56,y x = 3.6,entonces:
y= X=% o X7% o 36-32 356+ 36-4

= 279
xl—xoyl xo—xlyo 4-32 32-4

O bien:
y = (05)(356) + (0.5)(279) = 3175
este resultado tiene un error igual a:

3175- 3278 x100% = 314%
3278

Solucion 2:

Ahora usemos un polinomio interpolante de gradest) es:

(X=X)X=%) |, (K=X)(X=%) |, (X=%)(x=%)

Y =006 =) T (00— T 06— x)06 - %) 2 (19
sustituyendo:
_ (36-32)36-4) ,,, (36-2(36-4) .. (36-2)(36-32) 5,
2-32)2-4) (32- 2)(32-4) (4-2)(4-32)
Evaluando:

y =3.1887
este segundo resultado tiene un error igual a:

w x100% = 2.7%
3278




El error con un polinomio de segundo grado es maherror con un polinomio de
primer grado, esto hace suponer que con un numayomde puntos puede minimizarse el

error. Cosa que en general no es cierto.



Ejemplo 2:
Construye el polinomio que aproxima a la funci@reetabla del ejemplo anterior.
Solucion:
Para hallar el polinomio buscado, es suficienteinterpolar para un valog, por lo
tanto sustituimos los valores correspondientesi@xpresion (10):

_ (x=32)(x-4) 143+ (x=2)(x—4) 279+ (x=2)(x-32) 356
(2-32)(2-4) = (32-2(32-4 = (4-2)(4-32)
simplificando:

y = 060(x* — 7.2x+128) — 291(x* - 6x +8) + 223(x* - 52X + 64)

y =-008x’ + 154x - 133 (11)

Este es el polinomio interpolante que aproximafarnaion tabulada en el ejemplo 1.



Error del polinomio interpolante de Lagrange

En los ejemplos 1 y 2 se calcul6 el error del vaktimado respecto del valor real,
pero este valor en general no lo conoceremos.d3araar el error de un valor interpolado,
utilizaremos la expresion del error para el polimmterpolante de Lagrange, dicho error

esta dado por:

_fmé _ _ _
E(X)—i(nﬂ)! (X=%)(X=X)(X=X,)...(X=X,) (12)
O bien:
B (n+1) (a _
0=y 1] (13)

dondeé es un valor enx§ x,). Para la aplicacion de esta expresion en el lcatieierrores,

se requiere la forma analitica ffe), lo cual no es posible en conjuntos de datos.

La expresion completa del polinomio interpolantd_dgrange es:

n (X X) f(n+l)(§t) _
Y= % o —x) " E ey [

]¢I




Ejemplo 3.
Utilizando un polinomio interpolante de Lagrangegiado 2 y los valores
tabulados en la siguiente tabla,

X f(x) =sen(x)
0.3 0.2955
0.4 0.3894
0.5 0.4794

obténf(0.35) y calcula una cota para el error.
Solucion:
Segun la expresion (10) tenemos:

_ (035~ 04)(035-05) ., (035~ 03)(035-05) |
(03— 04)(0.3- 05) (04— 03)(04-05)
, (035~ 03)(035- 04)
(05— 0.3)(05- 04)

.3894

0.4794

entonces:
y = 0.3429

Para establecer una cota para el error, utilizdanespresion (4.61):

£() = C‘;S(‘() (x= 03)(x— 04)(x— 05)

Como cos) <1, tenemos:

<

£(x) < |- C‘;S@ (x- 03)(x - 04)(x - 05)

;Il (035- 0.3)(035- 0.4)(035-0.5)
por lo tanto:

£(X) < = 0.0000625

; (005)(~ 005)(-015)

Entonces:
f (035) = 0.3429+ 0.0000625

O bien, redondeando a cuatro decimales:
f (035) = 0.3429+ 0.0001

Intervalo que contiene al valor real.



Interpolacion Inversa.

Los métodos de interpolacion permiten resolver eéonas trascendentes o algebraicas.
Para ello basta considerar la variable indepenglielet la funcion a resolver como la
dependiente en el proceso de interpolacion y visavéA este procedimiento se le conoce
como interpolacion inversa Para ejemplificar esta aplicacion resolveremosigliiente

Ejemplo:



Ejemplo 4 :

Hallar el instante en que un avion alcanza unacigdd de 11.2 m/s, la velocidad es
funcion de su masa, la cual es variable debidoréwno de combustible, la ecuacion que

describe su velocidad es:

— M _
V= ,BIn(M —at) ot. (2.6)

dondef es una constante igual a 680 nw/'®s la razén de consumo de combustible e igual
aM/60 kg/s,M la masa inicial del sistema avion - combustiblg g5 la aceleracion de la

gravedad considerada constante e igual a 9.81 m/s

Solucion:
Podemos escribir la funcion que describe la vdlxtidel avion como sigue:

f(t) = 680In( 60 j -98t-112

Primero tabulamos la funcion:

t(se9.) f(t)
-11.2
-9.5812
-7.7670
-5.7506
-3.5248
-1.0823
1.5852
4.4858
7.6286
11.0229
14.6786
18.6065
22.8176

PR
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Observamos un cambio de signo ertre 5 yt = 6, consideramos los siguientes

cuatro puntos para construir un polinomio interptdade tercer grado.



X
-3.5248
-1.0823

1.5852
4.4858

WIN[F|O|S

\ICDO'I-h\<

Como los valores de x no son igualmente espaciatihzaremos el polinomio

interpolante de Lagrange:

Yoy = XXX L ) X)
(% = X)0%6 = %) (% — %) (% = %) (% = %) (%, — %)
(X= %) (X = X)) (X~ X;) v+ (X= %) (X = %)(X — X;) y
06 = %)% =)0 =%) ** (6 =%)(% = X)(6 =)
Sustituyendo y tomando= 0, tenemos:

(0+1.0823(0-1.5852)(0— 4.4859
(-3.5248+1.0823(-3.5248-1.5852)(-3.5248- 4.4858
(0+3.5248(0-1.5852)(0- 4.4859 -
(-1.0823+ 3.524§(~1.0823-1.5852(~1.0823- 4.4859
(0+3.5248(0+1.0823(0- 44858
(L5852+ 3.5248)(1.5852+1.0823)(L.5852- 4.4859
(0+3.5248(0+1.0823(0-1.5852)
(4.4858+ 3.5248)(4.4858+1.0823)(4.4858- 1.5852)

y(©) =

y evaluando tenemos:
y(0) =5.4163



Ventajas y desventajas.

El polinomio interpolante de Lagrange toca exactamedos los puntos que lo general.

No se puede estimar el error, a menos que se e forma analitica de la funcion.

Un polinomio de mayor grado no garantiza un menar e



Conclusion:

El polinomio interpolante de Lagrange es una heeata muy poderosa, ya que ademas de
la interpolacion permite resolver ecuaciones tradeptes y hacer extrapolacion en
vecindades pequefias a los extremos del intervaldoogenera.

Se puede aplicar en varias dimensiones.

Es la base para los métodos de derivacion e irdiégraumericas.



DERIVACION NUMERICA

Existe una infinidad de funciones que se obtiengreementalmente, es decir en forma

tabular, sin conocer sus expresiones analiticam Vales situaciones resulta con mucha
frecuencia que los intervalos de las observacioneson constantes y se requiere conocer
sus derivadas, ya sea en algun punto del inéneatmatlajo, o bien, en alguno de los puntos
experimentales.

Una funcion se representa en forma aproximada popalinomio de Lagrange, de la

misma manera que se realizé en el tema de int@ipalaPosteriormente el polinomio se

deriva analiticamente y finalmente en la expresgsultante se sustituye el valor en el cual
se quiere aproximar la derivada de la funcion.

Recordemos el polinomio interpolante de Lagrange

(x=x;)  F09&) =

H(x—x) (n+1)! u(

J#I

Pero podemos trabajar primero con el polinomio stgraormente el error.

C (XX)

y=2,

|O (X| X)

Como vimos en el tema de interpolacién, al coirstnu polinomio de Lagrange, su
grado depende de la cantidad de puntos tomados:

* dos puntos diferentean polinomio lineal,

» tres puntos diferentesn polinomio cuadratico; etc.

Por consiguiente, si queremos aproximar una demivate primer orden,
necesitaremos un polinomio que sea de grado miwioso(es decir, se requeriran tres
puntos diferentes); para la derivada de segundengrdn polinomio que sea de grado
minimo tres (es decir, cuatro puntos diferentds), RRara el caso de la derivada de primer
orden, sus resultados se obtienen como se muesiwa parrafos siguientes.

Para las derivadas de mayor orden con incremeiferemtes, se procede de forma
similar.

El polinomio inerpolante de Lagrange esta dado por:



= (E)x=x%) L (XEX)(X=x) L (X X)X %)
(% =X) (% = %) (><1 X)(% = %) (Xz X)(% = %) 7

Derivando:

V(x) = 2X =X, = X, - 2X =Xy = X, v, + 2X= X, = X%
(6 =3)0% =) 7 06 =006 =3) T (6 =)0 = %)

Ahora sustituimos el valor de[J (Xo, X2) para encontray’ (x)

El error de la derivada es la derivada del errocalgrange. Asi que tenemos que derivar la
siguiente expresion:

£ () (C()
ney ]

Pero para grado dos esta dada por:
¢
609 =) (x=x) (-0,

Derivando:

de(x)
dx

= LD 1) x5 + (XX )X =) + (X %) x=)]

La derivada completa, incluyendo su error sera:
2X =X, — X 2X =X, = X 2X =X, —
MR g+ TRyt 0 "Ry,
(% =X =%) 77 (= X)( = %) T (X = X0) (X, X))
NG)
3l

y'(x)=

[(X= X)X = %) + (X=X )(X = X,) + (X=X )(X = X, )]

Puede darse el caso de que los tres puntos seatistanies y necesitemos conocer la
derivada en alguno de los conocidos de la funcién.

Iniciemos con el calculo dg(xg), con puntos equidistantes, es decir que podeswihe
a



X =% *th

=X, +2h
Sustituyendo
_ 2= (%+h)=(g+2h) 2% =% (% +2h) 2% =X =(x +h)
YOO ey 2T e T ey
Reduciendo:

_=3h_ . 2h -h
y(XO) h2 yO h2 yl h2 y2

2| 1 2

Ahora el error:

(n+1) ({)
" (n+D) l] -

Para un polinomio de grado 2, el error esta dado po

f ()
3

£(x) =

(X=%)(X=x)(X=X,)

Derivando el error:

de(x)
dx

= D) x5 + (X)X 1) + (X 1)x=,)]

Sustituyendo y simplificando, tenemos:

X _ O ol F () (2
dx | 3 [=nyc-2n] 3 (h)

‘x:)(0
La derivada con su error & Xp es:

@,
3

, 1
y(xo)=%(—3yo+4y1—yz)i



Ahoracalculamosy’(x;), con puntos equidistantes, es decir que podemaobiesc

Xo =% —h
:x1+h

Sustituyendo y

24 =% =0 +h) 26— —h)=(x +h) 2% - (% —h)-x
° ' (Xz - Xo)(xz - Xl) ’

(Xo - Xl)(XO - Xz) (Xl - XO)(Xl - Xz)

y,(xl) =
Reduciendo:

y'(x) ~Wy0 on? Y,

Simplificando:

N&%Eﬂ— +Y,)

Ahora el error:

B f(n+1)(<() ~
209 ="t [] &%)

Para grado 2 es:
609 =) (x=x) (- %)(x-x,)

Derivando:

de(x)
dx

= D[ 1)(x-3) + (X=X )X 1) + (X %)X~ ,)]

Reduciendo:

e _f (5) 5)
.. “lmen]=- )



La derivada con su error & X; es:

V) == (- yo+y,)t

(62
2h 6

Ahoracalculamosy’(xz), con puntos equidistantes, es decir que podemadiesc
Xy =X, —2h
X =X, —h

Sustituyendo:

2x, = (x, —h)—x, y L 2= =2h)-%, . 2% =(x, ~2h)-(x, - h)
(% =x)(%6=%) 7 (X m%) T (% %)% = %)

Y(x)=

2

Reduciendo:

h
2y2

oL h 2h
y(X2)~2h2 yo+_ 2y1+2h

h
Simplificando:

, 1
y (Xz) = %(yo _4y1 +3y2)

Ahora el error para un polinomio de grado 2 es:

£(x) =f:f)(x— %) (X~ %) (X~ X,)

Derivando

de(x) _
dx

)3+ (6 1))+ (x= ) (x )

Evaluando emx = x,:



(h*)

£ _ (@) _1@
i T g lenm]=—

X=Xo
La derivada con su error &rF X, es:

@,
3

, 1
y(xz) :%(yo _4y1 +3y2)i

Nota que la derivada edq tiene la mitad del erro que &ny enx;.



EJEMPLO

Veamos la funciony(x) = 015x%e"*, aproximar el valor de su derivada en el punto
X, =125, considerando los valores proximos a este cogm 110, x, =120y x, =130
Calcular el error absoluto, si consideramos gu@.25) = 2.627331556.. .

Solucién:

Generalmente este método se emplea cuando sdai@mecion en su forma tabular,
nosotros la ejemplificaremos empleando la formditiceade la funcion, pero los puntos no
son equidistantes

y (125 = y (110) 2x125-120-130 +y (120 2%x125-110-130
(110- 120)(110- 130 (120- 110)(120-130)
+yag 2X125-110-120 _, 00, )

(130- 110)(L30- 120)
Como conocemos el valor real el error sera

£=]262733-26321}=0.00478= 478x10°°



EJEMPLO

La siguiente tabla muestra la velocidad de un stetlien diferentes tiempos, medidos
mediante un radar laser:

t (hora) | 00] 05 | 1.0 | 15] 20| 25| 3.0 35

velocidad| (km/h) | 0.00| 23.48| 18.25| 15.23| 19.25| 25.00| 28.00| 33.00

Calcular la aceleracion at = 3.5.

Solucién:

Como 3.5 es el ultimo valor de la tabla, los dams equidistantes, usaremos la expresion
para la derivada en= x;, conh =0 .5.

n 0 1 2

t (hora) | 2.5 3.0 3.5

velocidad| (km/h) | 25.00| 28.00| 33.00

Es decir:

1

A05)

Como no tenemos la forma analitica de la funciopaaemos estimar el error.

a(x,)=a (35)= (2500~ 42800) + 33300)) = 12km/ h?



EJEMPLO

Un automdvil frena al llegar a un crucero. En ugnte tabla se muestran, los valores de
velocidad para diferentes tiempos. Calcula la aaeién para los instantest = 6 seg. y t =

12 seg.
n n t (seg.) | v(m/s)
0 3 4.96
0 1 6 3.19
1 2 9 2.45
2 12 1.63

Para poder usar las expresiones de derivaciongrado dos, debemos descomponer el
ejercicio en dos partes, primero calculamos laeaaeion para = 6, asignando valores
parax, como se muestra en la tabla, sabemos que lasédpneara la derivada en= x;

tiene menor error, entonces:

1

a(x)=a6)= 0 (- 496+ 245) = -0418n/ s?

Ahora calculamos la aceleracion paral2:

12 es el ultimo valor de la tabla, la Unica expnegiosible de usar es lade x;

1

a(x,)=y@d= 2(3)(3.19— 4245)+ 3163) = -0287m/ s




Integracion Numeérica por el método de trapecio

En ciencias e ingenieria se presentan con frecaientggrales cuya solucion analitica es
dificil de encontrar o no existe. En estos casodepms hacer uso de los métodos
numéricos. Los métodos numéricos permiten realiarintegracion de funciones
expresadas en forma analitica o tabular.

Ahora estudiaremos los métodos de integracion, eamg por el método délapecio o

trapezoide,que se obtiene a partir de los polinomios de Laggan



Método del Trapecio.

Consideremos la siguiente integral definida:

X
J- f(X)dx
% .

Representada en la siguiente figura:

¥

0 Xg X3 X
Sabemos que:
f() =R.(X) +&(x).
DondeP,(x) es el polinomio interpolente de Lagrange de gmagos(x) es el término de
error
Construyamos ahora el polinomio interpolante dengwr grado de Lagrange que
pasa por los puntogo Yo), (X1, Y1):

= X_
P = Lyy+ 0y,
Xo =% X =X
por lo tanto:
(=2 byt 20y (X,
Xo =% X~ %
Sabemos que:
f"(e
209 = x=x)x-x); 0 x]

Entonces:



X X _ _
f(xdx= (X Xy + X% yl+g(x)]dx
o PREECRE R T

Consideremos Unicamente los términos corresporgdieat polinomio interpolante de

Lagrange:
f(x)dx~ . yo . ylldx
X =%
o0 bien:
X Y Y
I f(x)dx=J (X_Xiyojdw I (X_XO yljdx
% x V0 TR x V8T %
e igual a:
X X,
j f(xX)dx = J‘ (x = x)dx + J‘ (X = Xg)dx
X0 Xg = Xq ¥ X; ~ X

Integrando y evaluando el lado derecho de la e@éoanierior tenemos:

_ yo(Xo - X]_) + yl(Xl - Xo)
2 2

X
j f(x)dx =
Xo
agrupando

X
[ 00dx= g -x o0
XO 2

El lado derecho de la igualdad es igual al arédrapezoide que se muestra en sa

siguiente figura:




Para determinar el error en esta integral debemegrar el término de error del

polinomio interpolante de Lagrange, es decir:

Xn
E= je(x)dx
Xo

donde E es el error en la integral, de forma que:

£ = [0 (x-x)(x- x)ax
%o !

integrando por partes, esto es:

= F'@
2

@) - x)x=x) T (x=%)° "
2

2 | 6 |

X
I L (x= %) (x - x)dx =
XO XZ XZ

evaluando y haciendo= (x; — X)), tenemos:

_ th"(f)
12

E=

Por lo tanto, el valor de la integral es:

3 n
Vit 4 hf (X)‘
2 12 ‘

X
j f(x)dx = h
Xo

Esta es la expresion del método del trapecio parsolo intervalo. Veamos ahora
gue sucede cuando el intervalo de integracionddgi@dido en varios subintervalos.

Si ahora consideramos la integral:

Xn
J. f(X)dx .
X

Donde el intervalgx,, X;] se divide en varios subintervalos como se muestria

figura siguiente:



o hien,

Xq i=n-1
J- fOgax= Y g =) 1

X0 i=0

Y el error de la integral es la suma de los errdedsdos a cada intervalo, es decir:
X, i=n-1 v 4 i=n-1 £()
Yi
I 19dx= ) (a1 =) LA D (g -3
XO i=0 2 i=0 12

Esta es la expresibn mas general del método dedi@ Si no se cuenta con la

forma analitica d§x) y solo se tiene una tabla de valores de ella.



Ejemplo

Calcula la integral de la siguiente funcion tabular

X y
0 0.7
0.2 0.74
0.3 0.79
0.6 1.06
0.7 1.19
0.9 1.51
1 1.7

Solucién:
Como los puntos no son equidistantes, usaremogpfagon:

i=n-1

Xn . 3
j f(9dx= > (m—my'*l;y'

Xo i=0
Como no conocemos la forma analitica de la funni@oalcularemos el error.

Parai = 0, tenemos:

(% - %) Vit Yo — (0.2_0)(0.74+ 0.7) — 0144
2 2
Parai = 1, tenemos:
(x, —x) BT ; Yo - (03-02){979+ 074 _ 5765
Construyamos la siguiente tabla:
X y
0 0.7
0.2 0.74 0.1440
0.3 0.79 0.0765
0.6 1.06 0.2775
0.7 1.19 0.1125
0.9 1.51 0.2700
1 1.7 0.1605

Sumando la columna de la derecha, tenemos:



XI'l
J‘ f(xdx = (0.1440+ 00765+ 02775+ 1125+ 02700+ 0.1605) = 1.041
Xo

Si ademas los puntos son equidistantes, podenfiog de= X.; - %, con lo que la

expresion se convierte en:

Xn i=n-1 Viut + ¥
f(x)dx = ARARCS
[IREZED I

Xo i=0

0 bien

Xn Yo Yn n-1 h n-1
f(dx=hl 2+ + Dy | =—| yg+y, +22y
Xo 2 2 =1 2 i=1

En este caso no es posible evaluar el error yadgeeonocemos el valor de la segunda

derivada.



Ejemplo

Calcula la integral de la siguiente funcion tabular

O oo ~NOO”OULDS, WNPEFEOX
N
[¢)]

100
10 121

Solucion:

Como los puntos son equidistantes, Calculamoslet dah = 1, usaremos la expresion:
Xn n-1 h n-1
Yo | Y —
J. f(9dx = h(+”+ Zyij —(yo+ Y "'ZZYi)
Xo 2 2 =1 2 i=1
Sustituyendo

Xn
J. f(X)dx =f(1+ 121+ 2(1+ 4+9+16+25+36+49+ 64+ 81+100+121)) = 4445
Xo 2



Si conocemos la expresion analitica dix), el método del trapecio puede ser
aplicado como sigue:

b

f(X)dx =
a

Seleccionamos el valor de= (b-a)/n,de manera que los puntos sean equidistantes.

Tabulamos la funcion en pasoshj@plicamos el método como en el ejemplo anterior.



Calcula la integral de la siguiente:

Solucion:

Seah = (2 — 1)/10 = 0.1, construimos la siguiente tabla

Aplicamos la expresion:

Xo

O©CoOoO~NOOOUIL A~ WNEOS

=
o

X
1
11
1.2
1.3
14
15
1.6
1.7
1.8
1.9
2

Podemos construir la tabla siguiente:

OO ~NOUlh~ WNPEOS

X
1
11
1.2
1.3
1.4
15
1.6
1.7
1.8
1.9

y=1/x
1

0.90909091
0.83333333
0.76923077
0.71428571
0.66666667

0.625
0.58823529
0.55555556
0.52631579

0.5

2

Factor
x 1
x 2
x 2
x 2
x 2
x 2
X 2
x 2
x 2
x 2

n-1

Xn Yo Yn -l h
f(x)dx = h ;+;+Zyi =—| yo+yn+22 Y
i=1

i=1

1.8182
1.6666
1.5384
1.4286
1.3334
1.25
1.1764
1.1112
1.0526

)



10 2 0.5 x 1 0.5
Suma= 13.8754

*n 0.1
f(Xdx=—— (128754) = 0.6938
Xo 2

Ahora calculemos el error de la integral, para deajgecio esta dado por:

h*t"(£)
12

E=

Se construyeron 10 trapecios, por lo que el erdadntegral sera:

3
=1#0.1 2

0L 2
12 & g

=10-— - =0.0017
12 1

h3
E=10—f"
#12 6)

Recordemos quél (1, 2), y es tal quB () debe ser maxima, entondes 1.
Por lo tanto:

29
J- —dx = 0.6938+ 0017
1 X

Del curso previo de calculo integral sabemos que:

21
j —dx = Ln(2) = 0.6931
1 X

Valor que se encuentra en el intervalo hallado migasente.



El método de Trapecio puede aplicarse de manerativig, para ello consideremos
solamente los extremos del intervalo de integragrdmaciendo h = x— X%, el valor de la
integral es:

X f h f h
J‘ F()dx= h (X, +h) + (XO):*(f(XO'Fh)"‘f(XO))
Xo 2 2

Consideremos a este resultado como una primexiggcion del valor de la
integral y le llamaremosg |
Asi
h
I, :2(f(x0 +h) + f(xo))

gue corresponde al area del trapecio, en la figigiaente:

¥

si ahora dividimos el intervalo de integraciones dobintervalosxg, X + h/2) y (xo + h/2,
x1); por lo que la integral serd aproximadamenteligu suma de las areas de los dos

trapecios mostrados en la siguiente figura.

¥

Esto es:



X1 h h h h
I f(X)dX:(f(XO +h) + f(Xo +))+(f(x0 +—)+ f(Xo)j
Xo 4 2 4 2

O bhien:

h h
(f(x0 +h) +2f(x, +E)+ f(xo))

X1
j f(x)dx=
XO 4

A este resultado lo denominamesyles una segunda aproximacion al valor de la iateg
Asi

4 2\ 2

_1 h
2 2

Si ahora dividimos nuevamente los subintervalb&grmemos la siguiente gréfica:

_h h _1(nh h
|2—f f(x0+h)+2f(x0+5)+f(x0) = (f(x0+h)+f(x0))+hf(x0+2)

O bien:

¥

(%g0 Yo) y=ix)

; (%) Kyl

I ¥
I 1 '
| i i

X X

|
I
I
L}
I
o xg ._.g xg+ W2
-
xﬁ

xo+3ﬁ-"4‘... N

Asi el valor de la integral esta dado por:

J‘le(x)dxzh f(x, +h)+2f(x +D)+2f(x +D)+2f(x +ih)+f(x)
Xo 8 0 0 4 0 2 0 4 0

XO 2

X 1 h h 3h
=|. =" + n 3n
J, fooax=1, Z[IZ 2(f(x0+4>+f(x0+4)ﬂ

Xq _1fh h h 3h
I fO)dx=—| —| f(x, +h)+2f(x, + )+ f(x,)+2f(x, + ) +2f(x, +—)
4 2 4 4



Si subdividimos nuevamente el intervalo de inteigra el valor de la integral sera

aproximado por:

. ~ 1 h h 3h 5h 7h
j fOgdx=1, :2|:|3 +4(f(xo AR ORI R ORI +8)ﬂ

Xo
Ahora podemos establecer una férmula de recuaenci
2k -1_

1

|- , (2i+Dh
k+1 =

)

Como en todos los métodos numéricos, podemos astinerror al evaluar la
integral usando la expresion:
[ ler - el <€
De esta manera podemos iterar hasta hallar et d@da integral con un error

determinado previamente.



Calcula la integral de la siguiente:

Solucién:
Seah=(2-1)

Calculando la primera iteracion:

h 1/1 1
[, =—(fx +h)+ f =—| =+~ =0.7500
S UCSLERIES) 2(2 J

La segunda iteracion es:

|2:1(|1+hf(x0+h)):1 0.7500+1 2| |=0.7083
2 2 2 3

|0.7083 — 0.7500= 0.4167

El error es:

Ahora podemos tabular las iteraciones:

n | e

1 0.75

2 0.7083 0.0417
3 0.697 0.0113
4 0.6941 0.0029
5 0.6934 0.0007
6 0.6932 0.0002
7 0.6932 <19

2
J' L ix=0.6932+ 0.0001
1 X



Conclusion:

El método de trapecio es un método muy versatposgble aplicarlo a conjunto de puntos,
a funciones analiticas tanto en forma tabular cienativo.
No importa el nUmero de puntos en el intervalondegracion.

Es aplicable a puntos equidistantes y no equidisan



Regla de Simpson 1/3.

El método de integracién de Simpson, parte dexapay a una funcién por el
polinomio interpolante de Lagrange, de grado ddsra deduciremos las expresiones para
este método de integracion, para ello escribimgmkihomio de interpolante de Lagrange
que pasa por tres puntos de una funéf®)) cuyas abscisas son equidistant@syp), (X,

y1), (X2, ¥2), COMO se muestra en la siguiente figura.

Y
xl] !Fl]
|
| X1: ¥ Xz, ¥z
| |
| | |
I I — X
o Xy Xa

Figura 1. Regla de Simpson aplicada a tres
puntos.

Sabemos que:

F() = B(Y +&(¥ 1)

Donde P,(x) es el polinomio interpolante de Lagrange que pamal@s tres puntos,

sabemos que el polinomio esta dado por:

B(x (X = %)(x= %) . (X = %)(x= %) . (X = %)(x= %) @
X) =
20T - 06 - %) T 08 %) O~ ) = %)
dondey; =f(x) y &X) es el error entre la funcién y el polinomio ip@ante:
(n+1)
£09 =) ()= x)(x %) 3)

(n+1)!



dondeg [ [Xo, X2].

Ahora calculemos la integral:

% %
J‘f(x)dx: J (P, () +£()dx (4)
XO X0

La integral del lado derecho podemos resolverlaccdos integrales independientes, por lo

gue empezaremos con:

X2

P, (Xdx (5)
E igual a
X2 X2 X
(X=x)(X=%) | 4 (X=%)(X=%) 4 X=X%)(X=%) 4 (6
6= x)06 - 1) P71 6= x005 - %) 27 0 —x0) - %) 2 @
X0 X0 X0

Pero recordemos que los puntos son equidistargedgairx, - X; = X1 - Xp igualando esta
diferencia &, la primera integral en (6) se reduce a:

X XZ X

LE00) g | OO s o osgeesgiax ()
2h

(% = %)% =%) © (=h)(=2h)

Resolviendo por partes:
X2

Yo

(X = %) (X = %, )dx (8)
2h?

X0

sea u=(X-x1) Yy dv=(X-X)dx



_ 2
entonces du=dx y v= (x=%)"

2
tenemos:
Xy B . Xy B
2
- — 2 _ 2
L (X_ Xl)(x_ XZ)dX: yO (X Xl)(x X2) ‘ _ (X X2) dX (9)
2h2 2h2 2 ‘ 2
X9 L 0 X0 i
o bien:
2 X X
X =% )(X = X,)? X = X
LOZ (X _ Xl)(X _ Xz)dX - y02 ( Xl)(2 2) _ ( 6 2) (10)
2h 2h | |
X0 )

evaluando en los limites de integracion:

X2 X2

X2
—_ _ 2 _ 2
Yo [ oo sge % | 60000 | oy
2h? 2h2 2 ‘ 2

X
0 g

_ Yo || (o= X)(% = %)* _ (= %) (11)
oh2 2 6

X0

Comoxz - X1 =X - X0 = h, la integral se reduce a:

X2

Yo f (x-x)(x = x)dx= y°2 [[o - (_h)(_Zh)ZJ —(o —(_Zh)sﬂ (12)
2h

2h2 2 6
X0

Simplificando:



X2

3

Yo b (x=x)(x=x,)dx= Yo | 203 - &
2h? 2h? 6

)

reduciendo:
X2
o N (x-x)(x - )ax= 2
2h? 3

X0

}

Ahora resolvemos de igual manera la segunda iritdgria ecuacion (6)

X2

(% = %) (% = %) -n2| 3

(= X)X=%) o Y {-w}w

X0

Y finalmente la tercera integral en (6) es:

X2

(x=%)(x=%) oo Vo[ 20|y,
(e =%)0=%) © op2( 3 3

)
Sumando (14), (15) y (16) tenemos:

)

h
P,(X)dx = g(yo +ay, +Y,)

por lo tanto

)
h
9k = (¥o + 4y1 + 2) + E(9)

0

dondeE(x) es el error al integrar numéricamente.

3

(13)

(14)

(15)

(16)

(14)

(15)



Si ahora consideramos cinco puntos de la mismeidarequidistantesx§, o), (X1,
y1), (X2, ¥2), equidistantesxg, ys), (X4, Ya), cuyas ordenadas equidistan, como se muestra en

la figura 2.

Figura 2. Regla de Simpson aplicada a 5
puntos

Ahora calculamos la integral desdehastaxs, para ello utilizamos la expresion (14)

pero la aplicamos primero dgax, y después desde hastaxs.

h h
(9= (v + 4y, + v ) + 2 (v, + 4y, +v.) (16)

el signo= es usado por que aun no consideramos el val@rael Como las cinco abscisas
son equidistantels es la misma para cada término del lado dereclaermpos agrupar de la
siguiente forma.

*s

h h
9= 2 (Yo + 4%+ Yo+ yo + 4+ va) = 2 (Yo + 4001+ ¥5) + 2, + V) (17)

X
Ahora podemos aplicar repetidas veces la exprddidnpara obtener la integral de una
funcién, siempre que el nimero de puntos sea inm@&eMos que los extremos se suman

una sola vez, mientras que las ordenadas con ipdicge suman dos veces Yy las ordenadas



de indice impar se suman cuatro veces, asi quepard puntos el valor de la integral se
obtiene como sigue:

*on

h n n-1
f(Qdx = 3(3/0 + 4% Yoia * 221 Yo Yan (18)



Andlisis de error para la regla de Simpson 1/3.

A primera vista podemos pensar que el error emtiegral por el método de

Simpson es simplemente la integral del error dihpmio de Lagrange.

X2
E(x) = § &(Xdx (29)

X0
Pero esta integral se anula, dando una estimas@mrecta del error en la integral. Para
estimar el error cometido al integrar numeéricameietgarrollemos en serie de Taylp)

al rededor dey:

(X1) (X1)

F(X) = ) + £/ ()) (% =X) +— 2 (% = %)%+ (%= %)°
0 gt (20)
También desarrollemos en serie de Tai{x) al rededor de;:
) = 109+ 100006 =)+ 0 0 -2+ T 08 i,y
fiV
+ 4(|X1) (%, —x1)4+... (21)
o bien.
F(%) =Yy =¥, - yih + 2% yl h2 W W ey (22)
3 4
y
f(X2)=y2=y1+yih+§h2+%h3+%h4+m (23)

dondey’; =f(x;), y”i =f'(x; ), etc.
Sustituyendo (23) y (22) en (14) tenemos:



)

w3 e

_ y.h”  yh
P,(Xdx = 2y.h + + 1
% (X)dx Y1 3 36

0

Por otro lado desarrollemos en serie de Ta{iQr

( )

() =y + ¥ () x = %) + 7

Si ahora integramos sobre el intervplg x;] tenemos:

X2

f(XYdx=

X2

(x-%) +y1<x x) +y1 (x=%)*

(24)

(25)

(y1+yx1(x—x1)+y2!xl(x—x1)2+§(x—x1)3+ﬁ(x—x1)“jdx (26)

X0
Evaluando, agrupando y reduciendo:
Xy
h° yl h5y1
f(Xdx = 2h
(X¥dx Y+ 3 t— 60
X
Restando ahora (23) de (26):

X2 X2
f(xdx— § R(Xdx=E

X0 X0

o bien:

3 60 3

\% 5
E=[2hy1+hyl+hylj [Zhyl hy1+hy1

Simplificando:

_ y::.v h5
90

36

J

(27)

(29)

(30)



Si ahora aplicamos la regla de Simpsan+al puntos, donde es un numero par,
tenemom intervalos, debemos aplicaf2 veces la expresion 15, por lo que los errores de
cada aplicacion deben sumarse para obtener eltetahresto es:

_ny"(@r
2 90

E= 31]

dondef es un punto en el intervalo de integraciog! () = V().
El error se anula si la funcion a integrar es umpmio de grado menor o igual a 3.
Por otro lado, los valores they n estan relacionados con el intervalo de integracion

Sed[a, b] el intervalo de integracion, entonces podemosiaharn y h como sigue:

donden debe ser un nimero par.
Ahora despejamos de (32) y la sustituimos en (31) para el errosilguiente

expresion:

. _b-ay"(Or __(b-ay*@n’ (33)
2h 90 180

Ahora podemos escribir la ecuacién (18) como sigue

*on

h n n-1
(3= Yo + 45,32+ 25y, + v, | E (34)

*on

n n- _ iv 4
f(x)dxzh(yo +4y yzi—1+221y2i +y2nj_ (0 =%)y" (SN (35)
3 i=1 i=1 180

X
Donde el intervalo de integracion [eg, Xr .

Como las expresiones (22), (23), y (25) no sorctasapues las series de Taylor son
infinitas y en el desarrollo que hicimos so6lo cdesamos algunos términos, la expresion
(35) no puede ser exacta. Pero la expresion (33)nascota para el error cuangdo
escogemos de tal manera d¥%€) es maxima, entonces decimos que el valor detdgrial

esta dado por la siguiente ecuacion:



*on

n n-: _ iv 4
T B T (36)
i=1 i=1

0

Donde las barras indican valor absoluto.



Ventajas y desventajas.

Se obtiene mejores resultados que con el métodoageicio.

Se aplica a funciones analiticas y tabulares.

La desventaja que presenta la regla de Simpsomr4dje el nimero total de subintervalos

sobre los que se integra siempre debe ser par.



Ejemplo.

Calcular la siguiente integral definida.

Solucién:

Tomemosn = 10, que es un namero par, entoncegieda determinada por la expresion
(32)

Ahora tabulamos la funcién para construir la sigtegabla

i X Vi
0 1 1
1 1.1 0.90909091L
2 1.2 0.8333333B
3 1.3 0.7692307|/
4 14 0.7142857L
5 15 0.6666666|/
6 1.6 0.625
7 1.7 0.5882352p
8 1.8 0.5555555pb
9 1.9 0.5263157P
10 2 0.5
Entonces
fo)':( = 03;1[1+ 4(0.9090909% 0.7692307 7 06666667 .58823529 52631579+

2( 0.8333333+ 07142857t .0625 . 0555555%56 ] (-50.69315023

Ahora calculamos el error con la expresion (330, fax) = 24>, b=2ya=1y& =1ya

quef' (1) es maxima en el intervalo de integracion.



_(2-124¢” 50.14\

E =1.3333x10°
180 ‘

Entonces el valor de la integral es:

2

dx
— = 0.61315023+ 13333 10

X
1
Es decir que el resultado numérico tiene un eslativo menor a 0.00002.
Sabemos que el resultado analitico de la integrdin€) = 0.61314718, valor que esta

contenido en el intervalo determinado por la relgl&impsoril/3.



Ejemplo.

En el laboratorio se midid la presion ejercida salm pistén al comprimir el volumen de
gas contenido en su cilindro, y los valores medgiencuentran en la siguiente tabla.

Volumen (cm®)| Presién (mmHg)
3 81.6666667
2.5 98
2 122.5
1.5 163.333333
1 245

Hallar el trabajo realizado al comprimir el gas.

Solucién:

Sabemos que el trabajo esta dado por:

W =—JV‘ pdv

Vo
dondevp = 3,v = 1, de la tabla se obtiene el valor e 0.5, no conocemos la forma
analitica dep(v), la presiéon como funcion del volumen, pero tengemaofuncion en forma

tabular, entonces:
- [ pdv= —03'5 [8166667+ 498+163333)+2(1225) + 245 = ~2695mmHgEnT
Vo

El signo negativo indica que se hace trabajo sebsestema. En este ejercicio no podemos
estimar el error de la integral por no conoceplanfa analitica de la presion como funcién

del volumen.



Conclusion.

El método de Simpsonl/3 es muy eficiente, apliclureciones analiticas y funciones
tabulares, entrega resultados con mayor precisi@ ef método del trapecio, con la

limitante de que el nimero total de puntos debéngear, desdey, hastax,,



Regla de Simpson 3/8.

Al igual que el método del trapecio y la regla Sienpson 1/3, el método de
integracion de Simpson 3/8, parte de aproximaraafuncion por el polinomio interpolante
de Lagrange, pero ahora de grado tres, es decir sgugequieren cuatro puntos.
Deduciremos las expresiones para este meétodo dgracion, para ello escribimos el
polinomio de interpolante de Lagrange que pasacpatro puntos de una funcid(x),
cuyas abscisas son equidistantes \), (X1, Y1), (X2, V2), (X3, ¥3), COMO se muestra en la

siguiente figura.

X3,°3)
(v (202) (3 73

Sabemos que:
f(x) =R(x) +&(x) 1)

DondePs(x) es el polinomio interpolante de Lagrange que pas&yatro puntos, sabemos

que el polinomio esta dado por:

(X= %) (X = X%) (X = X5) + (X= %) (X=X ) (X = X5) +

R(x) = 0 1
(% = %) (% = %) (% = %3) (4 = %) (% = %) (% =~ %5) )
(X)X )X=%) L (X X)(X=X)(x=%)
0% =%)06 =X (% =%) ** (% =X) (% =X)(% =)
dondey; =f(x) y &X) es el error entre la funcion y el polinomio ip@ante:
(n+1)
£09 =) () (xx) (x= 1) (x x) 3)

(n+1)!



dondeg [ [Xo, X3].

Ahora calculemos la integral:

Xg Xg
J‘f(x)dx: j (By(X) + £(X))dx (4)
X0 X

El lado derecho podemos repararlo en dos integiradiependientes, como lo hicimos en el

caso de Simpson 1/3, por lo que empezaremos con:

X3

Py (X)dx (5)
X0
E igual a
P,(X) = (X=X)(X=X,)(X— X;) (X X0 ) (X = X,)(X = X3)
0 = ) (% — 1) = Xa) 0 (0 = %) (% — %)%~ X5)
(X=X (X=X)(X=%) . (X= %) (X=%)(X= %)

(Xz - Xo)(xz - Xl)(xz - Xs) ( Xo)(x3 Xl)(xs Xz)

X3

Pdx = (X=X) (X=X, ) (X — X3) yodx + (X=X ) (X=X, ) (X — X3) y,x
(X0 = %) (% = %) (% = X5) (% = %) (% = %) (% = X3)
° 6)

X3

(=xxm)xx) | xexemex)
(X2 = %) (% = %) (%, = %) ? (X3 = %) (X3 = %) (X5 = %)

X0 X0

+ y;dx

Pero recordemos que los puntos son equidistarngede@rxs — X = X2 - X3 = X3 - Xo

igualando esta diferenciahala primera integral en (6) se reduce a:



X3 X3 X3

(=) =%)(x=%) o | K E=)(%) Y b e ek )
J.(xo—xl)(xo—xz)(xo—xa) Yo I (a3 o GhSI(X X)X =) (X~ X;)dx

X0 X0 X0

X3

ot | 00 = ®)
sea U=(X-X) Yy dv=(X-X) (X—Xxg) dx

XS
entonces du = dx y v= j(x— X, ) (X = %g)dx (8a)

X

Para resolver la integral 8a, tomenups: (X —X2) Yy dvi = (X —X3) dX

_ (x= X3)°

entonces  du; =dx y v )

Entonces la integral 8a, es:

3 3
X3

(X=X%)(X=%)?| (X‘sz)zdx

V= (X=X,)(X—Xg)dx =

O bien:

(X=%)(X= %)% _ (Xx=%)*|

V= (X=X)(X—Xg)dx = 2 ‘ 5 ‘

X X0 X0

Sustituyendo en 8, tenemos:



X (X=X %) (X=%)" _ (x=X)(x=%)° _ |
p 2 6
“ Yo b (k= x) (- ) (x—x)dx = - Yo 2 2 )
6h® (X=X (X = %) (X~ X5)dX 6h3 j(x‘xz)(x‘&)zdx+J‘(X_X3)3 dx
> 2 6
L X %o _

Auln nos faltan dos integrales por resolver parartehresultado de la integral en (8), la

segunda es directa, asi que resolveremos la primera

X3
_ _ 2
J-(X X2)(2X X3) dX (8b)
Xo
. (X—X,)?
Para resolver la integral 8b, tomemps (X —X) y dv, =32 dv, = (X —Xg) dX
(X=%,)°
entonces  dup =dx y v, = T3
Entonces:
X3 X3
J' (X=%)(x=%)?  _ (X=X)(x= %)’ _ J' (x=%)°
2 6 6
Xo Xo

Sustituyendo estos resultados en (9), tenemos:
( (X=X (X = X)(X= %) _ (x=%)(x=%)* _
Yo 2 6 -
6h’ (X=X%)(Xx=%)° | (x=x)* | (x=%)*
6 24 24

_ Yo

6h? (X=%)(X =%, ) (X = Xg)dx = =

F (X=X)(X= X)X~ %5)? _ (x=x)(x=%)° |
IRVN [P ) 2 6 _
on | ORI (x=3)x=%)° , (x=35)'
6 12 X,

)
Evaluando tenemos:



X3

o N (x= )X X, (X~ X, )ik = —%{0—((—h)(—2h) o _ gy C307_ gy 307, W‘ﬂ _

6h® 6h® 2 6 6 12

Reduciendo, tenemos el valor de la integral
X3

@©): —% (X =) (X = %) (X = X5 )dx = —(;:103[— on* +

)

gh“ —%h" +§h4
6 6 12

__ Yo |_27,4|__3
6h®| 72 8
Procediendo de la misma manera para las tres asgrestantes en (6), tenemos:
3

3hy, , Shy,  Shy,  3h 3h
Pydx = 8y0 + 8y1 + 8y2 + 8y3 = E[yO +3y, +3Y, + Y| (10)

)
por lo tanto
*2

3h
fOode="3 (vo 3%, +3y; + s) (11)

)
Si ahora consideramos siete puntos de la mismadiurequidistantesxq, Yo), (X1,
Y1), (X2; Y2), (Xs, ¥a3), equidistantesxg, ya), (Xs, ¥s), (X, Ye) Cuyas ordenadas equidistan, como

se muestra en la figura 2.

¥l

@ v) (xs,p3) (x5,vs)
(X2,2) (X4, v4)




Ahora calculamos la integral desdehastaxs, para ello utilizamos la expresion (10)
pero la aplicamos primero dgaxs y después desde hastaxs.

X6
3h 3h (12)
F(x =" (¥ + 3, +3y; * v ) + 7 (v + 3ya + 3% + o)

X
el signo= es usado por que aun no consideramos el valarael Como las siete abscisas
son equidistantels es la misma para cada término del lado dereclhaermpos agrupar de la

siguiente forma.

%6
3h
FOodk =21 (%o 303 * Ya) * 302 * ¥6) + 295 + o) (13)

X0
Ahora podemos aplicar repetidas veces la exprgdi8npara obtener la integral de una
funcidn sobre el intervalo, xsn), el nimero total de puntos siempre debe ser flaaa
3n +1, notemos que los extremos se suman una solanreatras que las ordenadas con
indice multiplo de tres se suman dos veces Yy ldsnadas restantes se suman tres veces,
asi que parar8+1 puntos el valor de la integral se obtiene comoes

X3n
3h n n-1
f(X)dx = 8()/0 + 32‘1()/3‘—2 + y3i—l) + Zgiyai + y3nj (14)

)



El error en el método de Simpson 3/8.

Como en los métodos de trapecio y Simpson 1/3ref E(x) de la integral numérica, es la

integral del error del polinomio interpolante degtange, asi

n+1) ¢

n+1) .
E(X) = j £(x)dx = j ) xo)(x—xi)(x—xz)(x—xg)=—8?;h5f'“(f) (15)

dondeZ es un punto en el intervalo de integracién, doif(@ es maxima. Este error se

comete cada vez que se aplica el método. Si appie@imétodm veces, el error sera

E(x) = h5f "(£)
Peron y h estan relacionadas a través de:
h= Xn — %o
3n
Entonces:
n= X3n - XO
3h
Sustituyendo:
3 iv 3(X _XO) 5¢iv (X _XO) 4 ¢iv
E(x) =|—nh°f = A S0 =R S0 W f
(09 =1goM 1) =lg5™ 50 80 ©)
Por lo que el valor de la integral es:
X3n
3h n n-1 - v
0= 3o #3510 # 92 2)+ 28 s + v J2 g (16)




Ventajas y desventajas.

Se obtiene mejores resultados que con el métodoagheicio y la Regla de Simpson 1/3.
Se aplica a funciones analiticas y tabulares.
Se puede combinar con otros métodos de integracion.

Se puede aplicar a funciones de mas de una variable

La desventaja que presenta la regla de Simpsoe8/fJe el nimero total de subintervalos

sobre los que se integra siempre debe ser muttgptoes.



Ejemplo.

Calcular la siguiente integral definida.

Solucion:
Como se requierenn3subintervalos, el nimero de puntos debe ser derfaa 3 + 1,
tomemos = 3. Por lo tanto:
b-a_2-1_1

h=——=—"-=-"=011111
3n 33 9
Lo que nos da 10 subintervaltshulamos la funcion:

n X f(x)=1/x factor
0 1 1.00000 x 1 1.00000
1 1.11111 0.90000 x 3 2.70000
2 1.22222 0.81818 x 3 2.45454
3 1.33333 0.75000 X 2 1.50000
4 1.44444 0.69230 x 3 2.07690
5 1.55555 0.64285 x 3 1.92855
6 1.66666 0.60000 X 2 1.20000
7 1.77777 0.56250 x 3 1.68750
8 1.88888 0.52941 x 3 1.58823
9 2 0.50000 x 1 0.50000

SUMA=  16.63572

Multiplicamos lasy; por el factor indicado en la expresion (15):

X3n
3h n n-1
f (x)dx = 8(3/0 + 321(3/34—2 + Y3i—1) + ZZlYa + Y3n)

)
Realizamos la suma y sustituimos en la ecuacion (15
X3n

1)
f (X)dx = 79(16.63573 = 2—14 (1663572 = 0.69315

)
El resultado es 0.69315.



Ahora el error, con respecto al vagxacto de In(2), es:
|0.69315-0.693147| = 2.82 x40
y el error de la integral es:

@thiV

i(b_a) h5fiV
80

80 3h

($)

($)

2187

(2-1) [1j“24
80 (9) ¢&°

Entonces el valor de la integral, usando el mét®l8impson 3/8 es:

1 (L= 0.00005.

2

o _ 0.69315+ 0.00005
X

1

El valor real se encuentra dentro del intervalo praporciona el método.



Ejemplo.

Tenemos un alambre con la forma que se muest@afeguta:

Y

Al hacerlo girar en torno al eje de simetria, garéeruna superficie con simetria de
revolucion, cual sera el volumen contenido en egersicie, si las posiciones de algunos

puntos del alambre se muestran en la siguienta:tabl

X (mm) Y (mm)
0 0

60
94
108
108
100
84
88
108
150

O©Coo~NOaOP~,wWNPE

[
o

Solucién:

Sabemos del curso previo de célculo que el volueséadado por:
V= [ 72 (x) dx

Como se requierenn3subintervalos, el nimero de puntos debe ser derfaa 3 + 1,

tomemom = 3, es decir los primeros 10 puntos. Por lo quwelemen estara dado por:

Y :j'ﬂﬁ (x)zdx+ljpnﬁ (x| dx



Usando la regla de Simpson 3/8 resolveremos lagparmtegral corn = 1, y la segunda

por trapeciotabulamos la funciori(k)[*

k X (mm) Y (mm) \& Factor
0 0 0 0 x1 0
1 1 60 3600 x3 10800
2 2 94 8836 x 3 26508
3 3 108 11664 x 2 23328
4 4 108 11664 x 3 34992
5 5 100 10000 x 3 30000
6 6 90 8100 x2 16200
7 7 84 7056 x 3 21168
8 8 88 7744 x 3 23232
3n=9 9 108 11664 x 1 11664
SUMA= 197892
10 10 150 22500

Multiplicamos lasy; por el factor indicado en la expresion (15):

X3n
3h n n-1
f(X)dx = 8()’0 +3_Zl(y3i—2 + y3i—l)+ Z_Z‘iysi + y3n)
1= i=

X0
Realizamos la suma y sustituimos en la ecuacion (15
Por lo tanto el valor de la integral es:
X3n

f (X)dx = % (197899 = 742095 mm’

Pero falta la integral:

X0

f (x)dx = g(y9 +Yi0) = % (11664+ 22500 =17082mm"

X9

Entonces el volumen buscado es:

10
V = [ 72 (%) dx = 742095 +17082= 912915 mm’
0



Conclusion:

El método de Simpson 3/8 brinda mejor precision dos métodos Vvistos
anteriormente, pero su aplicacion esta limitadagboWimero de puntos, que debe ser de la
forma 3 + 1.

Este método puede combinarse con los anterioresdouao puede aplicarse de manera
directa por no tener subintervalos en un multig®d

Es un método facil de programar.



Cuadratura Gaussiana.

Los meétodos de integracion vistos hasta ahora rpade integrar polinomios
interpolantes de Lagrange de diferentes gradae@s

b n(_ n(_
d~
_[f’x Z Lx - x) _[ x - x)
O bien:

jbydx=§mw =ZO f(x

J-ydx—J- X)dx = IZn;,f (x I

Como aproximamog(x) por un polinomio, la integral de un polinomio tagn es un
polinomio, y un polinomio puede escribirse como goenbinacion lineal de un conjunto
de funciones ortogonales, es decir, {sm @, ..@} €S un conjunto de funciones
ortogonales:

P(=Yaq

Por ejemploun conjunto based} = { x}.

Un método de cuadratura consiste en aproximartégial definida de una funcion.
La cuadratura de Gauss, es una cuadratura que selecciona los puntos alaagion de
manera optima y no en una forma igualmente espactachstruida para dar el resultado de
un polinomio de grador2l o menos, elegibles para los puntog los coeficientesy; para
i=0,..n.

Gauss toma como conjunto ortogonal a los polinondes Legendre que son
ortogonales en el intervalo [-1, 1], y estan dgoms

L= 2”1n! (;jxn” (t2 _1)”

O en forma recursiva:
(2K + 1)L, (1) —KL4 (1)

Lal) = <

ConLo(t) =1 yL,(t) =t.

Haciendok = 1, para obtendr,(t) tenemos:

L., (1) =L,(t) = (2(1) + 1)“(;-1)(?1_ (1) Lo () - (3t 2— 1)




Su propiedad de ortogonalidad es:

-2
fl‘m (t)Ln (t)dt - on+1 a_mn

1
Por lo tanto, el dominio de tal cuadratura es de L.

Tal cuadratura dara resultados precisos solo@peximada por un polinomio dentro del

rango [-1, 1]. Si la funcién puede ser escrita catonde es un polinomio aproximado y
es conocido.

j 't (Ydx= _FN(D g(t)dt = ZOI alt

-1
Debido a ello hay que hacer un cambio de varia@niepntrémosla ecuacion de la recta que
pasa por (1h) y (-1,a):

b-a)
-a= t—(-1
x-a= = T (=)
Reduciendo:
x:b;aa+b+a
Y su derivada es:
Q( _ b-a
dt 2

Entonces:

f(xdx =] f(t)dt = f(x(t)) —dt = f (t+1) +a dt
a 1 1 dt 1 2 2

Por lo tanto:
b 1
b-a b-a
J-af(x)dx —( 5 )J-_lf( ) (t+1) +ajdt
b 1 n
b-a b-a _(b-a
Lf(x)dx-( ) j'[lf( 5 (t+1)+ajdt—( ) jigo w; f(x(t;))

Donde lag; son las raices del polinomio de Legendre, por gjemara el polinomid.(t),
tenemos:




y los pesosy; estan dados por la expresion:

2

" (1_ti2 )an(t|)|2

Encontremos los pesos para las dos raices debpabir_,(t):

2

2

Igual para la rait, tenemosv, = 1.

-efLef [1—9{;(6%)}2

A continuacion se muestra una tabla con las raites pesos para los polinomio de
Legendre de grado O,...,7.

Tabla de pesos y raices para los polinomios dendrgl (t) conn =0,...,7.

Ln(t)

{;

No existe

No existe

0

No existe

NFR|O|S

—_
@
N
I
=

L1
3

Wi=w,=1

e~
X
w
|
@
SN—

0,
+0.774596669241

0.888888888889
0.555555555556

w
o
£
|
w
Q
N
+
L

+ 0.339981043584
+0.861136311594

0.652145154863
0.347854845137

OIROIRINIR|N| LT

(o))
“
|
\‘
2
+
[ —
2

0
+ 0.538469310106
+ 0.906179845939

0.568888888889
0.478628670499
0.236926885056

1

T (231° -318° +105? -5)

+0.238619186083
*+0.661209386466
+ 0.932469514203

0.467913934573
0.360761573048
0.171324492379

1

" (4297 -693° +3553° - 35)

0

+ 0.405845151377
+0.741531185599
+ 0.949107912343

0.417959183673
0.381830050505
0.279705391489
0.129484966169

Nota que no existap, por lo que nuestra integral sera calculada con:

i

f(x)dx =(

Donde el contadarempieza en 1.

b -
2

n
ajz w f(x(t,))
i=1




Ventajas y desventajas

La cuadratura Gaussiana brinda mayor precisionlapienétodos de trapecio y Simpson,
pero en ocasiones es necesario utilizar polinomimdyor grado para alcanzarla.

No se puede aplicar a datos discretos.

Se requiere conocer las raices y los pesos pamlo®mios interpolantes de Lagrange.
Usar un polinomio de mayor grado, no garantiza najecision.

No es posible estimar el error sin conocer el tadolexacto.



Ejemplo.

Usando cuadratura Gaussiana evalla la siguiergrait
_2

15
1 -x°
J- e % dx
\ 27T J1

Solucion:
Usando la siguiente expresion con n = 2.

b n
b_
J- f(X)dx =( , aiji f(x(t; )
i=1

a

Con

b-a
t+)+a
5 (t+1)

x(t) =

Tenemos:

15
15-1
J-lf(x)dx=( . )(Mf(X(t1))+sz(X(t2)))

Como vimoswv; =w, = 1 yt, =+——, entonces:

wl+

(o)’ Ryl
1 b-a (2t2++aJ (2t2++a) —

1 15 =2
— e?dx=— e +e
@J‘l Jom 2

Como los pesos son iguales a 1, solo sustituyaasmices:

Lo L A

2 2 -

1 15 2
—— | e?dx=-—+—"|e +e =
@.“1 Jom 4

Evaluando:

1 (15 2
—— e?dx=—— +e =
ETJ; Jorm 4 J2n 4

_ 2 - 2
1 l(e aovmsl? -{uiosoon3 J 1 (0,3782921+ 0.54267498j



Reduciendo:

1

1 15 -2
— e 2 dx==-—10.23024177 = 0.09185318
| 1, lozsozaar)

Comparando con el resultado exdeicuatro decimales.

_2

e 2 dx=0.0919

1 J-H
A\ 21T JL
El error absoluto es:

€ =0.0919 - 0.09185318| = 0.00046823

Ivalor tomado de la tabla de distribucién normaléestar.



Ejemplo.

Usando cuadratura Gaussiana evalla la siguiergrait

1 Vs
? J.Oser( X)dx
T

Solucion:

Usando la siguiente expresion con n = 2.

b n
b_
J- f(X)dx =( , aiji f(x(t; )
i=1

a

Con
b_
2

frmess{ 7 Y4 1)) ({25))

Construyamos la siguiente tabla:

xt)=2"q(t+1) +a

Tenemos:

t Wi X(t) f(x(1) wi(x(t))
0.577350269 1 2.444892920.6416900030.64169000
-0.57735027 1 0.655107080.6092441620.60924416

Suma= 1.25093416
Integral= 1.93894795

Paran = 2, tenemos:

T
j ser( X)dx =1.93894795
0

Ahora tomemo# = 4 y construyamos una tabla:
ti Wi X(t) f(x(1) wf(x(t))

-0.86113  0.34785 0.2152485 0.21359020.07429735

-0.33998 0.65214 1.0230310.8536904280.55672568

0.33998 0.65214 2.0769690.8746065250.57036590

0.86113 0.34785 2.88475150.2540265970.08836315

Suma= 1.28975208

Integral= 1.99911572



Paran = 4, tenemos:

m
J- sen x)dx =1.99911572
0

Ahora tomemos = 5 y construyamos una tabla:

t Wi x(t) f(x(®) wi(x(t))
-0.90617  0.23692 0.14543668.1449243350.03433547
-0.53846  0.47862  0.715387 0.6559095881393145

0 0.56888 1.55 0.999783764.56875699
0.53846 0.47862 2.384613 0.68672905 0.32868226
0.90617 0.23692 2.9545636.1859406820.04405307

Suma= 1.28975923

Integral= 1.99912681
Paran = 5, tenemos:

T
j ser( X)dx =1.99912681
0

Sabemos que el resultado exacto es 2, por lo qaepa4 y 5, tiene un error menor.



Conclusion.

La cuadratura Gaussiana brinda mejor precisiénl@gienétodos vistos anteriormente,
pero su aplicacién esta limitada a funciones acasit
No podemos estimar el error.

Es un método facil de programar.



