Cuadratura Gaussiana.

Los meétodos de integracion vistos hasta ahora rpade integrar polinomios
interpolantes de Lagrange de diferentes gradae@s

b n(_ n(_
d~
_[f’x Z Lx - x) _[ x - x)
O bien:

jbydx=§mw =ZO f(x

J-ydx—J- X)dx = IZn;,f (x I

Como aproximamog(x) por un polinomio, la integral de un polinomio tagn es un
polinomio, y un polinomio puede escribirse como goenbinacion lineal de un conjunto
de funciones ortogonales, es decir, {sm @, ..@} €S un conjunto de funciones
ortogonales:

P(=Yaq

Por ejemploun conjunto based} = { x}.

Un método de cuadratura consiste en aproximartégial definida de una funcion.
La cuadratura de Gauss, es una cuadratura que selecciona los puntos alaagion de
manera optima y no en una forma igualmente espactachstruida para dar el resultado de
un polinomio de grador2l o menos, elegibles para los puntog los coeficientesy; para
i=0,..n.

Gauss toma como conjunto ortogonal a los polinondes Legendre que son
ortogonales en el intervalo [-1, 1], y estan dgoms
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O en forma recursiva:
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ConLo(t) =1 yL,(t) =t.

Haciendok = 1, para obtendr,(t) tenemos:
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Su propiedad de ortogonalidad es:
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Por lo tanto, el dominio de tal cuadratura es de L.

Tal cuadratura dara resultados precisos solo@peximada por un polinomio dentro del

rango [-1, 1]. Si la funcién puede ser escrita catonde es un polinomio aproximado y
es conocido.
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Debido a ello hay que hacer un cambio de varia@niepntrémosla ecuacion de la recta que
pasa por (1h) y (-1,a):
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Reduciendo:
x:b;aa+b+a
Y su derivada es:
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Entonces:

f(xdx =] f(t)dt = f(x(t)) —dt = f (t+1) +a dt
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Por lo tanto:
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Donde lag; son las raices del polinomio de Legendre, por gjemara el polinomid.(t),
tenemos:




y los pesosy; estan dados por la expresion:
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Encontremos los pesos para las dos raices debpabir_,(t):
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Igual para la rait, tenemosv, = 1.
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A continuacion se muestra una tabla con las raites pesos para los polinomio de
Legendre de grado O,...,7.

Tabla de pesos y raices para los polinomios dendrgl (t) conn =0,...,7.
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Nota que no existap, por lo que nuestra integral sera calculada con:
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Donde el contadarempieza en 1.
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Ventajas y desventajas

La cuadratura Gaussiana brinda mayor precisionlapienétodos de trapecio y Simpson,
pero en ocasiones es necesario utilizar polinomimdyor grado para alcanzarla.

No se puede aplicar a datos discretos.

Se requiere conocer las raices y los pesos pamlo®mios interpolantes de Lagrange.
Usar un polinomio de mayor grado, no garantiza najecision.

No es posible estimar el error sin conocer el tadolexacto.



Ejemplo.

Usando cuadratura Gaussiana evalla la siguiergrait
_2
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Solucion:
Usando la siguiente expresion con n = 2.
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Tenemos:
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Como vimoswv; =w, = 1 yt, =+——, entonces:
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Como los pesos son iguales a 1, solo sustituyaasmices:
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Evaluando:
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Reduciendo:

1

1 15 -2
— e 2 dx==-—10.23024177 = 0.09185318
| 1, lozsozaar)

Comparando con el resultado exdeicuatro decimales.
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e 2 dx=0.0919
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El error absoluto es:

€ =0.0919 - 0.09185318| = 0.00046823

Ivalor tomado de la tabla de distribucién normaléestar.



Ejemplo.

Usando cuadratura Gaussiana evalla la siguiergrait
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Solucion:

Usando la siguiente expresion con n = 2.

b n
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Construyamos la siguiente tabla:

xt)=2"q(t+1) +a

Tenemos:

t Wi X(t) f(x(1) wi(x(t))
0.577350269 1 2.444892920.6416900030.64169000
-0.57735027 1 0.655107080.6092441620.60924416

Suma= 1.25093416
Integral= 1.93894795

Paran = 2, tenemos:

T
j ser( X)dx =1.93894795
0

Ahora tomemo# = 4 y construyamos una tabla:
ti Wi X(t) f(x(1) wf(x(t))

-0.86113  0.34785 0.2152485 0.21359020.07429735

-0.33998 0.65214 1.0230310.8536904280.55672568

0.33998 0.65214 2.0769690.8746065250.57036590

0.86113 0.34785 2.88475150.2540265970.08836315

Suma= 1.28975208

Integral= 1.99911572



Paran = 4, tenemos:

m
J- sen x)dx =1.99911572
0

Ahora tomemos = 5 y construyamos una tabla:

t Wi x(t) f(x(®) wi(x(t))
-0.90617  0.23692 0.14543668.1449243350.03433547
-0.53846  0.47862  0.715387 0.6559095881393145

0 0.56888 1.55 0.999783764.56875699
0.53846 0.47862 2.384613 0.68672905 0.32868226
0.90617 0.23692 2.9545636.1859406820.04405307

Suma= 1.28975923

Integral= 1.99912681
Paran = 5, tenemos:

T
j ser( X)dx =1.99912681
0

Sabemos que el resultado exacto es 2, por lo qaepa4 y 5, tiene un error menor.



Conclusion.

La cuadratura Gaussiana brinda mejor precisiénl@gienétodos vistos anteriormente,
pero su aplicacién esta limitada a funciones acasit
No podemos estimar el error.

Es un método facil de programar.



