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PROLOGO

En el presente escrito se muestran los métodos numéricos mas sencillos y utiles de
implementar en problemas comunes de ingenieria. En los temas presentados no se
hacen deducciones matematicas complejas o profundas ni discusiones largas sobre
los métodos sino que se muestra el método con alguna sencilla forma de ver el por
qué funciona, se presenta el algoritmo en lenguaje MATLAB o en pseudocddigo, y
luego se procede a ilustrar con ejemplos, algunos tomados de problemas de
ingenieria, implementados en MATLAB o Excel.

Los métodos numéricos mostrados han sido utilizados por el autor en algin
momento en el desarrollo de sus estudios en Ingenieria Mecanica, trabajo como
consultor y proyectos personales.

La mayoria de los ejemplos hechos con Excel se anexan en el archivo
Metodos Numericos Basicos para Ingenieria.xls, descargable de la pagina web del
libro.
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1. INTERPOLACION

En la practica de la ingenieria se utilizan mucho las tablas de datos, como en el caso
de las tablas de vapor saturado en la termodinamica. En la mayoria de los casos el
dato necesario no se encuentra explicito en la tabla sino entre dos valores de ésta,
para lo cual es necesario estimarlo de entre los valores que presenta la tabla en un
proceso conocido como interpolacién.

La idea basica de la interpolacién es hallar un polinomio o funcién que cumpla con
pasar por todos los puntos de un conjunto de datos (xy,y1), (X2, ¥2), . , (X, V), ¥
poder estimar los valores entre ellos por medio del polinomio.

1.1. POLINOMIOS DE LAGRANGE

Para ilustrar la interpolacion por polinomios de Lagrange considérese un conjunto
de datos de tres puntos (x4, y1), (x5, ¥2), (x3,3). El polinomio interpolador en este
caso es

(x — x2) (x — x3) (x = x1)(x — x3) (x —x)(x — x3)
(1 = x2)(x1 — x3) ! (22 — x1) (X2 — x3) 2 (x3 — x1) (X3 — x2)

P(x) =

Obsérvese que en el punto x = x; sélo queda el primer término con su numerador
y denominador cancelandose entre si, por lo cual P(x;) = y;. Lo mismo sucede con
los demas puntos, por lo que se ve que el polinomio cumple con la condiciéon de
pasar por todos los puntos de datos. En general, para n puntos de datos, el
polinomio de Lagrange es

P(x)—Zyl "E A

(xl - x])

]-'.tl

Una forma mucho mas sencilla de ver la ec. 1.1 es en forma de un algoritmo, el cual
se muestra escrito para MATLAB en el algoritmo 1.1.
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Algoritmo 1.1: Polinomios de Lagrange en MATLAB
Entradas: valor a interpolar x, vectores conteniendo los puntos Xy Y.
Salidas: valor interpolado y.

function [y]=Polilagrange (x,X,Y)
y=0;
for i=1:numel (X)
L=1;
for j=l:numel (X)
if j~=1i
L=L* (x-X(3)) /(X (1) -X(3));
end
end
y=y+L*Y (i) ;
end

A continuacién se muestra un ejemplo para ilustrar la implementacién del
algoritmo 1.1.

Ejemplo 1.1.

Se tiene el conjunto de datos {(1,1),(2,3),(3,—1), (4,0),(5,3),(6,2)}. En MATLAB
se introducen entonces como los vectores X=[12 345 6], Y=[1 3 -1 0 3 2]. Un ciclo
implementando el algoritmo 1.1 muestra el polinomio interpolador de Lagrange

Lagrange
O
4 Datos

Figura 1.1. Polinomio de Lagrange interpolando los datos.
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1.2. INTERPOLACION LINEAL

La interpolacidn lineal es la mas utilizada en el manejo de datos de tablas. Consiste
en trazar un recta entre cada par de los puntos de datos, razdén por la cual también
es llamada interpolacién por trazadores lineales o splines de primer orden.
Considérese un conjunto de datos (xq,y,), (x5, ¥2), ... , (Xn, V), entre dos puntos
consecutivos del conjunto de datos se tiene una recta cuya pendiente es
m = (yi;1 — V;)/(Xi+1 — X;) y que pasa por el punto inicial (x;,y;), entonces la
ecuacion de la recta que interpola entre ese par de puntos es

I T x4y (12)

Xi+1 — X

Hay que tener en cuenta que la interpolacién lineal se hace por pedazos y no
entrega un solo polinomio para todo el conjunto de datos como en el caso de los
polinomios de Lagrange.

La implementacion de la interpolacidn lineal en MATLAB teniendo en cuenta que
es a pedazos se muestra en el algoritmo 1.2.

Algoritmo 1.2: Interpolacion lineal en MATLAB
Entradas: valor a interpolar x, vectores conteniendo los puntos Xy Y.
Salidas: valor interpolado y.

function [y]=IntLineal (x,X,Y)
for i=1:numel (X)-1
if x>=X (i) && x<=X(i+1)
y=(Y (1+1)-Y (1)) /(X (1+1)-X (1)) * (x-X (1)) +Y (1)
end
end

Ejemplo 1.2.

Utilizando los mismos valores del ejemplo 1.1 se tiene la implementacién del
algoritmo 1.2.
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Datos
Int. Lineal

@)

Figura 1.2. Interpolacion lineal de los datos.
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2. APROXIMACION

En ocasiones se tiene un conjunto de datos experimentales y se desea hallar una
funcién analitica que los represente de forma satisfactoria. Para ello es necesario
hacer una aproximacion de la funciéon a los datos. En el presente capitulo se
muestran dos métodos para hacerlo.

2.1. MINIMOS CUADRADOS

Los minimos cuadrados es un método basado en minimizar el error entre los datos
y la funcion de aproximaciéon. Para un conjunto de datos
(X1, ¥1), (X2,¥2), o , (X, Y) , siy = f(x) es la funcién de aproximacion, la suma del
cuadrado de los errores es

n
R= D (f(x) =3’
=1
Y debe minimizarse. En el caso de una recta, se tiene

n
R = (mx +b =y
i=1

OR

N . AR
Para minimizar el error debe cumplirse = 0,5 = 0, entonces

R\
prm ZZ(mxi +b—y)x;=0
i=

R
%=22(mxi+b—yi) =0
i=

De donde surge el sistema de ecuaciones lineal
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Algoritmo 2.1: Aproximacion lineal por minimos cuadrados en MATLAB
Entradas: vectores conteniendo los puntos X y Y.

Salidas: pendiente m e intercepto b de la recta de aproximacion.
function [m,b]=mincuadlin (X,Y)

n=numel (X) ;

A(2,2)=n;

B=zeros(2,1);

for i=1l:n

m=sol (1,1);

El algoritmo 2.1 puede ser optimizado, se deja al lector la optimizacién del mismo
como ejercicio. El analisis hecho para la aproximaciéon por medio de una recta
puede hacerse de manera analoga para cualquier funcion f.

Ejemplo 2.1. Ensayo de tension

Se tienen los siguientes datos de la parte elastica de un ensayo de tension realizado
con una probeta, y se desea conocer el mddulo de elasticidad del material:

€ [mm/mm] |o [MPa]

0 0
0.001 20.5
0.002 25.2
0.003 354
0.004 41.6
0.005 44.2
0.006 50.3

El médulo de elasticidad viene dado por la pendiente de la recta que aproxima los
datos, entonces, aplicando el algoritmo 2.1 a los datos se tiene que la pendiente de
la recta es E = 76.7 GPa, y el material que mas se aproxima a tal médulo es una
aleacion de aluminio.
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Figura 2.1. Aproximacion lineal por minimos cuadrados.

2.2. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

Las series de Fourier son utiles para representar cualquier onda como una
sumatoria de senos y cosenos. En este caso se tratara unicamente con el manejo de
datos experimentales por medio de la transformada rapida de Fourier.

Cuando se tiene una serie de datos en el tiempo (t1,y1), (t2,V2), ... , (tn, ¥0n), cOn
una frecuencia de muestreo (es decir, inverso del intervalo de tiempo entre datos
medidos) f; y un namero de datos N par, se define una resolucion en frecuencia
Af = f;/N y la funcién que aproxima los datos es

N/2

£ = Z[An cos(2mnAft) + B, sinmnAfo)]|  (2.1)

n=0

Los coeficientes A,, y B,,;se calculan de la siguiente manera

2 N 2mrn
=g ) vreos ()
r=1
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2 J . (2mrn
n= 5y an (251
r=1

Una aplicacién util de la transformada rapida de Fourier es el analisis de espectros
de frecuencias, que son graficas de la amplitud total de la onda en funcién del
armonico n o la frecuencia. La amplitud de la onda es

Cp = JAZ + B?

En el algoritmo 2.2 se saca el espectro de frecuencia de una onda.

Algoritmo 2.2: Espectro de frecuencias de una onda en MATLAB
Entradas: vector de valores de la onda x.
Salidas: frecuencias f y amplitud C para la grafica del espectro de frecuencias.

function [f,C]=TFourier (x)
$Carlos Armando De Castro P.

N=numel (x) ;
%$Coeficientes armébédnicos.
for n=0:N/

A(n+l)

2;
0;
B(n+1)=0;

for r=1:N;
A(n+l)=A(n+1)+2/N*x(r) *cos (2*pi*r*n/N) ;
B(n+1l)=B(n+l)+2/N*x (r)*sin (2*pi*r*n/N) ;
end
C(n+l)=sgrt ((A(n+1)) "2+ (B(n+1))"2);
f(n+l)=r*n/N;
end

Algoritmo 2.3: Analisis de Fourier de una grabacién en MATLAB
Entradas: grabacion hecha con el computador.
Salidas: espectro de frecuencias y onda reconstruida por Fourier.

function [time, C, y]=voz fourier
%$Carlos Armando De Castro P.

%$Toma de datos.

fs=input ('Frecuencia de muestreo [Hz] fs = ");
N=input ('Numero de datos (par) N !

sw=0;
while sw==0;
sw=input ('Oprima cualquier numero diferente de cero y ENTER para
grabar: ');
voz=wavrecord (N, fs) ;
end

Carlos Armando De Castro Payares
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Df=fs/ (N) ;
time=1/fs:1/fs:N/fs;
X(:,2)=voz;
X(:,1)=time;

%$Coeficientes armdbdnicos.

for n=0:N/2;

A(n+1)=0;
B(n+1)=0;
for r=1:N;

A(n+l)=A(n+1)+2/N*X(r,2) *cos (2*pi*r*n/N) ;
B(n+l)=B(n+1)+2/N*X(r,2)*sin(2*pi*r*n/N) ;
end

C(n+l)=sgrt ((A(n+l)) "2+ (B(n+tl))"2);

$Funcién y(t)
for r=1:N;
v(r)=A(l)/2+A(N/2+1) /2*cos (2*pi*N/2*Df*X (r, 1)) ;
for n=0:N/2;

y(r)=y(r)+A(n+l) *cos (2*pi*n*Df*X (r,1) ) +B(n+l) *sin (2*pi*n*Df*X (r, 1)) ;
end

end

Y=Y 7

Ejemplo 2.2: Analisis de la voz humana

Considérese por ejemplo una grabacién de una palabra, en la figura 2.2 se muestra
la grafica de una grabacidn digitalizada tomada y analizada con el algoritmo 2.3. En
la figura 2.3 se muestra el espectro de frecuencias de la grabacion.
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Figura 2.2. Grabacién de una palabra.
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Figura 2.3. Espectro de frecuencias de la grabacién.
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3. RAICES DE ECUACIONES

En ocasiones en el ambito de la ingenieria es necesario resolver ecuaciones no
lineales que no tienen solucion analitica o que es muy complicado hallarlas, como
en el caso de la formula de la secante para pandeo de columnas con carga
excéntrica. Para estos casos, deben utilizarse métodos de solucion numérica de
ecuaciones.

3.1. METODO DE PUNTO FIJO

El método de punto fijo consiste en una forma iterativa de resolver una ecuacion
de la forma f(x) = x. El método consiste en elegir una aproximacioén inicial x, y
realizar la iteracién

e = f)] D)

Hasta que la diferencia |x,,; — x;| sea muy cercana a cero, para lo cual se
establece una tolerancia a criterio del usuario. En el algoritmo 3.1 se muestra el
algoritmo de punto fijo en pseudocodigo parecido a MATLAB, debido a que no hay
forma de escribir un cddigo en MATLAB general para este método.

Algoritmo 3.1: Método de punto fijo (pseudocddigo)
Entradas: aproximacion inicial x0, tolerancia TOL
Salidas: valor x tal que f(x)=x

sw=1;
x1=x0;
while sw==
x2=f (x1);
if abs (x2-x1)<=TOL
X=X2;
sw=0;
end
x1=x2;
end

Ejemplo 3.1. Mecanica de la fractura

La ecuaciéon de factor de intensidad de esfuerzos para una placa de ancho w y
espesor t con una grieta en el borde de largo a es

K =oYa (E3.1)

Carlos Armando De Castro Payares
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Donde Y es un factor geométrico que depende del ancho de la placa y el tamafio de
grieta, siendo

2

y = [1.99 —0.41 (%) +18.70 (%) 3848 (%)3 4+53.85 (%)4] (E3.2)

La falla catastréfica de la placa se produce cuando el factor de intensidad de
esfuerzos K iguala o supera a la tenacidad a la fractura Kj, entonces el tamafio de
grieta critica es

ar = (K;c/oY)*  (E3.3)

Como el factor geométrico Y depende de ay, la ecuacion E3.3 debe resolverse por el
meétodo de punto fijo. La iteracién es entonces:

Kic
o [1.99 —0.41(5) + 18.70 (%)2 — 38.48 (%)3 +53.85 (%)4]

Ap+1 =

(E3.4)

Se tiene un caso de una placa sujeta a tension donde w = 2.5in, o = 24.89ksi, Kic =
52ksiVin. Se elige como aproximacién inicial ap = 0.250in. Una tabla de Excel
programada para este caso particular con el método de punto fijo entrega la
solucion con tres cifras decimales:

a(i) Y a(i+1) | a(i+1)-a(i) | Iteracion
0.250 | 2.103 0.987 0.737 1
0.987 | 3.684 0.322 -0.665 2
0.322 | 2.180 0.919 0.597 3
N2 N2 N2 N2 N2
0.620 | 2.655 0.619 -0.001 118
0.619 | 2.654 0.620 0.001 119
0.620 | 2.655 0.620 0.000 120

La tabla muestra que la iteracion converge en 120 pasos al valor ar = 0.620in.
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Figura 3.1. Valor calculado de aren cada iteracion.

3.2. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Se utiliza para resolver ecuaciones de la forma f(x) = 0. El método consiste en
elegir una aproximacion inicial x, y realizar la iteracién

fOa)

Xk+1 = Xk _f’(xk)

(3.2)

Hasta que la diferencia |x,,; —x;| sea muy cercana a cero, para lo cual se
establece una tolerancia a criterio del usuario. En el algoritmo 3.2 se muestra el
algoritmo de Newton-Raphson en pseudocodigo parecido a MATLAB, debido a que
no hay forma de escribir un cédigo en MATLAB general para este método.

Algoritmo 3.2: Método de Newton-Raphson (pseudocddigo)
Entradas: aproximacion inicial x0, tolerancia TOL
Salidas: valor x tal que f(x)=0

sw=1;

x1=x0;

while sw==
x2=x1-f(x1)/£f" (x1);
if abs (x2-x1)<=TOL

X=X2;

sw=0;
end
xX1=x2;

end

Carlos Armando De Castro Payares
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Ejemplo 3.2.

Se desea resolver la ecuacién 3x3 —2x +8 =0 con tres cifras significativas,
entonces se tiene f(x) = 3x3 — 2x + 8y f'(x) = 9x2 — 2. La iteraci6n es entonces

3xp — 2x; + 8
9xiZ — 2

Xk+1 = X —

Se escoge una aproximacidn inicial xo = -10, entonces, una sencilla tabulacion en
Excel dalaraiz x = —1.546

x(i) x(i+1) x(i+1)-x(i)

-10.000 -6.690 3.310
-6.690 -4.502 2.188
-4.502 -3.079 1.423
-3.079 -2.198 0.881
-2.198 -1.729 0.469
-1.729 -1.566 0.162
-1.566 -1.546 0.020
-1.546 -1.546 0.000

3.3. METODO DE LA SECANTE

Se utiliza para resolver ecuaciones de la forma f(x) = 0. El método consiste en
elegir dos aproximaciones iniciales x,, x; y realizar la iteracion

f )

et = O o) e — G

(3.3)

Hasta que la diferencia |x,,; — xx| sea muy cercana a cero, para lo cual se
establece una tolerancia a criterio del usuario. El método de la secante tiene la
ventaja de que no se debe derivar la ecuacion. En el algoritmo 3.3 se muestra el
algoritmo del método de la secante en pseudocédigo parecido a MATLAB, debido a
que no hay forma de escribir un c6digo en MATLAB general para este método.

Algoritmo 3.3: Método de la secante (pseudocodigo)
Entradas: aproximaciones iniciales x0, x1, tolerancia TOL

Salidas: valor x tal que f(x)=0
sw=1;
while sw==
x2=x1-(x1-x0) *f (x1) /(£ (x1)-£(x0));
if abs (x2-x1)<=TOL
X=xX2;
sw=0;
end
end

Carlos Armando De Castro Payares
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Ejemplo 3.3.

Se necesita resolver la ecuacion trigonométrica sin(x) + 3 cos(x) = 0 entre
0 < x < 10 con tres cifras significativas. La iteracion en este caso es entonces

sin(x) + 3 cos(x)
sin(x,) + 3 cos(xy) — [sin(xg_1) + 3 cos(xy_1)]

X1 = X — (X — Xp—1)

Con una tabla de Excel programada con el método de la secante se hallan las tres
soluciones x = 1.893,x = 5.034,x = 8.176.

Figura 3.2. Grafica de la ecuacion del ejemplo 3.3, donde se observan las tres
raices de la ecuacion.
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4. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

En ocasiones surgen sistemas de ecuaciones no lineales que deben resolverse. Para
ello existen métodos iterativos, de los cuales se presenta uno muy util.

4.1. METODO DE NEWTON-RAPHSON MULTIDIMENSIONAL

El método de Newton-Raphson multidimensional sirve para resolver un sistema de
ecuaciones de la forma

fz(xlleJ "';xn) = 0
fn(xlleJ "';xn) = 0

El método procede definiendo dos vectores x y F(x), tal que

X1 f1
T lﬁz“ | F(X) ) lfz“
X f

Luego procede a hallarse el jacobiano del sistema, siendo éste definido como

_9fi
Jij = a—x] (4.1)

Debe hacerse una aproximacidn inicial de la solucioén xo, y luego se hace la iteraciéon

Xi41 =% — J(x) TF(x)] (4.2)

Hasta que el valor ||x;,; — X;|| sea muy cercano a cero, para lo cual se define una
tolerancia a criterio del usuario. La iteracién 5.2 es recomendable hacerla en dos
pasos, primero resolviendo el sistema lineal

J(x)y = F(x;)
Y luego realizando la iteracion

Xi+1 =X~y
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5. DIFERENCIACION NUMERICA

La diferenciaciéon numérica es muy util en casos en los cuales se tiene una funcion
que es muy engorrosa de derivar, o en casos en los cuales no se tiene una funcién
explicita sino una serie de datos experimentales.

5.1. DIFERENCIAS FINITAS

Para entender de una manera sencilla la discretizacién por diferencias finitas de
una derivada debe tenerse en cuenta la interpretacion geométrica de la derivada
en un punto, que es la pendiente de la curva en el punto de interés. Considérense
tres puntos intermedios en una curva como se muestra en la figura 5.1:

1/
-

1/

. , , X
i .I.—L ."'L .!I J'I'LLI|+L

Figura 5.1. Curva discretizada.

Supodngase que interesa la derivada en el punto (x;,y;), tres formas de aproximar
la pendiente por recta en ese punto son:

dy Yit1 — Vi

— ~ 5.1
dx x=x; Xi+1 — Xi ( )
dy Vi — Yi-1

— ~ 5.2
dx x=x; Xi ~ Xi-1 ( )
dy Yit1 — Yi-1

— N~ 5.3
Axlemy;  Xit1 = Xi—1 (>3)
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Las ecuaciones 5.1 a 5.3 son llamadas diferencias finitas. La ecuacién 5.1 se
recomienda para hallar la derivada del punto inicial de una curva, la ecuacién 5.2
se recomienda para hallar la derivada del punto final de una curva, y la ecuacién
5.3 es la ecuacién de diferencias finitas centrales, y se recomienda para hallar la
derivada en los puntos intermedios de una curva.

En el caso cuando las diferencias x; — x;_; = x;,1 — X; = Ax son constantes para
todo el dominio, las ecuaciones de diferencias finitas quedan

dy Yi+1 — Vi

= o 5.4

Ax|y—y, Ax G4
dy Vi — Vi-1

= PORA T A 5.5

Ax|y—y, Ax (5:5)
dy Yi+1 — Yi-1

= PO T L 5.6

Ax|y—y, 2Ax (5-6)

La ecuacién 5.4 se recomienda para hallar la derivada del punto inicial de una
curva, la ecuacidén 5.5 se recomienda para hallar la derivada del punto final de una
curva, y la ecuacion 5.6 se recomienda para hallar la derivada en los puntos
intermedios de una curva.

El método de derivacién por diferencias finitas implementado en MATLAB se
muestra en el algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1: Derivacion numérica en MATLAB
Entradas: vectores conteniendo los puntos Xy Y.
Salidas: vector con el valor de las derivadas, df.

function [df]=derivada (X,Y)
N=numel (X) ;
df( )=(Y(2)-Y(1))/(X(2)-X(1));
£(N)=(Y(N)-Y(N-1))/(X(N)-X(N-1));
for n=2:N-1
df (n)=(Y (n+1) (n-1)) /(X (n+1) (n-1))
end

plot (X,df,"k-")

La derivacion numérica también puede implementarse de forma muy sencilla en
tablas de Excel. Ver el archivo de Excel incluido en la pagina web de donde se
descarga el libro para ver el ejemplo 5.1 resuelto con Excel.
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Ejemplo 5.1. Curvas SVA] para levas

Se tienen los siguientes datos de la curva de movimiento de un seguidor de leva.
Determinar si la leva cumple con la continuidad de las curvas de velocidad,
aceleracion y sobre-aceleracion (también conocida como jerk).

t[s] | x[m]
0 0.00
0.1 0.08
0.2 0.17
0.3 0.26
0.4 0.35
0.5 0.45
0.6 0.54
0.7 0.65
0.8 0.76
0.9 0.87
1 0.98
1.1 1.09
1.2 1.20
13 1.30
14 1.39
1.5 1.46
1.6 1.51
1.7 1.53
1.8 1.50
1.9 1.41
2 1.26
2.1 1.02
2.2 0.69
2.3 0.27
2.4 0.24
2.5 0.00

Se procede a derivar numéricamente la curva con los datos de la tabla para hallar
la velocidad, la aceleracién y la sobre-aceleracion del seguidor de la leva. La
velocidad, la aceleraciéon y la sobre-aceleraciéon del seguidor de hallan con el
algoritmo 5.1 en MATLAB de la forma

>> v=derivada(t,x);
>> a=derivada(t,v);

>> j=derivada(t,a);
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Los resultados que se muestran en las figuras 5.2 a 5.5 son las llamadas graficas
SVA]J.

Se observa que en una parte del ciclo hay un cambio abrupto de velocidad, lo que
se confirma al observar el pico discontintio en la curva de aceleracién, lo cual
puede traer problemas de vibracion, golpes y esfuerzo en el sistema leva-seguidor
analizado.

1.6 T T T T

1.2 -

0 0.5 1 15 2 2.5
t[s]

Figura 5.2. Posicion del seguidor.
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v [m/s]

0 0.5 1 15 2 2.5
t[s]

Figura 5.3. Velocidad del seguidor hallada por derivaciéon numérica.

15 C L L T

t[s]

Figura 5.4. Aceleracion del seguidor hallada por derivacion numérica.
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150

100

50

j [m/sd
(@)

-100

2.5

=]

15

-150
0 0.5
t[s]

Figura 5.5. Sobre-aceleracion del seguidor hallada por derivacién numérica.
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6. INTEGRACION NUMERICA

La integracién numérica es muy util en casos en los cuales se tiene una funcién que
es muy engorrosa de integrar o que no posee anti-derivada, o en casos en los
cuales no se tiene una funcién explicita sino una serie de datos experimentales.
Aunque hay varios métodos de integracién numérica, acd solo se mostrard en
método de los trapecios, ya que es el mas sencillo de implementar y de entender.

6.1. METODO DE LOS TRAPECIOS

Para entender el método de los trapecios debe tomarse en cuenta la interpretacion
geométrica de una integral como area bajo la curva, siendo asi, considérese el area
de un trapecio entre dos puntos de una curva como se muestra en la figura 6.1.

-1 ¥ i1

Figura 6.1. Area de un trapecio entre dos puntos de una curva.

El area del trapecio es

1
AAjyq = 7 (41 — X)) Vigr + Vi) (6.1)

El valor de la integral en un intervalo con n+1 puntos x, a x,, es entonces la suma
de las distintas areas por sub-intervalo:

Xn n—1
I = f y(x)dx = Z AA; (6.2)
i=0

X0
En el caso que el tamafio de sub-intervalo sea un valor Ax constante, la ecuacién
6.2 resulta

n—1

Xn 1
I = f y(x)dx = EAx(yO +y,) + sz y; (6.3)

x i=1

Carlos Armando De Castro Payares



GRUMALI - Grupo de Matematicas Aplicadas e Ingenieria
Métodos Numéricos Basicos para Ingenieria

Otra forma de verlo, y mas facil de programar en una hoja de Excel, es la siguiente:
el valor acumulado de la integral en el intervalo i (notado como [;) es

1
=11+ E(xi —xi—) ;i + ¥i—1) (6.4)

Y el valor I de la integral en el dominio de interés es el valor final acumulado de la
ecuacion 6.4. La ecuacién 6.4 puede ponerse facilmente en términos de férmula de
celdas en una hoja de Excel, descargar el archivo de Excel de la pagina donde se
descarga el libro para ver el ejemplo 6.1 resuelto en Excel.

La implementacion en MATLAB del método de los trapecios con la ecuacién 6.4 se
muestra en el algoritmo 6.1.

Algoritmo 6.1: Método de los trapecios en MATLAB
Entradas: valor inicial de la integral 10, vectores conteniendo los puntos Xy Y.
Salidas: vector con el valor acumulativo de la integral, I.

function [I]=integral (I0,X,Y)

N=numel (X) ;

I(1)=I0;

for n=2:N
I(n)=I(n-1)+0.5*(Y(n)+Y¥(n-1))*(X(n)-X(n-1));

end

plot(X,I,"k=");

Ejemplo 6.1. Mecanica de la fractura

El crecimiento de una grieta en el borde de una placa por ciclo de esfuerzos viene
dado por la ecuaciéon de Paris

da

N A(AoYVa)™  (E6.1)

Donde N es el numero de ciclos, A y m son constantes del material, Ao es la
diferencia de esfuerzos a tension sobre la pieza y Y viene dado por la ecuacién
E3.2. Cuando se observa una grieta de tamafo ao, el nimero de ciclos restante para
fractura catastroéfica de la pieza se obtiene separando las variables e integrando la
ecuacion E6.1:

N, = J Y__da g
ay A(YAovVa)"
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Supéngase que se tiene la placa del ejemplo 3.1 con Ag = 17.78ksi,A = 6.6 X
107°,m = 2.25, con una grieta inicial de a, = 0.25in. El namero de ciclos restante
para falla es

2.25

0.62 da
e
" Joas 6.6 x 10~° (17.78 [1.99 - 041 (2‘1—5) +18.70 (%)2 — 3848 (2;‘5)3 +53.85 (2i5)4] \/E)

En este caso, la solucion en MATLAB con el algoritmo 6.1 se implementa de la
manera siguiente:

>>a=0.25:0.01:0.62;
>> for i=1:numel(a)

f(i)=1/(6.6e-9*(17.78*(1.99-0.41*(a(i)/2.5)+18.70*(a(i) /2.5)" 2-
38.48*(a(i)/2.5)"3+53.85*(a(i)/2.5) " 4)*sqrt(a(i)))*2.25);

end
>>10=0;
>> [N]=integral(10,a,f);

El namero de ciclos hasta la falla asi calculado es Nf= 37109 ciclos. La grafica de
crecimiento de la grieta con los ciclos se muestra en la figura 6.2.

065 F L L L L L L L

0.6 i

0.55 - -

0.45 - .

a[in]

0.4 -

0.35[ -

0.3 -

=
=
=

0.25° : : : : :
0 05 1 15 2 25 3 35 4

N [ciclos] x 104

Figura 6.2. Crecimiento de la grieta con el numero de ciclos hasta la falla.
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7. ECUACIONES DIFERENCIALES CON VALOR INICIAL

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales que se presentan aplican
para ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales de tipo

dy
(7.1)
y(to) = ¥o

Estos métodos son muy utiles cuando se tienen ecuaciones diferenciales que no
pueden resolverse por los métodos analiticos o cuya solucién analitica es muy
engorrosa.

7.1. METODO DE EULER

El método de Euler consiste en aproximar la derivada de la ecuacién 7.1 por
diferencias finitas como en la ecuacion 5.4, entonces la ecuacion diferencial resulta

Yn+1 — Vi
MA—tnzf(tnIYn)

Por lo cual el valor de la funcién en intervalo de tiempo n+1 es

Yn+1 = Yo + AL f(tnr yn) (7.2)

El método de Euler tiene la desventaja de que se vuelve inestable y la solucion
diverge si el tamafio de paso de tiempo At es muy grande.

En el algoritmo 7.1 se muestra el algoritmo del método de Euler en pseudocédigo
parecido a MATLAB, debido a que no hay forma de escribir un cédigo en MATLAB
general para este método.

Algoritmo 7.1: Método de Euler (pseudoc6digo)
Entradas: valor inicial y0, tiempo inicial t0, tamafio de paso dt, nimero de puntos N
Salidas: valores y tal que dy/dt = f(t,y)

y (1) =y0;

t(1)=t0;

for n=2:N
y(n)=y(n-1)+dt*f (t (n-1),y(n-1));
t(n)=t (n-1)+dt;

end
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Ejemplo 7.1. Mecanica de la fractura (otra vez...)

El crecimiento de una grieta en el borde de una placa por ciclo de esfuerzos viene
dado por la ecuacién de Paris (E6.1). Una forma de estimar el crecimiento de una
grieta con el nimero de ciclos diferente a la integraciéon numérica del ejemplo 6.1
es resolviendo la ecuacion E6.1 por el método de Euler, en este caso se tiene la
ecuacion diferencial discretizada

Apy1 — Ap

= Ao)"ay m/2 [199 041(25)+187(25) —3848(25) +5385(25)4]m

Y despejando a, 4 se tiene el valor del tamafio de la grieta al siguiente ciclo de
carga
m

Uy = @y + ANA(AG)™a? [1 99 — 0.41 (2 5) +18.7 (2 5) — 3848 (5—’;)3 +53.85 (;—’;)4]

(E7.1)

Una forma de implementar la solucién es con un algoritmo de MATLAB que se
detenga al alcanzar el valor de la grieta critica. Con los valores del ejemplo 6.1y 3.1
se tiene el algoritmo en MATLAB que implementa la ecuacién E7.1:

Algoritmo E7.1. Crecimiento de grieta en MATLAB por el método de Euler

function [N,a]=CrecimientoGrieta
A=6.6e-9;
w=2.5; %$[in]
ds=17.78; %[ksi]
m=2.25;
N(1)=0;
a(l)=0.25; %[in]
dN=1
n=1;
while a<O0. 6200 %$[in] Grieta Critica
n+1) )+dN*A*ds m*a (n) "~ (m/2) 1 99-
0. 41* )/w +18 7* (a(n) /w) 2 38.48* (a(n)/w)~3+453.85* (a(n) /w)™4) “m;
(n+1) =N (n) +dN;
n=n+1;
end

El algoritmo asf implementado dice que el nimero de ciclos para alcanzar la grieta
critica y la falla es N = 37102 ciclos. Comparese este valor con el valor hallado por
integracion numérica en el ejemplo 6.1. La grafica del crecimiento de grieta por el
método de Euler se muestra en la figura 7.1, comparese con la figura 6.2 del
crecimiento de la grieta hallado por integracién numérica en el ejemplo 6.1.
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065 F L U U U L U U
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Figura 7.1. Crecimiento de la grieta con el nimero de ciclos hasta la falla.

7.2. METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEN 4

Uno de los métodos mas utilizados para resolver numéricamente problemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales es el método de
Runge-Kutta de cuarto orden, el cual proporciona un pequefio margen de error con
respecto a la solucion real del problema y es facilmente programable en un
software para realizar las iteraciones necesarias. Hay variaciones en el método de
Runge-Kutta de cuarto orden pero el mas utilizado es el método en el cual se elige
un tamafo de paso At y un nimero maximo de iteraciones N tal que

kl = At 'f(tk;yk)

kq

k, = At <t+At +)
2 = f it Z'Yk >

At k,
ks =At-f<tk+7,yk+7)

k, = At - f(t, + Aty + k3)
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1
Vier1 = Ye T g(lﬁ + 2k, + 2k3 + ky)

Para k = 0,..., N-1. La solucion se da a lo largo del intervalo (to, to+ At N). En el
algoritmo 7.2 se muestra el algoritmo del método de Runge-Kutta de orden 4 en
pseudocddigo parecido a MATLAB, debido a que no hay forma de escribir un
c6digo en MATLAB general para este método.

Algoritmo 7.2: Método de Runge-Kutta de orden 4 (pseudocddigo)
Entradas: valor inicial y0, tiempo inicial t0, tamafio de paso dt, nimero de puntos N
Salidas: valores y tal que dy/dt = f(ty)

y(1)=y0;

t(1)=t0;

for n=2:N
kl=dt*f(t(n-1),y(n-1));
k2=dt*f (t (n— 1)+dt/2 y(n-1)+k1/2)
k3=dt*f (t (n-1)+dt/2,y (n- l)+k2/2)
kd=dt*f (t (n-1)+dt, y(n-1)+k3);
y(n)=y(n-1)+1/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
t(n)=t(n-1)+dt;

end

Ejemplo 7.2. Velocidad en medios con arrastre

La ecuacion diferencial que rige la velocidad v de un cuerpo de masa m y area
proyectada A que cae en un medio de densidad p es

dv pAv?
—g-—
dt 2m

(E7.2)

El cuerpo adquiere su velocidad terminal de caida cuando no acelera mas, es decir,
la derivada de la velocidad es cero. De acuerdo a E7.2, la velocidad terminal tedrica
es

2mg
Vs teérica = p—A (E7.3)

Supéngase una moneda con m = 0.010kg y A = 3.1416x10-* m?, que cae de un
edificio, entonces p = 1kg/m3. La velocidad terminal segun E7.3 es vy tp6rica =

24.98m/s.

Resolver la ecuacion E7.2 por el método de Runge-Kutta y compara la velocidad
terminal asi hallada con la velocidad terminal tedrica.

La iteracion de Runge-Kutta se hace como sigue para este caso particular:
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k, = At[9.8 — 0.0157v2]

k 2
k, = At [9.8 —0.0157 (vn + 7) l

k 2
ks = At [9.8 —0.0157 (vn + 72) l

k, = At[9.8 — 0.0157 (v,, + k3)?]
1
vn+1 = vn + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4)
Tomando intervalo At=1s y velocidad inicial nula, se tiene el método

implementado en una hoja de Excel con los valores en la tabla, y se muestra cémo
se desarrolla la velocidad n la figura 7.2:

t[s] | VIm/s] k1 k2 k3 k4
0 0.00| 9.80| 9.42| 9.45| 8.40
1 932 | 843 | 692 | 7.23| 5.49
2 16.36 | 559 | 4.03 | 449 | 297
3 2063 | 3.11| 2.07| 243 | 145
4 2289 | 157 | 1.00| 121 | 0.68
5 2400 | 0.75| 047 | 058 | 031
6 2452 | 035| 0.22| 0.27 | 0.14
7 2477 | 0.16 | 0.10| 0.12 | 0.07
8 2488 | 0.08| 0.05| 0.06 | 0.03
9 2493 | 0.03| 0.02| 0.03| 0.01

10 2496 | 0.02| 0.01| 0.01| 0.01
11 2497 | 0.01| 0.00| 0.01| 0.00
12 2497 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
13 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
14 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
15 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
16 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
17 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
18 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
19 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
20 2498 | 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
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Figura 7.2. Velocidad de la moneda a medida que cae.

Se observa que la velocidad terminal hallada por el método numérico es de
24.98m/s, la cual es la misma tedrica, lo que demuestra el poderio del método de
Runge-Kutta para la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales.

NOTA: la velocidad terminal hallada es de 89.92 km/h, por lo cual NO se
recomienda arrojar monedas desde un edificio.

Carlos Armando De Castro Payares

34



GRUMALI - Grupo de Matematicas Aplicadas e Ingenieria | 35
Métodos Numéricos Basicos para Ingenieria

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

- METODOS NUMERICOS PARA INGENIEROS. Chapra/Canale. Mc-Graw Hill.
4a Edicion.
- ANALISIS NUMERICO Richard L. Burden / J. Douglas Faires

Carlos Armando De Castro Payares


http://www.monografias.com/trabajos12/inteartf/inteartf2.shtml#simbolos

GRUMAI - Grupo de Matematicas Aplicadas e Ingenieria | 36
Métodos Numéricos Basicos para Ingenieria

SOBRE EL AUTOR

Carlos Armando De Castro - Ingeniero Mecanico de la Universidad de los Andes de
Bogota, Colombia.

Carlos Armando De Castro Payares



