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Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial es del tipo:

%:2x mms) dy =2x dx
X

Para eliminar las diferenciales se integran las dos partes de la ecuacion:

2
J.dy:j2xdx ‘ y+c1:2x7+cz ‘ y=x"+c

|

Solucién general de una ecuacioén diferencial

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuaciones diferenciales — Condicion inicial
Cuando se desea determinar el valor de una ecuacién diferencial es un punto especifico a

ese punto se le llama condicion inicial.

Por ejemplo obtener la solucion de la siguiente ecuacion cuando x=2:

dy =2x dx

y=x"+c

2
y= (2) +c=4+c <—— Tiene muchas posibles soluciones

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuaciones diferenciales — Condicion inicial

Por ejemplo graficando la solucion general: y =X +C

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuaciones diferenciales — Condicion inicial

Si forzamos la solucién a un determinado valor de Y/, tendriamos:

P - - -

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Orden de una ecuacion diferencial

El orden es igual al mayor orden de las derivadas que estan incluidas en la ecuacion o las

ecuaciones.
EIT:}' . d}. . ) 4 , d:_t,f
- X —— }" = oraen & pﬂr - —
d..\.r' d’_r d.l"'
}T.'I'l' L };r-'l' L .'I'Tl' £ }. e SE” 31‘ m‘dE’ﬂ 3 pﬂ'r' }.‘IIrF
(x + y)dx = (v — x)dy orden 1 por "dx" y "dy"
v =3(y")?*+5v—3x+2  orden2pory’
dé}. aT:_‘l". T rrd‘;—rr rt
+L3I— L yv=g¢ ﬂ‘l"{fE‘I’I#Pﬂr

dx* dx= - dx*

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Grado de una ecuacion diferencial

El grado de una ecuacion diferencial esta dado por el exponente que tiene la derivada de
mayor orden.

dz ¥ d =
1)} e —=fFsenx—=x 292 grden 1= grado
dx* dx
3,2 4
d :-') (n’:»'
2 — | —21—=] + xv= =r d
2) (dta 2 dx) xy =10 3= orden 292 grado
3 2 43
d”w d-y dy
. = & + 'E_ ( -) - = = X =r ar
3) e e . tan x 3= arden 127 gradao
dy : :
4) i- P(x)y=Q(x) 1=r orden 1= grado

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacidén diferencial lineal de primer orden con condiciones iniciales

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden con valores iniciales se puede definir

como:

Funcién original _—7,
(Solucioén de la
ecuacion diferencial) i Ecuacién diferencial

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacidén diferencial lineal de primer orden con condiciones iniciales

Si la solucién la tratamos de encontrar utilizando el método de aproximaciones sucesivas
tendriamos lo siguiente:

Incremento en t

’ l
500 L ar = 7 O) oy (1) = (1) +h* (10 (1))
ky(to):yo

El problema consiste en encontrar una funcion ¢(tl.,y(tl.)) que satisfaga las

condiciones iniciales. /

Si m=1 existe una solucion unica ( teorema de Lipschitz ) para una determinada condicion inicial

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacidén diferencial lineal de primer orden con condiciones iniciales

Desde el punto de vista numérico lo que nos
interesa encontrar, son aproximaciones Y, (t;) a
los valores exactos y(t;) tomando como base
puntos equiespaciados.

También se podria construir una tabla de
aproximaciones con los datos de la funcion
f(t,f(t)) y por interpolacién, construir un
polinomio con una solucion aproximada.

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Uno de los métodos mas usados para resolver este tipo de problemas es el desarrollado
por Euler, quien propuso seguir la tangente en cada punto.

v A A

y?.. e A
y(ti)r—

L

Tangentesen (f;,1;), 1 =0,1,...15.
y(ti) =Yi=Yi1 +hflti1,¥i).

Derivada

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

La formula que define su método es la siguiente:

y(ti+1):y(ti)+h*¢(tiay(ti)) h>0 - y(t"”)zyiﬂ
y(t)=,

Vg R —I—h*f'(tl.,yl.) 1=0,1,2...n
t € [a,b]

Es la funcién que se proporciona en el planteamiento del problema

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Analisis Numeérico
diferenciales

Ejemplo: Consideremos la siguiente funcion f(x) y su derivada en el intervalo x=[0,1]

y=f(x)= X o+ x+le
V=) =F = 3 1
x . TTTme—al

En x=0 el valor de la funcion f(x) es y=1

0.5 4

Lo que se busca con Euler es obtener una aproximacion
de la curva original en un determinado intervalo por 0

ejemplode 0 a 1.

v v U y
04 08 08 1

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Ejemplo: Si utilizamos 10 divisiones y el segmento de 0 a 1 tendriamos:

Q: 3x* + 1 xe[O,l] n=10
dx
x =a=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Ejemplo:

Para la primera iteracion

¥ =1+ (1/10)*(3(0)" + 1)=1.1

v, *L1+(1/10)*(3(0.1) + 1)=1.1203

; M.I. Victor Manuel Duran Campos

Para la segunda iteracion
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Método de Euler para orden 1

Ejemplo:
Valor Euler
Real (y) (y)
0 1 1.100
0.1 1.101 1.203
0.2 1.208 1.2323
0.3 1.327 1.315

0.4 1.464 1.442

0.5 1.625 1.590
0.6 1.806 1.765
0.7 2.043 1.973
0.8 2.312 2.200 054
0.9 2.629 2.512
1 3 2.855 2 T 02 04 05 08 1 12

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Ejemplo: Consideremos el problema de valor inicial (funcion implicita):

Y07y 41 te[l,2] y(1) =1 n=10

’ \

a b

en t=1 = y(t) = y(a)zy(l)zl

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

Eemplo: D _ 07,2 41 /e [L,2] »(1) =1 n=10
dx
b— 2—-1 1
n 10 10
t =1
Para la primera iteracion 1

v =1+ (1/10)*(0.7(1) - (1)* + 1)=1.0700

Para la segunda iteracion 1

¥, £1.07+(1/10)*(0.7(1.07) - (L1)" + 1)=1.1239
; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Analizando todo el intervalo t=[1,2]:

N

1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

O 00 N O un b W N +— O

1
1.07
1.2239
1.15857
1.17067
1.5662
1.11258
1.03446
0.917877
0.758128

! 10 2 0.550197

Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Analisis Numérico

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Euler Mejorado

Existe una versién modificada del método de Euler que obtiene resultados mas precisos y se
conoce como Euler mejorado. Este método se basa en la misma idea del método anterior,
pero hace una mejora en la aproximacion al tomar un promedio de las pendientes.

Curva solucion

28 3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Euler Mejorado o
F_actual F_siguiente

\

La férmula es la siguiente: YVia=”RY,+ (gj |:f (x,-a Vi ) + f(xi+19 y*m ):|

ket

Donde: y*iJrl =V +(h)f(xl.,yl.) - (Euler tradicional)
Xy =x+(h)

l

Finalmente tendriamos:

h

v =+ (B G £ (5L 7 5)])]

oo =, L)+ £ (5 (1) (o))

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Euler Mejorado

Ejemplo: Utilizando el método de Euler mejorado resuelva el ejercicio anterior

Q: 3x* + 1 xe[O,l] n=10
dx
x =a=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler para orden 1

h

Ejemplo: V., zyi+(§j|:f(xiﬂyz')+f(xi+h>|:yi+(h)f(xiﬂyi):|):|

Para la primera iteracion

Voo zl+(%j[f(0)+f(0+0.5)]:1.101

!

Vo z1.101+(%)[f(0—1)+f(0.1+0.5)]:1.208

; M.I. Victor Manuel Duran Campos

Para la segunda iteracion
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Método de Euler para orden 1

Ejemplo:
- Valor Euler
Real (y) (y)
0 1
0.1 1.101 1.101
0.2 1.208 1.208
0.3 1.327 1.327
0.4 1.464 1.464
0.5 1.625 1.625
0.6 1.806 1.816

0.7 2.043 2.043

0.5 4

0.8 2.312 2.313

0.9 2.629 2.631

3.002

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Euler Mejorado

Ejemplo: Utilizando el método de Euler mejorado integre numéricamente la siguiente ecuacion (integrar
seria equivalente a obtener la solucion de la ecuacion diferencial) :

d
(Z)(CX)) =y'=f(%y(x))=4¢"" -0.5y

De x=0 a x=4, con un tamafno de paso de h=0.5. La condicion inicial en x=0 es y=2 (es decir y(0)=2.)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Euler Mejorado

Ejemplo:

¥, —2+(%)[f(0 2)+ f(0.5,[2+(0.5 f(o,z)])]
y = 2+(%)[(4e°-8“> —0.5(2))+ f(O.S,[2+(O.5)(4eO'8(O) —0.5(2))})}

M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico
Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Métodos de Euler Mejorado

Ejemplo:

0.5

7) 3+ £(0.5,[2+(0.5 (3)])]:2+G)[3+f(0.5,3.5)]

=2+

|
i
B

109 -0.5(3.5)) |

PN

=4 3+4217 =3.804

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Euler mejorado

Ejemplo: y= jf(x,y)a’x =5e"% —0.5xy +c¢
- Euler Mejorado
(y)
0 2.000
0.5 3.804
1 6.316
1.5 9.924
2 15.196
2.5 22.976
3 34.515
3.5 51.677
4 77.239

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

El método de Taylor opera con un polinomio de Taylor que nos permite resolver ecuaciones
diferenciales a partir de un polinomio de orden m.

h h2 hm—l .
A O e A R R A CB ) e A C B
error = " (xl.) hn_": 4=m Por truncamiento

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Aplicando el método de Taylor de orden 4, para la siguiente funcion, obtener la solucion e la
ecuacion diferencial que cumple con las siguientes condiciones:

(

y'=cos(x)
EDO< y(0)=0

x € [0,1]

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

y'=cos(x) ‘
y" =—sen(x)
Calculando las m derivadas: "
y"=—cos(x)
y" =sen(x)

Sustituyéndolas en la ecuacion de recurrencia:

h' h’ n
V. =Y. +h| cos(x)— = sen(x)— = cos(x) + o sen(x)

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Sustituyendo valores para obtener Y1:

(1/10) o (1/10) (1/2140) sen(0)

1

Y = O+(Ej cos(0) -

cos(0) +

1Y, (1/10)
— (1| |l 1) [=0.09833
M (10) 6 ()

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Calculando las demas Yi:

T [ v

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.0998

0.1987

0.2955

0.3894

0.4794

0.5646

0.6442

0.7174

0.7833

0.8415

0

0.0998

0.1987

0.2955

0.3894

0.4794

0.5646

0.6442

0.7174

0.7833

0.8415

o8

oe

o7

06

o5

o4

03

o2

o1

12

-0.1

01 0.2 03 0.4 08 0.6 o7 08 09 1 1M 1.2 1.3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Regla de la cadena para funciones multivariables.

d 0 dx ofdy of ofd
y':_f(x,y(x)) f f y f f Y
dx Ox dx oy dx @x oy dx

L

:f[k](x,y):f(x,y) conk=1,2,3,4...m

W= A (%, p) = A (%, 0)+ A (x,9) £ (x,9)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Ejemplo: Aplicar el método de Taylor de orden 4 (m=4) bajo las siguientes
condiciones.

gg::(lfy—x2-+1 ;xe[LZ] y(D

1 n=10

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Ejemplo:

P = M, 0)+ M (%) £(x,9)

(x, (O7y 4

)
(x, ( )(O7y X+ 1)
)+

y
(x%,9)=(-2-2(0.7)x)+(0.7°)(0.7y - x* + 1)

" (x,3)=(-2(0.7)-(2)(0.7) x)+(0.7°)(0.7y - x* + 1)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos

y =
y =
y=r
=/
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Aplicando el método de Taylor de orden m, con h=0.1 yi=1 y xi=1:

oK o
y,-+1=y,-+h{y—3y = +4—!y }

y =(07(1) - (1) +1)=07
v =(=2(1) + (07)(0.7(1) - (1) + 1)=-2+0.7" =151
v =(-2-2(0.7)(1))+(0.7)(0.7(1) - (1)" + 1)=-3.0570

2 =(-2(07)-@0 )W) +0:7) 07(1) - (1) + 1) =213

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Ejemplo:

2 3
¥, =1+0.1 0.7+%(—1.51)+(O;) (-3.057)+(O:') (-2.1399)

y, =1.0619

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de Taylor para polinomios de orden m

Ejemplo: Calculando y2, partiendo de y1=1.0619 x=0.1 y h=0.1

2 3
¥, =1.0619+0.1 O.5333+%(-1.8266)+ (031') (-3.2786)+%(-2.Z950)

v, =1.1237

; M.l. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico
Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Método de Taylor para polinomios de orden m

Ejemplo:
i x|y

0 1 1.00000000000
1 1.1 1.06193158375
2 1.2 1.1238631675
3 1.3 1.1856062675
4 1.4 1.24753785125
5 1.5 1.309469435

6 1.6 1.37140101875
7 1.7 1.4333326025
8 1.8 1.49526418625
9 1.9 1.55719577

10 2 1.61912735375

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta (RK) se basan indirectamente en el método de
Taylor, pero sin requerir el calculo de derivadas superiores.

Probablemente son uno de los procedimientos mas difundidos, y a la vez mas
exactos, para obtener la solucion numeérica del problema de valor inicial:

y'=f(t,y) con y(&,)=y,

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta

Los meéetodos de Runge Kutta de cualquier orden se deducen mediante el

desarrollo de la serie de Taylor de la funcién f(x,y). Existen muchas variaciones,
las cuales tienen la forma:

V. ® Y, +h*(a1k1 +a,k, +a.k, +...+ankn)

donde las a; son constantes que dependen del orden del método y las k son

calculadas de manera recursiva (es decir para obtener k,, previamente se debio
calcular k,, y asi para los subsecuentes valores)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta

La idea general de los métodos de Runge-Kutta es sustituir el problema de
valor inicial:

y'=f(xy) con y(x,)=y,

Por la ecuacion equivalente:
JLdv=] r(xy(x))dc = y=y+] f(xr(x))dx

Yinn = )i +_‘:i+l f(x,y(x))dx

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta 2 orden

La primera opcion que podemos aplicar es integrar mediante el método de los
trapecios, es decir tomando:

/ Trapecio=(B+b)h/2
h

YVisl zyi+§(f(xi9yi)+f(xi+19y*i+l))

Donde:

*

Y .a=Y +(h)f(xl.,yl.) &=m Euler Simple

Sustituyendo tendriamos.:

s 0 R () £ (e 27 (50,)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta 2 orden

Pero lo normal es presentar el método con las expresiones siguientes:

k =hf(x.,y.) 1
1 i i | ~ al k +k
k2 - hf(xi+1ayi +k1) Vit ¥, P ( 1 2)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta de 2 orden

Ejemplo: Utilizando el método Runge-Kutta de orden 2 resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

d(y(x))

X

— = f(x,y(x)) =4¢e"** —0.5y

De x=0 a x=4, con un tamano de paso de h=0.5. La condicion inicial en x=0 es y=2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta de 2 orden

Ejemplo:

ki = hf (x,5,)=05(4e"-0.5(2)) = 1.5

Ky = (.0, + K ) = 0.5(4e" —0.5(2+1.5)) = 2.1086

M=o +%(k1 +ky) = 2+%(1.5+2.1086) =3.8043

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta 2 orden

Ejemplo:

iy

0 0.0 2.0000
1 0.5 3.8043
2 1.0 6.3165
3 1.5 9.924

4 2.0 15.1962
5 2.5 22.9759
6 3.0 34.5149
7 3.5 51.6768
8 4.0 77.2385

[

M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales
Métodos de Runge-Kutta 4 orden

Aunque se podria calcular el método para distintos ordenes, el mas utilizado Es el
de cuarto orden que se origina al integrar la funcion tomando como base la
solucion de la integral por medio de Simpson 1/3:

Voo :yl+1(k +2k, + 2k, +k, )

6
klzhf(xl.,yl.)
ky =hf (x,+0/2,y,+k /2)
key =hf (x,+0/2,y,+k,/2)
k, =hf (x,+h,y, +k,)

1
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Métodos de Runge-Kutta de 4 orden

Ejemplo: Utilizando el método Runge-Kutta de orden 4 resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

De x=0 a x=1, con un tamano de paso de h=0.1. La condicion inicial en x=0 es y=1

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta de 4 orden

Ejemplo:

(0.1)((0+ 0.1/2)" =3(1-0.2547/2) ] =-0.2615

(
ky =hf (x,+0/2,y,+k,/2)
ky =hf (x,+h,y, +Kk) = (0.1)((0+0.1)2 ~3(1:0.2615)) = -0.2205

= 1+é((—0.3)+2(—0.2547)+2(—O.2615)+(-0.2205)) = 0.7411

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Métodos de Runge-Kutta 4 orden

corvio. I T

1.0000
1 0.1 0.7411
2 0.2 0.5511
3 0.3 0.4139
4 0.4 0.3174
5 0.5 0.2529
6 0.6 0.2138
7 0.7 0.1952
8 0.8 0.1936
9 0.9 0.2063
10 1.0 0.2313

[
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Los métodos utilizados para resolver este tipo de sistemas, parten del supuesto de que las
ecuaciones involucradas son de primer orden y en caso de no serlo deben ser

transformadas.

Ademas deben conocer las condiciones iniciales de cada una de las ecuaciones
involucradas y el valor del salto o espaciamiento sobre el gje x.

y'=f (x, V, Z) con y(X,)=constante
z'=g(x,y,z)  conz(x,)=constante

h=constate con Xx, = constante

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

La solucién del sistema se realiza obteniendo la solucion cada una de las ecuaciones
diferenciales en forma individual, pero los resultados previos alimentaran a las siguientes
ecuaciones diferenciales (se produce una liga entre ellas).

Yi =Yo +h ¢ (x9 Vs Z) Se puede aplicar cualquiera

de los métodos vistos hasta
ahora (Euler, Euler
Mejorado, Taylor, Runge
Kutta-2, Runge Kutta-4).

z, =z,+th ¢(x,y,z)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (Euler-Gauss)

Ejemplo: Si resolvemos el sistema con Euler mejorado, las ecuaciones recursivas que se
usarian para resolver el problema serian:

X =X +h
Yin = Vi +h*f(xi’yi’zi)
z, =z, +h* f(x,,2,)

Vi :yi+_(f(xi»)’iwzi)+f(xi+1>Yi+1aZi+1))

|

(g(xiayz‘azi ) + g(Xi+19 Yii1sZin ))

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Ejemplo: Sea el sistema de ecuaciones de primer orden siguiente, por medio de Euler
mejorado encontrar la solucion del sistema bajo las condiciones iniciales que mas abajo se
muestran:

y'=4x-y+1 = y'=f(x,y)
z'=2z—-y — Z'=g(z,y)

y(0)=1
Z(O)zl
h=0.1

Intevalo de analisis x € [0,1]

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (Euler-Gauss)

Primera iteracion i=0, Calculando el valor de Y, ,

Vi :J/o+§(f(xoayo)+f(xlaY1))
N ZJ’O+§(f(xoa YO)+f(xo+ha YO+hf(x0:yo)))
)2 =1+(1/210) (f(0,1)+f(0+1/10, l+(1/10)f(0,1)))=1.0200

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (Euler-Gauss)

Calculando el valor de Z;,,

y,=1.0200 «—— Que fue calculado en el paso anterior

h
21=Zo+§(g(yo, z,)+g(n, 7,))

y=1+ (1/210) (2(1,1)+g(1.0200, 1-+(1/10)g(1,1)))=1.1090

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden (Euler-Gauss)

Resolviendo el sistema con un programa que nos arroja los siguientes resultados:

Z

0.0000
0.1000
0.2000
0.3000
0.4000
0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000
1.1000

1.0000
1.0200
1.0761
1.1649
1.2832
1.4283
1.5976
1.7888
1.9999
2.2289
24742
2.7341

1.0000
1.1090
1.2380
1.3875
1.5587
1.7532
1.9734
2.2222
2.5038
2.8232
3.1868
3.6027

UNAM - FI

Analisis Numérico

En el ejemplo se utilizo Euler modificado, pero podria haberse usado Runge-Kutta o
Taylor para resolver el sistema.

T
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Como se comento anteriormente en caso de que las ecuaciones diferenciales que
componen el sistema sean de un orden mayor a 1, deben transformarse y posteriormente
se puede aplicar los métodos vistos para sistemas de orden uno.

Partiendo de que toda ecuacion de orden M puede transformarse en una de orden uno.

Y +2xy"+3y"+4y+5xy+6=0
Con condiciones iniciales:

y"(%)s (%), ¥'(%)s y(x)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Utilizando un cambio de variable U=y’, Sustituyendo en la ecuacion original tenemos:

U"+2xU"+3U'+4U +5xy+ 6 =0

Como la ecuacién sigue siendo de orden mayor a uno se realiza otro cambio de variable:

Ww=U"'
W' 2xW'+3W +4U +5xy+ 6 =0

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

El proceso se repite tantas veces hasta obtener una ecuacién diferencial de orden uno.

=W
'+ 2x7 +3W +4U +5xy+6=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Después de haber aplicado varias transformaciones nos queda lo siguiente, y con dicha
informacién se puede resolver este sistema con cualquier método (Euler, Euler modificado,
Runge Kutta de 2 y 4 orden, Taylor):

Y'=U
u'=w
w'=27

7'=2x7Z —3W —4U —5xy—6

Con las siguientes condiciones:

m
Y (xo )
M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion de segundo orden transformandola en un sistema
de ecuaciones diferenciales, y ese sistema resolverlo con Runge-Kutta de orden 2.

y"=18x
Bajo las siguientes condiciones:

J’(xo) =0
y'(x)=-2
Intervalo en x €[0,1]
h=0.2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Las ecuaciones originales son:

y=3x"—2x

I
I
I
[
I
I
]
I
I
I
I
I
I
]
[}
I
I
[
I
I
v

y'=9x" =2

p"=18x

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Ultilizando variables auxiliares para transformar a orden uno la ecuacion
diferencial.

y "=18x Sistema final

1 U'=18x = U'=f(x)

y'=U = y'=g(U)
U=y'

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Aplicando Runge-Kutta al sistema:

k, :hf(xiayi) Xi+1 ) Xi 4
k, :hf(xi+1’yi +k1) ‘ Ui+1 ~ Ui +l(kU1 +kU2)
| 2
Vit zyi+5(kl+k2) 1
Vo =Y 2 (ke + ki )

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Aplicando Runge-Kutta al sistema:

X, =0
X =X, +h=0+02=0.2
U, =2

kyy = h* £(X,)=02% £(0)=0.2%(18%0) =0
kyy =h* £(X,)=0.2%£(0.2)=0.2%(18%0.2)=0.72

U, ~U, +%(kU1 +k, ) :—2+%(0+o.72) =—1.64

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Aplicando Runge-Kutta al sistema:

U, =-2
U, =-1.64
Y, =0

kyy = h*g(Uy) =0.2%g(-2) = 0.2%(-2) = ~0.4
ky, =h*g(U)=0.2%g(~1.64)=0.2%(~1.64) = —3.28

Y ~Y, +%(km +hyy)=0+ %((—0.4) +(-3.28)) =—3.68

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Aplicando Runge-Kutta al sistema:

X, =0 X,=0.2
Y, =0 Y =-3.68

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Comparando con el valor real

0.2 1

Y (0.2) calculada = —0.364
Y (0.2) real =—0.376

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Llenar tabla de resultados

0 -2 0 0

0.2 -1.64 -0.364 -0.376
0.4 -0.608
0.6 -0.552
0.8 -0.06
1 1

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Tabla de resultados

0 -2 0 0

0.2 -1.64 -0.364 -0.376
0.4 -0.56 -0.584 -0.608
0.6 1.24 -0.516 -0.552
0.8 3.76 -0.016 -0.016
1 7.00 1.060 1.060

; M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico
Solucién numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Solucion de ecuaciones diferenciales de orden m

Ejemplo: Grafica
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Método de diferencias finitas

Se utiliza principalmente para resolver ecuaciones de orden mayor a 2 sin necesidad de
una transformacion a orden uno.

f(b)

Ty =f(nyy)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
b

>

a a<x<h

Pero se requieren de mas de una condicion de frontera para poder ser resueltas.

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

La solucion para este tipo de problemas se puede realizar en dos pasos:
Primer Paso: Aplicar el método de las diferencias finitas.

Segundo Paso: Elegir entre aplicar el método del disparo (también conocido como del
artillero) o establecer un sistema de ecuaciones lineales producto del pivoteo de la
ecuacion de recurrencia.

ynzzyv_s

Ejemplo:
0)=0
7(0) == x€|0,]]
y(1)=2
h=0.2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas consiste en sustituir en la ecuacion diferencial las formulas
de derivacion numeérica (obtenidas en las tablas de diferencias vistas en el capitulo

anterior).

Por ejemplo se muestran las formulas de las primeras derivadas por diferencias (Se puede
tomar cualquiera de ellas):

Hacia adelante y - yz+1 yz
1 h
Hacia atras " Yi—Via COl’l h — Ax
Yi= 7 '
Central o centrada y'i — Yin — Via
2h

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

Tabla de diferencias finitas hacia adelante

Yi-2
En lugar de valores se manejan literales,
Vi pero es la misma légica del capitulo anterior
Vi

Yin >: V' =(y,~+1—y,.)/h
\ \.

Yiig —— y'i+1:(yi+2_yi+1)/h - y"i:(yl'+2_2yi+1+yi)/h2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Calculo de la segunda hacia adelante por diferencias finitas

Yieo " Vi Vin — )i
yn.: h h :yi+2_yi+1_yi+1+yi
1 h h*

= Y2 T 2Yin+

hZ

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Diferencias finitas centrales

Orden de la derivada  Orden de precisién -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2 -1/2 0 112
4 1112 =213 0 2/3 =112

1 B -1/60 320 —-3/4 0 34 -3/20 1/60
8 1/280 | -4/105 115 -4/5 0 45 -1/5 4/105 | -1/280
2 1 -2 1
4 -1/12 43 -8/2 43 =112

? G 1/90 -3/20 32 -49/18 32 -3/20 1/90
& -1/560 | 8/315 —1/5 8/5 -205/72 8/5 -1/5 8/315 | -1/560

‘ 2 -1/2 1 0 -1 142

3 4 1/8 = 13/8 0 -13/8 1 -1/8
G -7/240| 310 | -169/120| 61/30 0 -61/30 | 169120 | =310 | 7/240
2 1 -4 G -4 1

4 4 -1/6 2 —12£2 28/3 —12£2 2 -1/6
G 77240 -2/5 169/60 | -122M15 91/8 -122/15 | 169/60 | -2/5 | 7/240

5 2 -1/2 2 -5/2 0 a2 =2 1/2

B 2 1 -G 15 =20 15 -G 1

Ejemplo: Tercera derivada de grado o precision dos:

ymi ~ (_O'Syi—2 Vi = Vin T O'Syi+2)/h3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Diferencias finitas hacia adelante

Orden de la derivada | Orden de precision 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 -1 1
2 -3/2 2 -1/2
3 -11/6 3 -3/2 13

1 4 -25M12 4 -3 473 -1/4
5 -137/60 5 -5 10/3 -5/4 115
6 -49/20 6 -15/2 2003 -15/4 6/5 -1/6

‘ 1 1 -2 1

2 2 -9 4 -1
3 3512 -26/3 19/2 -14/3 1112

? 4 15/4 -77/6 107/6 -13 61/12 -5/6
5 203/45 -87/5 11774 -254/9 33/2 2715 137/180
6 469/90 -223M10 879720 -949/18 41 -201/10 | 1019/180 =710
1 -1 3 -3 1
2 -5/2 g -12 7 -3/2
3 -17/4 71/4 -59/2 49/2 -41/4 74

? 4 -49/8 29 -461/8 62 -307/8 13 -15/8
5 -967/120 | 638M15 -3929/40 389/3 | -2545/24 268/5 -1849/120| 29/15
& -801/80 349/6 | -18353/120 | 2391/10 | -1457/6 | 4891/30 -561/8 527/30 | -469/240
1 1 -4 6 -4 1
2 3 -14 26 -24 11 -2

4 3 35/6 -31 13772 —242/3 10772 —19 17/6
4 28/3 -111/2 142 -1219/6 176 -185/2 8213 72
5 10659/80 | -1316/15 | 15289/60 | -2144/5| 10993/24 | -4772/15 | 2803/20 | -536/15 | 967/240

Precision 1: y"i = (J’Hz - 2y,-+1 + yl-)/h2
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Diferencias finitas hacia atras

En general, conseguir los coeficientes de la aproximacion hacia atras es muy simple. Para
las derivadas de orden par (n = 2, 4, 6...) son los mismos que para la aproximacién hacia
delante. Por otro lado, para las derivadas de orden impar (n = 1, 3, 5...) basta con cambiar
el signo de los coeficientes listados en la tabla anterior.

La tabla siguiente ilustra esto de manera resumida:

Orden de la derivada  Orden de precision -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

1 -1 1
1

2 102 -2 | 3/2

1 1 -2 1
2

2 -1 4 -3 2

1 —1 3 —3 1
3

2 32| -7 12| -9 | 52

1 1 -4 =) -4 1
4

2 2111|2426 |14| 3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas por serie de Taylor

Las diferencias finitas también pueden ser deducidas aplicando las siguientes series de

F(ern)= () () + 2 ) )
F(x=h)= £ ()1 () () )t ()

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas por serie de Taylor

Por ejemplo para la primera derivada:
f(x+h) = f(x)+hf'(x)

Despejando la derivada:

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas por serie de Taylor

Por ejemplo para la segunda derivada central, se sumarian las dos series ,hasta el tercer término:

h2
f(x+h)=f(x)+hf'(x)+7f"(x)
+
h2
fa=h)=f(x)=hf"(x)+=-f"(x)
PGS (=R = £ () £ () ()= (x) + 2 7o) o)

!

f(x+h)+f(x—h)=2f(x)+h2f"(x)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas por serie de Taylor

Al despejar la segunda derivada tendriamos:

£1(x) = f(x+h)+f(x—h)-2f(x)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

Ejemplo resolver la siguiente ecuacion diferencial por medio de diferencias finitas:
¥y n_ 2 Y " 5
Bajo las siguientes condiciones:

h=0.2
xe[O,l]

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

Sustituyendo en la ecuacién diferencial original y acomodando términos (Se utilizaron las
diferencias centrales):

y":2_)/'—5

4
((J’m -2y, +yi—1)/h2):2((yi+1 _yi—l)/(Zh))_S

4

(yi+1 _2yi +yi—1)/(1/5)2 :(yi+1 _yi—l)/(l/s)_s

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

Ejemplo:

25()’i+1 -2y, +y,-_1):5()’,-+1 _y"—l)_s

20y.,, =50y, +30y,_,+5=0

4yi+1 _loyi +6yi—1 +1=0

Sera la ecuacion de recurrencia del sistema con 3 incognitas que tiene muchas soluciones.

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Método de diferencias finitas

Ejemplo: Lo que se esta buscando es completar la siguiente tabla al pivotear la ecuacion
de recurrencia para encontrar los datos faltantes:

i x| v
0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0 2

0

[EY

N

< < < < < <
A W

o B~ W N L, O

(S,
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Método de diferencias finitas

Paso 2: Aplicar el método del artillero o la creacion de un sistema de ecuaciones.

Partiremos de analizar el método del artillero el cual parte del supuesto de que la solucion
inicial es una recta que une los dos puntos proporcionados.

y:2x —

Se deduce por
los dos puntos

Y los valores faltantes se encuentran sobre dicha recta

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Se conoce Y, y de la ecuacion de la recta podemos suponer el Y,, (tomando como base la
ecuacion de la recta) y se deja libre Y, para determinar su valor tomando como base la
ecuacion de recurrencia:

U] ox | v el

0 00 0 i 4y, —-10y, +6y,+1=0
y=2x

1 02 0.4 <{umm = 2(0.2) =04 1

2 04

3 06

REEE 4y,—10(0.4)+6(0)+1=0

5 1.0 y2=3/42075

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Al conocer Y, se procede a calcular Yj:

DEEEE b

0 0.0 0 4y, =10y, +6y,+1=0

1 0.2 0.4 l

2 04 0.75

3 06

N 4y,—10(3/4)+6(2/5)+1=0
5 1.0 y3=(30/4—12/5)/4=1.025

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Repitiendo el procedimiento para encontrar el siguiente valor de Y-

i x Y

0 0.0 0

1 0.2 0.4

2 0.4 0.75
3 0.6 1.025
4 0.8

5 1.0

T

Para 1=3
4y, =10y, +6y,+1=0

!

4y,—-10(1.025)+6(0.75)+1=0
v, =1.1875

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

Repitiendo el procedimiento para encontrar el siguiente valor de Y-

i x Y

0 0.0 0

1 0.2 0.4
2 0.4 0.75
3 0.6 1.025
4 0.8 1.1875
5 1.0

T

Para 1=4
4y, —-10y, +6y,+1=0

!

4y, —10(1.1875)+6(1.025)+1=0
ys =1.18125

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Al suponer que era una recta la ecuacion no pasa por el segundo punto frontera. Por lo
cual se debe realizar un ajuste modificando el primer punto de analisis. Para por asi decirlo
ajustar el canon.

2.5 1

0 00 0
1 02 04 | L

2 04 075 -

3 06  1.025

4 08 11875

5 1.0 118125 -

-0.5
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Al estar el ultimo punto por debajo de la altura objetivo se debe incrementar el valor de Y,
para levantar la bala. Por ejemplo suponiendo un valor de 0.5

HOEEEE

0 0.0 0 4y, =10y, +6y,+1=0

1 0.2 0.5 l

2 04

3 06

— 4y,-10(1/2)+6(0)+1=0
5 1.0 y, =1

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Repitiendo el procedimiento hasta llenar la tabla tenemos:

i x Y

0 0.0 0
1 0.2 0.5
2 0.4 1
3 0.6 1.5
4 0.8 2.0
5 1.0 2.5

-0.5 4

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Esta vez la bala se fue por encima del objetivo

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Se podria seguir tanteando hasta encontrar el valor exacto, pero es mas prpacticoaplicar
una regla de 3 (interpolacion lineal) para encontrar un valor aproximado mas cercano al

real:
i x| Vawe | Vs
g 0.0 0 0 05 B 04 _ Ylaproximado =04
1 0.2 0.4 0.5 2.5-1.18125 2-1.18125
2 04 0.75 1 l
3 0.6 1.025 1.5
4 0.8 1.1875 2.0
vt . . =0.462085
5 1.0 1.18125 2.5 aproximado

Y5Rea|=2
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La otra forma de realizar el analisis del paso 2, sin estar tanteando es utilizando un sistema
de ecuaciones que tome como punto de partida la ecuacion de recurrencia.

4y, =10y, +6y,_,+1=0

!

=1 = 4y,-10y,+6y,+1=0

=2 = 4y,—-10y,+6y +1=

= = 4y,-10y,+6y, +1=

=4 = 4y.—-10y,+6y,+1=

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Al conocerse los valores de Y, =0 y Y:=2 el sistema acomodado en formato matricial nos
queda:

-10 4

-1
6 -10 4 — -1
6 -10 4 -1

6 -10 9
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Resolviendo el sistema encontramos los siguientes valores:

Y, 0
Y, 0.462
Y, 0.905
Y, 1.320
Y, 1.692
Y, 2
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Resolver la ecuacion diferencial analizada en el ejemplo de disminucion de orden por
sustitucién de variables con el método de diferencias finitas centrales.

y"=18x

Bajo las siguientes condiciones:

Intervalo en x €[0,1]
h=0.2
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UNAM - FI

Analisis Numérico

Solucion numérica de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales
Método de diferencias finitas

Sustituyendo datos por diferencias finitas centrales.

y"=18x

!

Vi _2yi—1 +yi—2 —18x

h2

!

Vi _2yi—1 TV, = 18xh’

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacion de recurrencia: ). — Zyi_l e — 18xh*

i=2, x=04 = y,-2y +y,=18xh’
i=3, x=0.6 = y, -2y, +y =18xh’
i=4 x=08 = y,-2y,+y,=18xh"
i=5 x=1.0 = y.-2y,+y, =18xh"

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Analisis Numérico

Sustituyendo valores conocidos Yo=0 y1=1 h=1/5 y x=0,0.2,0.4,0.6:

i =2
=3
i=4
=35

= y,-2y,+0=18(2/5)(1/5)
= y,—2y,+y =18(3/5)(1/5)
= y,-2y,+y, =18(4/5)(1/5)
= 1-2y,+y,=18(5/5)(1/5)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Sustituyendo valores conocidos:

-2 1 0 0 36/125
1 -2 1 0 54/125
0 1 -2 1 72/125
0 0 1 -2 18/25-1

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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La solucion es:

Y Diferencias Y real
finitas [
0 0 0
0.2 -0.664 -0.376
0.4 -0.208 -0.608 1
0.6 -0.984 -0.552
0.8 -0.352 -0.06
1 .D
1 1 1
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Ejemplo grafico:

y" =8cos(x)-4
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Utilizando varios iteraciones para n puntos distintos:

DIFERENCIAS FINITAS

20
i | = Numérica 5P :
154 —— Numérica 50P 7
] —— Numérica 100P i /
1 | ===- Numérica 200P ;"
10 - Anélitica /
. |
] /
B /
: |
» 0 -
- _
-10+
=15 .
I I I | |
2 4 6 8 10
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