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Capitulo VI:

Solucion numérica de ecuaciones en
derivadas parciales
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Clasificacion de ecuaciones segundo orden lineales

Una ecuacién en derivadas parciales (o ecuacion diferencial parcial) es una ecuacion que
expresa una relaciéon entre una funcion de varias variables y todas o algunas de sus

derivadas parciales.

Su representacion general es:

flxy oU oU o*U o°U
S) Qi) 2EF) ) AR €5) 1:) 40
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Clasificacion de ecuaciones segundo orden lineales

Las ecuaciones en derivadas parciales es comun clasificarlas a partir de su orden que
corresponde al orden de la derivada mayor que aparece en ella.

3 2
Aa U3+B FY +F =0
oX oX oY
Orden 3
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En particular, una clasificacion importante es la que se refiere a las ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden que tienen la forma:

2 2 2
Aa I£+B 7Y +Ca (£+D8—U+E8—U+F:O
oX oXoY oY oX oY

De acuerdo con los valores de los coeficientes A,B,C la ecuaciéon diferencial parcial de
segundo orden se clasifican en:

Eliptica => cuando B2-4AC<0. Ejemplos ecuaciones de Laplace y de Poisson
Parabolica=> cuando B%2-4AC=0. Ejemplo la Ecuacion de la transferencia de calor

Hiperbdlica=> cuando B2-4AC>0. Ejemplo la ecuacion de onda.

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Derivadas parciales Elipticas

Ejemplo: Ecuaciones elipticas, Comunmente, las ecuaciones elipticas se utilizan para
caracterizar sistemas en estado estacionario con dos variables espaciales.

2 2
U FU _,

Ecuacion de Laplace ‘ e + 772 =

Presa

Linea de flujo _ Filtracion de
Linea Agua

equipotencial

i
Roca impermeable

b)
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Derivadas parciales parabdlicas

A diferencia de la categoria eliptica, las ecuaciones parabdlicas determinan como una
incognita varia tanto en el espacio como en el tiempo, lo cual se manifiesta por la
presencia de las derivadas espacial (x) y temporal (t).

ou  o°U
Ecuacion de conduccioén de calor ‘ —=k 5
ot oX
Caliente Frio
a)
Propagacioén de la temperatura con
! _ respecto al tiempo
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Derivadas parciales hiperbdlicas

Las ecuaciones hiperbdlicas, también tiene que ver con problemas de propagacion. Sin
embargo, una importante diferencia es que existen dos variable espaciales y una
temporal. Lo que se analiza es por ejemplo como varia en este caso Y en un determinado

tiempo.
2 2
Ecuacion de onda ‘ o°U _ 1 oU
ox* ¢* or
1Y
m
> X

Una cuerda tensa que vibra a baja amplitud
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Soluciéon Numérica de derivadas parciales

Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizan las diferencias finitas, pero manejando
mas de una variable independiente.

y U
l / 4,n+1 m+1,n+1
0,n+1 9 ® * o 9 . * ®
‘ Punto o estado que se
L S L » o . desea obtener

‘ Puntos o estados
con datos conocidos

Chapra

m+1,0 x

Para este caso se manejan dos variables en el calculo con espaciamientos Ax y Ay
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Para el caso de las derivadas parciales debemos tomar en cuentas la siguientes
consideraciones:

Se requiere de una funcion del tipo U(X,Y); esto implica que deberan tener
pasos contantes para la variable X (Ax) y otro constante para Y (Ay) y que no
necesariamente deben ser iguales.

La solucion de la ecuaciones en derivadas parciales es una matriz, es decir, un
arreglo de dos dimensiones.

; M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Solucion Numérica de derivadas parciales

Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas- Ecuacidén de Laplace

Las diferencias centrales basadas en el esquema de la malla antes presentada son:

o°’U U, -2U0+U?,
Ox” Ax”

Y= (Ve =20+ vy
o°’U UM -2U+U
@yz Ay2
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas- Ecuacidén de Laplace

Al sustituirla en la ecuacion de Laplace:

o°U 82U U’ 2U;+U;_1+Uy+1 U7 +U _q
x> oy’ Ax’ Ay’

Si los espaciamientos Ax y Ay fueran fuera iguales:

Ax=Ay=h
2 2
Y 9Y ) a0 )
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Finalmente tendriamos:
LU —4UY + U+ U =0

x+1

Ecuacién Laplaciana de diferencias
con separaciones constantes

Ademas, se deben especificar las condiciones de frontera en los extremos de la placa para obtener
una solucion unica. El caso mas simple es aquel donde la temperatura en la frontera es un valor
fijo. Esta se conoce como condicion de frontera de Dirichlet .

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de la transferencia de calor(parabdlicas)

La solucion de este tipo de derivadas parciales es una matriz donde para distintos puntos
(X,Y) existe un valor de asociado a él que tiene un comportamiento dictado por la ecuacion
Laplaciana. Dicho valor puede ser temperatura, viscosidad, filtracion, etc.

75°c
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Ejemplo: Para el siguiente ejemplo si suponemos que todos los puntos en los extremos se
mantienen con valores constantes.

Analizando el nodo (1,1) tendriamos

100°c

1 2 1 1 0
U,+U; —-4U, +U,+U,; =0
Pero sabemos los valores de algunos elementos

750 soc  U,=75 y U’=0

Sustituyendo valores

U, +U’—4U +75+0=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuaciones similares se pueden calcular para otros puntos interiores

Analizando el nodo (3,3) tendriamos

U, +U; —4U; +U; +U; =0

!

s00c  Ui=100 y U;=50

l

100+50—-4U; +U; +U; =0

75°c
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Repitiendo el proceso otras 7 veces, al final el sistema quedaria:

| Uyy | Uz | U [ Ui | Unp | Uiy [ Uiy | U | U |
-4 1 0 1 0 0 0 0 0 -75

1 -4 -1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 -4 0 0 1 0 0 0 -50
1 0 0 -4 1 0 1 0 0 -75
0 1 0 1 -4 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 -4 0 0 1 -50
0 0 0 1 0 0 -4 1 0 -175
0 0 0 0 1 0 1 4 1 -100
0 0 0 0 0 1 0 1 -4 -150

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Al resolver el sistema tendriamos los siguientes valores:

Ull
u21
U3l
Uiz
u22
U32
Uis3
u23
U33

42.8571
33.2589
33.9286
63.1696
56.2500
52.4554
78.5714
76.1161
69.6429

Solucion Numérica de derivadas parciales

75°c
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

El método anterior requiere de un alto requerimiento computacional y existen métodos que
dan valores aproximados y que mas ligeros en cuanto a requerimiento técnico.

El método comunmente empleado es el de Gauss-Seidel también conocido como el
metodo de Liebmann.

Uy

x+1

+U —4Ur + U + U =0

Despejando U :

y y+l1 y y-1
U — Uu.,,+tU." +U_,+U;
. 4

y se resuelve de manera iterativa para x = 1 hastany vy =1 hasta m. Como la matriz de
soluciones es diagonalmente dominante, este procedimiento al final convergera a una
solucion estable.

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Algunas veces se utiliza un paso extra llamado sobrerelajacién para acelerar la velocidad
de convergencia, aplicando la siguiente formula:

X huevo X huevo X anterior

U? oo = AU o +(1-2)U?
A = Factor de ponderacion (dato proporcionado en el problema) A€ [1, 2]

[ _U’

nuevo anterior
=|— - - 100%

X huevo

(2).,

Nota: Los U, , desconocidos se consideran inicialmente ceros.

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Aplicando el método de Liebmann calcular la temperatura tomando como base los datos

del ejemplo anterior con un factor de sobrerelajacion de 7.5 y un error maximo permitido
(e5) igual al 1%.

Analizando en el nodo (1,1):

U = U;+U12:U3+U1° _ 0+75:0+0 B 745 e

Aplicando la sobrerelajacion:

Ul =(1.5)(18.75)+(1-1.5)(0)=28.125

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Ejemplo:

Analizando en el nodo (2,1);

U, +U, +U; +U,) 0+0+28.125+0
4

U, =7.03125

Aplicando la sobrerelajacion:

U! =(1.5)(7.03125)+(1-1.5)(0) =10.544688

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Ejemplo:

Analizando en el nodo (3,1):

U, +U;+U,+U; 50+10.54688+0+0
4 4

U =15.544688

Aplicando la sobrerelajacion:

U, =(1.5)(15.544688) +(1+1.5)(0) = 22.70508

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

Repitiendo el calculo para los otros renglones tenemos:

U’ =80.12696 U, =74.46900 U;=96.99554
U’ =38.67188 U; =18.45703 U;=34.18579
U, =28.12500 U, =10.5469 U, =22.70508

donde el error maximo es 13.5%.

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas

En la segunda iteracion tenemos:

U’ =32.51953 U, =22.35718 U;=28.60108
Ul =57.95288 U; =61.63333 U;=71.86833
U =75.21973 U, =87.95872 U, =67.68736

donde el error maximo es 6.5%.

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales
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Finalmente después de 9 iteraciones obtenemos el error maximo permitido:

U, =43.00061
U, =33.29755
U,,=33.88506
Ul =63.21152
U; =56.11238
U;=52.33999

U’ =78.58718
U, =76.06402
U;=69.71050

donde el error

maximo es 0.71%.

T

75°c

(0,4)

100°c

(2,4) 34) (44

(4,3*

(4,2)

50°c
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacion de transferencia de calor(parabdlicas)

EL razonamiento es parecido al utilizado en la ecuacion de Laplace, pero en este caso se
utilizan dos tipos de diferencias finitas.

Diferencias centrales para la derivada de orden 2 espacial (como se realizé en el caso
de las elipticas).

La diferencias hacia adelante para la derivada de orden 1 temporal.

Para ejemplificar la solucion de este tipo de derivadas parciales
Se desarrollara el método explicito

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

De esta manera tenemos:

oU kazU )
— = iempo
o ox’ [ o
d
! / \ \ distancia
U,” -U, Uy —2U; +U,,

At Ax>

U =U, +A(UL, —2U4 +U,,)  donde /Izk(At/(Ax)z)

T

K es una constante que depende
del material analizado

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

La solucion de este tipo de derivadas parciales es una tabla donde, se ponen para cada
tiempo (t) y una posicién (d), se presenta un determinada temperatura:

__

Temp11 Templ2 Temp1l3 Templ4 Templ5
X1 Temp21 Temp22 Temp23 Temp24 Temp25
X2 Temp31 Temp32 Temp33 Temp34 Temp35
X3 Temp41 Temp42 Temp43 Temp44 Temp45
X4 Temp51 Temp52 Temp53 Temp54 Temp55
T Ar=0.1
Datos iniciales Ax=2

conocidos 80 k=0.835

40
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Ecuacion de transferencia de calor(parabdlicas)

Ejemplo: calcular la distribucién de temperatura en una barra larga y delgada que tiene
una longitud de 10 unidades y los siguientes valores para su analisis:

Ax =2 cm At =0.1 seg

k=0835 (cm) /(seg)  24=(0.835)(0.1)/(2)" =0.020875
t. ... =0 x. .. =0

en t=0 la temperatura es igual = U2’=0,1,2,3, ,=0°C

Las condiciones de frontera se fijan para todos los tiempos en

U.=100°C y= U.=50"°C AN

Caliente F

a)

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Condiciones iniciales:

UNAM - FI
Analisis Numeérico

I T N W N N NN
X0 100 100 100 100 100

X1
X2
X3
X4

X5

50

Uil
Uiz
uis3
ui4
50

50

50 50

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Para t=0 y d=1:

Ul =U +A(U; —2U] +Uy ) = 0+(0.020875)(0-2(0) +100) = 2.0875
Para t=0 y d=2:

Uy =U,; +A(U; —2U3 +U/) = 0+(0.020875)(0-2(0)+0) =0

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Para t=0 y d=3:

Uy =U; + (U] —2U7 +U; ) = 0+(0.020875)(0-2(0)+0) =0

Para t=0 y d=4:

U, =U; +A(UJ -2U; +Uy ) = 0+(0.020875) /2(50 - 2(0) +100) = 1.0438

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Los datos para T=1 son:

I T N W N N NN
X0 100 100 100 100 100

X1 0 2.0875

X2 0 0

X3 0 0

X4 0 1.0438

X5 50 50 50 50 50

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Para t=1 los valores son:

Ul =U, +A(Uy-2U, +U, ) = 2.0875+(0.020875)(0—2(2.0875)+100) = 4.0878

U; =U,+A(U; —2U, +U} ) = 0+(0.020875)(0—2(0)+2.0875) = 0.043577

U; =U; +A(U, —2U; +U, ) = 0+(0.020875)(1.0438—2(0) +0) = 0.021788

U; =U,+A(U; —2U} +U;) =1.0438+(0.020875) (50 - 2(1.0438) +0) = 2.404390

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

Los datos para T=2 son:

I T N W N N NN
X0 100 100 100 100 100

X1 0 2.0875 4.087800
X2 0 0 0.043577
X3 0 0 0.021788
X4 0 1.0438 2.404390
X5 50 50 50 50 50

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacidén de transferencia de calor(parabdlicas)

En la siguiente tabla se muestran los resultados para varios tiempos:

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

El analisis es parecido al de las ecuaciones parabdlicas, la diferencia en este caso es que
la derivada con respecto al tiempo es de segundo orden en lugar de uno.

o°’U 1 oU
8x2 - 02 8t2 t v tiempo
/ \ U,
t+1 t -1 ™ distancia
Uctl+1 o 2Uct1 + Ucti—l —_ 1 Ud B 2Ud + Ud
Ax’ ¢’ Ar?

!

A 2
Uy = E(Ufm -2U, +U;_1)+2Ufi ~UT"  donde /1=(c—tj

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

La solucidon de este tipo de derivadas parciales es una tabla donde, se ponen para cada
tiempo (t) y una posicidn (x), se busca obtener la posicion de una particula con respecto a
al eje Y.

| T0 | Tl T2 | T3 T4

X; Y1 Y, Yis Yia Yic

X, Yo Y22 Y23 Y2 Ys
X3 Yo Y22 Y23 Y2 Ys
X4 Yo Y22 Y23 Y2 Ys
Xs Yo Y22 Y23 Y2 Ys

|

Datos conocidos
; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacion de onda (Hiperbdlicas)

Ademas para eliminar los puntos imaginarios ocasionados en un tiempo negativo, se
considera lo siguiente:

t
1
o "o, a0 -u

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de recurrencia calculada anteriormente vy
acomodando los elementos tenemos:

Ui = A(UL., —2U, +U, ) +2U, - U}
)

Ul = 5 (UL, —2U, +U; )+ U,

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacion de onda (Hiperbdlicas)

Ejemplo: Calcular el comportamiento de la onda que se presenta al estirar una cuerda
elastica que se encuentra empotrada entre dos bases separadas por un 0.5 cm. Los datos
para analizar el problema son:

Ax=0.1 cm At =0.1 seg
c= 9824 (em)'/(seg)”  A=((98.24)(0.1)/(0.1))" =982.4000

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucién Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacion de onda (Hiperbdlicas)

En t=0 la posicion de la cuerda con respecto a y esta dada por la siguiente ecuacion.

y(x,t) =tsin (27zx)

Las condiciones de frontera para el tiempo t=0.1 son:

| T=01 | T=02 | T=03 | T=04 | T=05

X, 0.0000 Uy,
X, 0.0588 U,
X, 0.0951 U,,
X; 0.0588 Us,
X, 0.0588 U,
X 0.0000 U,
; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

Parat=0 y d=0: =) U(t):O = Uézo

Para t=0 y d=1:
U =0.0951
Ul = %(Ug —2U) +U )+U 4mmmm U =0.0588
U =0
yt = 2824 ——((0.0951)—2(0.0588)+0)+(0.0588) =-0.0588

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

Las iteraciones para t=1 las apreciar en la siguiente tabla:

0 0 0
1 0.1 -0.0588
2 0.2 -0.1518
3 0.3 -0.2416
4 0.4 -0.2920
5 0.5 0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Solucion Numérica de derivadas parciales por diferencias finitas
Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

Graficando las ondas para t=0 y t=1

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Ecuacién de onda (Hiperbdlicas)

Si graficaramos para t=1y t=2

M.I. Victor Manuel Duran Campos



