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Recordando los principales métodos de
solucion de una ecuacion diferencial de
primer orden, esto son:

e Separacién de Variables

e Diferencial exacta

e Factor Integrante

e Ecuaciones lineales de primer
orden

e Funciones homogéneas

e Otras sustituciones

Iremos recordando cada uno de ellos.
Separacion de variables

Es posible encontrar de forma algebraica
funciones que permiten segregar las
variables involucradas en ambos lados de la
igualdad. Por ejemplo

dy F(x)
dx  G()

G(y)dy = F(x)dx
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Como principal dificultad se presenta el
poder realizar la integral que se obtenga en
este paso.

fG(y)dy = fF(x)dx
Diferencial exacta.

Recordando la forma de la diferencial
exacta, si se tiene una funcion

z(x,y) = cte

Su diferencial exacta queda de la siguiente
forma:
dz="ax+Zay =0
7 =—dax —_ =
0x dy 4

Si se trata de una diferencial exacta, gracias
a teorema de Schwarz, las derivadas
parciales cruzadas deben ser iguales

0z 0z
dxdy dyox

De esta forma, si

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

oM _ON
dy  ox

entonces existe una funcidén primitiva

z(x,y) = fde +9)

= dey+ h(x)

Factor Integrante

En ocasiones, la forma anterior de la
diferencial exacta no se cumple, pero podria
cumplirlo al multiplicar la ecuacién por una
funcién especial llamada factor integrante

u(x,y)
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

oM . oN
Jdy  Ox




Ecuacion de la catenaria y la viga. Ecuaciones de primer orden.

Al no ser diferencial exacta, se propone un
factor

u(x,y) M(x,y)dx + p(x,y)N(x,y)dy =
0

0 (M) _d(uN)
dy ox

El factor integrante puede quedar en

“,n “, n

funciéon de “x”, en funcién de “y” o en

., n o“.on

funcién de “x” y “y

amM _aN
Jdy 0x
p)=el" W =
N _ oM

ox 0y
uy)=el ¥

Ecuacién diferencial lineal de primer orden

Si la ecuacién diferencial se puede
acomodar de la siguiente forma

al(x)% +a0(x)y = F(x)

Se llama ecuacién diferencial lineal de
primer orden.

Al tratar de resolver la ecuacion, resulta los
siguiente. Normalizando la  ecuacion
diferencial

dy a0(x)  F(x)

dx * al(x)y T al(x)

(a0)y —F(x) ,
+ 1) dx =

0

Si

_ (a0@)y = F(®))
- al(x)

N=1
oM a0(x)
dy al(x)

oN

ox
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No son diferencial exacta. Para convertirlas
en diferencial exacta se recurre al factor
integrante

M _oN

u() = eI
Si

a0(x)

al(x)

=p(x)
M(x) = efp(x)dx
Tomando la simplificacion

F(x)
al(x) G

Usando el factor integrante, la ecuacion
queda:

d
efp(x)dx % + efp(x)dxp(x) y
= e/ PMaxg(y)

%(efp(x)dx y) = el P@dxg(x)

d(el PMax yy = o] PIAxX G (x)dx

Integrando

el rdx 5, — f eI PG (x)dx + C

y = e~ p()adx fefp(x)dx(;(x)dx
+ C e~ Jp(ax
Funciones Homogéneas

Una funcién se dice homogénea de grado n
Si

ftx,ty) = t"f(x,y)

Cuando una ecuacion diferencial se puede
acomodar de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Si tanto M como N son funciones
homogéneas del mismo grado, se puede
ocupar la sustitucion

X
u=-
y
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xX=uy
dx=ydu+ydu
O la sustitucién
y
V==
x
y=vx
dy=xdv+vdx

Con estos métodos, entre otros, es que se
resuelven las ecuaciones diferenciales de
primer orden.

Modelado de la ecuacidn de la catenaria

Modelando una cuerda bajo la accidn de su
propio peso

Analizando a un pequefio pedazo de la
cuerda, en donde la tensién va cambiando a
lo largo de la misma debido al peso en un
elemento diferencial de la cuerda se tiene:

y
Ti+l

pAgds

Las ecuaciones de equilibrio quedan
Z Fx = —T;cos(0;)+T;y1c05(0;41) =0

Z Fy = _Ti SiTl(@i)+Ti+1 Sin(9i+1)
—pAgds=0

Si se considera que sin(f) = tan(8)
cuando 6 es muy pequenio, se tiene
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Ti11c08(0;41) = Ticos(6;) =Ty,

gpA
h

ds = tan(6;,,) — tan(6;)

Mientras que geométricamente es Ia
tangente, también se puede considerar que
dy
tan(0) = —
@) =~
gpA , dy dy
ds = —
Ty dxiy1  dx;

Al sustituir el diferencial ds se tiene

Solucion a la ecuacién de la catenaria

En realidad se trata de una ecuacidn
diferencial de orden 2, pero al realizar un
cambio de variable para resolver la
ecuacion diferencial anterior, sea

_ Y

T

La ecuacidn diferencial queda

A du
9P V1+u?=—

Th dx

Ahora es una ecuacién diferencial de orden
1. Buscando el método mas apropiad para
resolver dicha ecuacién se tiene Ia
separacion de variables.

gpAd du
X = —
Ty V1 +u?
gpA

x 4+ C1 = arcsinh(u)
Ty

Regresando el cambio de variable

A
u=sinh(gp x+C1)
Ty

dy . (gpA
a—smh( T x+Cl>
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Nuevamente se trata de una ecuacion
diferencial de primer orden, la cual también

se puede resolver por separacidn de
variables.
T, A
y=C2+ h cosh(gp x+C1>
gpA Ty

Con condiciones de frontera (2) se obtiene
las constantes de integracion (2) y la
solucidn particular. Siy(0) =0y y(1) =0,
se tiene

Modelado de una viga

Cuando una viga sufre una carga transversal
a su eje longitudinal, el eje se deforma para
describir una curva. Esta es la curva de
deflexidn. El calculo de las deflexiones toma
importancia en el analisis estructural, el
disefo y el analisis de vibraciones.

JlF

A B

Se toman las siguientes hipétesis para el
analisis de la viga:

|
|
B_

1A l

1. Hipdtesis de comportamiento
eldstico. El material de la viga es
elastico lineal, con mddulo de

Young E y coeficiente de Poisson

despreciable.

2. Hipdtesis de la flecha vertical. En
cada punto el desplazamiento
vertical solo depende de x: uy(x, y)
= w(x).
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X

3. Hipdtesis de la fibra neutra. Los
puntos de lafibra neutrasolo
sufren desplazamiento vertical y
giro: ux(x, 0) = 0.

4. La tensidn perpendicular a la fibra
neutra se anula: o= 0.

Bernoulli. Las
inicialmente

5. Hipodtesis de
secciones  planas

perpendiculares al eje de la viga
siguen siendo perpendiculares al
eje de la viga una vez curvado.

Sea el radio de curvatura

_ds
T

Y la curvatura
B 1 B do
= p ds

Recordando las relaciones trigonométricas
dy
tan(0) = —

d
sin(@) = d—i}

d
cos(0) = d—;c

Con estas consideraciones, se tiene que
para dngulos muy pequefios

1 =~ cos(0)
ds =dx

Con esta aproximacién, la curvatura se
vuelve
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1 do

K=l—)—a

Como se considera un angulo de deflexion
muy pequefio, este se aproxima de la
siguiente forma

dy

tan(f) = 0 = I

d?y
~dx?
1 M)
TP TEI

K

Ecuacién diferencial de la viga con la
aproximacion de Euler y Bernoulli

d’y  M(x)
dx?  El(x)

Relacionando los conceptos de fuerza
cortante y momento flector, se tienen las
siguientes relaciones

La fuerza en cortante (paralela a una
superficie de corte para analizar el interior
de la viga) es proporcional a la derivada del
momento en flexidn de la viga

dM
V(X) X E
dM
V(X) = E

La carga que soporta la viga (en direccion
perpendicular al a misma) es proporcional a
la derivada de la fuerza cortante

Despejando a el momento a flexién y su
relacidn con la curvatura de la viga

d?y
EI(x)W = M(x)

Y ocupando las relaciones entre momento a
flexion, la fuerza cortante y la carga sobre la
viga, se llega a las ecuaciones
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d? d?y
W <E I(X) W) = —W(X)

Si se trata de un elemento de seccidn
transversal constante, la ecuacién queda
reducida a

d? (d?y
T \axz) = 7™
d*y

El—
dx*

=-w(x)
Se trata de una ecuacion diferencial lineal,
de orden 4, no homogénea.

Para poder resolver esta ecuacion, en lugar
de resolver una ecuacién de 4° orden, se
trabaja con las definiciones que permiten
hacer ecuaciones diferenciales de primer
orden paso a paso.

Solucién de la ecuacion de la viga

Partiendo de la relacidn entre fuerza
cortante y carga distribuida se tiene
@) dv
-w(x) =—
dx
Esta ecuacion requiere conocer la carga
distribuida a lo largo de la viga para generar
el cortante en cada punto.

V(x) =—

dx
Con la solucién del cortante, es posible
conocer la solucién del momento flector,
nuevamente una ecuacion de primer orden

d’y M(x)

dx2  EI

Esta ecuacién se tratara por medio del
cambio de variable, siendo paso intermedio
el encontrar la pendiente de la viga

_dy
u_dx
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du d%y
dx  dx?
du M(x)
dx  EI

En donde una ecuacion de segundo orden
se ve reducida a dos ecuaciones de primer
orden.

Condiciones de frontera.

Por ejemplo, para resolver como serd la
deflexion de una viga con carga
uniformemente distribuida

W av
l ~ dx
w

——dx=dV

l

Integrando

w
V(X)=—TX+C1

Tomando la condicion de frontera donde el
cortante es maximo en la base, se tiene

w
V() =W =~ (0)+C1

C1=Ww
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x{m]

05 10 15 20

Conforme se acerca al empotramiento, la
fuerza cortante va creciendo de forma lineal
hasta llegar a soportar a toda la carga
distribuida.

Para el momento flector

am
V(X) = a

w
(—Tx+W>dx=dM

Integrando

w o,
M=—-——x“+Wx+(C2
21
Considerando que en el extremo final de la
viga no se tiene ningn momento actuando
sobre la viga, esta serd la condicién de
frontera

M0 =0
w
O0=——0P+WILl+C2
21
C2 = Lw
)
M(x) = %t
=T T
M[N m]
05 10 20x[m]

En esta grafica se observa que en el
empotramiento es donde la viga presenta el
mayor momento a flexion.

Para la pendiente de la curva, ahora se tiene
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du M(x)
dx  EI
gy = Wx? LAY
YEEI T2 T
Integrando
W3 w w

2 x+ C3

U=TeEri T 2ElY T2El

Para la viga, si esta se considera con una
pendiente nula en el empotramiento, esto
genera la condicion de frontera

u(0)=0
W
O__6EII(0)+2EI(O)_2EI(O)
+C3
C3=0

La solucidn de la ecuacidn diferencial es

wx* w W

“6EIlT2E1Y T2

u =

m[1]

xm]
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Finalmente, conectando la pendiente de la
curva con la deflexién que sufre, se tiene
dy

dx

dy Wx3 w w

AN 2
dx 6EILT2EIY TZ2EI”

u

Separando variables

dy = Wx3+W :_ W\,
Y=\"6E11 21" " 2E1°)%

Integrando se tiene

Wx* Wx3 IWx?
- +— +
24E11 6FE1 4F |

y = c4
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Considerando la condicién de frontera en
donde la

y(0)=0
C4=0

La solucién de la deflexidon que sufre la viga
queda
Wx* N Wx3 IWx?
24E11 6EI1 4E1I

y:

y[m]
10

05

x[m]

-05

-10

En esta Ultima imagen se puede observar lo
que pasa con una viga que esta empotrada
en la pared y pende bajo su propio peso.

Otra opcidn para atender este problema es
encontrar la solucién de la ecuacién
diferencial de orden superior
1Y
—=—-w(x
dx*

Gracias.




