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Separación de variables 

Es posible encontrar de forma algebraica 

funciones que permiten segregar las 

variables involucradas en ambos lados de la 

igualdad. Por ejemplo 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝐹(𝑥)

𝐺(𝑦)
 

𝐺(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 

 

Como principal dificultad se presenta el 

poder realizar la integral que se obtenga en 

este paso. 

∫ 𝐺(𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 

Diferencial exacta. 

Recordando la forma de la diferencial 

exacta, si se tiene una función 

𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑡𝑒 

Su diferencial exacta queda de la siguiente 

forma: 

𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 

Si se trata de una diferencial exacta, gracias 

a teorema de Schwarz, las derivadas 

parciales cruzadas deben ser iguales 

𝜕𝑧

𝜕𝑥 𝑑𝑦
=

𝜕𝑧

𝑑𝑦 𝜕𝑥
 

De esta forma, si  

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

y 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

entonces existe una función primitiva 

𝑧(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀 𝑑𝑥  + 𝑔(𝑦)

=  ∫ 𝑁 𝑑𝑦 +  ℎ(𝑥) 

 

Factor Integrante 

En ocasiones, la forma anterior de la 

diferencial exacta no se cumple, pero podría 

cumplirlo al multiplicar la ecuación por una 

función especial llamada factor integrante 

𝜇(𝑥, 𝑦) 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
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Al no ser diferencial exacta, se propone un 

factor 

 𝜇(𝑥, 𝑦) 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +  𝜇(𝑥, 𝑦)𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

0 

𝜕 (𝜇 𝑀)

𝜕𝑦
=

𝜕 (𝜇 𝑁)

𝜕𝑥
 

El factor integrante puede quedar en 

función de “x”, en función de “y” o en 

función de “x” y “y” 

𝜇(𝑥) = 𝑒∫

𝜕𝑀
𝜕𝑦

 − 
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
𝑑𝑥 

𝜇(𝑦) = 𝑒∫

𝜕𝑁
𝜕𝑥

 − 
𝜕𝑀
𝜕𝑦

𝑀
𝑑𝑦 

 

Ecuación diferencial lineal de primer orden 

Si la ecuación diferencial se puede 

acomodar de la siguiente forma 

𝑎1(𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝐹(𝑥) 

Se llama ecuación diferencial lineal de 

primer orden.  

Al tratar de resolver la ecuación, resulta los 

siguiente. Normalizando la ecuación 

diferencial 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑎0(𝑥)

𝑎1(𝑥)
𝑦 =

𝐹(𝑥)

𝑎1(𝑥)
 

𝑑𝑦 +
(𝑎0(𝑥)𝑦 − 𝐹(𝑥))

𝑎1(𝑥)
𝑑𝑥 = 0 

Si 

𝑀 =
(𝑎0(𝑥)𝑦 − 𝐹(𝑥))

𝑎1(𝑥)
 

𝑁 = 1 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝑎0(𝑥)

𝑎1(𝑥)
 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 

No son diferencial exacta. Para convertirlas 

en diferencial exacta se recurre al factor 

integrante 

𝜇(𝑥) = 𝑒∫

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
𝑑𝑥 

Si  

𝑎0(𝑥)

𝑎1(𝑥)
= 𝑝(𝑥) 

𝜇(𝑥) = 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 

Tomando la simplificación 

𝐹(𝑥)

𝑎1(𝑥)
= 𝐺(𝑥) 

Usando el factor integrante, la ecuación 

queda: 

𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝑝(𝑥) 𝑦

= 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝐺(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 𝑦) =  𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝐺(𝑥) 

𝑑(𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥  𝑦) =  𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝐺(𝑥)𝑑𝑥 

Integrando 

𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 𝑦 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝐺(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶 

 𝑦 =  𝑒− ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝐺(𝑥)𝑑𝑥

+ 𝐶 𝑒− ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥  

Funciones Homogéneas 

Una función se dice homogénea de grado 𝑛 

si  

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) 

Cuando una ecuación diferencial se puede 

acomodar de la forma 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

Si tanto M como N son funciones 

homogéneas del mismo grado, se puede 

ocupar la sustitución 

𝑢 =
𝑥

𝑦
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𝑥 = 𝑢 𝑦 

𝑑𝑥 = 𝑦 𝑑𝑢 + 𝑦 𝑑𝑢 

O la sustitución 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 

𝑦 = 𝑣 𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑥  

Con estos métodos, entre otros, es que se 

resuelven las ecuaciones diferenciales de 

primer orden. 

 

Modelado de la ecuación de la catenaria 

Modelando una cuerda bajo la acción de su 

propio peso 

 

Analizando a un pequeño pedazo de la 

cuerda, en donde la tensión va cambiando a 

lo largo de la misma debido al peso en un 

elemento diferencial de la cuerda se tiene: 

 

Las ecuaciones de equilibrio quedan 

∑ 𝐹𝑥 = −𝑇𝑖𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)+𝑇𝑖+1𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖+1) = 0 

∑ 𝐹𝑦 = −𝑇𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖)+𝑇𝑖+1 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖+1)

− 𝜌 𝐴 𝑔 𝑑𝑠 = 0 

Si se considera que 𝑠𝑖𝑛(𝜃) ≈ tan (𝜃) 

cuando 𝜃 es muy pequeño, se tiene 

𝑇𝑖+1𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖+1) = 𝑇𝑖𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖) = 𝑇ℎ 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
 𝑑𝑠 = 𝑡𝑎𝑛(𝜃𝑖+1) − 𝑡𝑎𝑛(𝜃𝑖) 

Mientras que geométricamente es la 

tangente, también se puede considerar que  

𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
 𝑑𝑠 =

𝑑𝑦

𝑑𝑥𝑖+1
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥𝑖
 

Al sustituir el diferencial 𝑑𝑠 se tiene 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
 √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

𝑑𝑥 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥𝑖+1
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥𝑖
 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
 √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

Solución a la ecuación de la catenaria 

En realidad se trata de una ecuación 

diferencial de orden 2, pero al realizar un 

cambio de variable para resolver la 

ecuación diferencial anterior, sea 

𝑢 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

La ecuación diferencial queda 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
 √1 + 𝑢2 =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

Ahora es una ecuación diferencial de orden 

1. Buscando el método más apropiad para 

resolver dicha ecuación se tiene la 

separación de variables. 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

√1 + 𝑢2
 

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
𝑥 + 𝐶1 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑢) 

Regresando el cambio de variable 

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
𝑥 + 𝐶1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑠𝑖𝑛ℎ (

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
𝑥 + 𝐶1) 

x 

y 

x 

y 

θ i+1 

θ i 

T i+1 

T i 

ρ A g ds 
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Nuevamente se trata de una ecuación 

diferencial de primer orden, la cual también 

se puede resolver por separación de 

variables. 

𝑦 = 𝐶2 +
𝑇ℎ

𝑔 𝜌 𝐴
 cosh (

𝑔 𝜌 𝐴

𝑇ℎ
𝑥 + 𝐶1) 

Con condiciones de frontera (2) se obtiene 

las constantes de integración (2) y la 

solución particular. Si 𝑦(0) = 0 y 𝑦(1) = 0, 

se tiene 

 

Modelado de una viga 

Cuando una viga sufre una carga transversal 

a su eje longitudinal, el eje se deforma para 

describir una curva. Esta es la curva de 

deflexión. El cálculo de las deflexiones toma 

importancia en el análisis estructural, el 

diseño y el análisis de vibraciones.  

 

Se toman las siguientes hipótesis para el 

análisis de la viga: 

 

1. Hipótesis de comportamiento 

elástico. El material de la viga es 

elástico lineal, con módulo de 

Young E y coeficiente de Poisson 

despreciable. 

2. Hipótesis de la flecha vertical. En 

cada punto el desplazamiento 

vertical solo depende de x: uy(x, y) 

= w(x). 

3. Hipótesis de la fibra neutra. Los 

puntos de la fibra neutra solo 

sufren desplazamiento vertical y 

giro: ux(x, 0) = 0. 

4. La tensión perpendicular a la fibra 

neutra se anula: σyy= 0. 

5. Hipótesis de Bernoulli. Las 

secciones planas inicialmente 

perpendiculares al eje de la viga 

siguen siendo perpendiculares al 

eje de la viga una vez curvado. 

 

Sea el radio de curvatura 

𝜌 =
𝑑𝑠

𝑑𝜃
 

Y la curvatura 

𝜅 =
1

𝜌
=

𝑑𝜃

𝑑𝑠
 

Recordando las relaciones trigonométricas  

𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑠𝑖𝑛(𝜃) =
𝑑𝑦

𝑑𝑠
 

𝑐𝑜𝑠(𝜃) =
𝑑𝑥

𝑑𝑠
 

Con estas consideraciones, se tiene que 

para ángulos muy pequeños 

1 ≈ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

𝑑𝑠 = 𝑑𝑥 

Con esta aproximación, la curvatura se 

vuelve 
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𝜅 =
1

𝜌
=

𝑑𝜃

𝑑𝑥
 

Como se considera un ángulo de deflexión 

muy pequeño, este se aproxima de la 

siguiente forma 

tan(𝜃) ≈ 𝜃 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝜅 =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

𝜅 =
1

𝜌
=

𝑀(𝑥)

𝐸 𝐼(𝑥)
 

Ecuación diferencial de la viga con la 

aproximación de Euler y Bernoulli 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑀(𝑥)

𝐸 𝐼(𝑥)
 

Relacionando los conceptos de fuerza 

cortante y momento flector, se tienen las 

siguientes relaciones 

La fuerza en cortante (paralela a una 

superficie de corte para analizar el interior 

de la viga) es proporcional a la derivada del 

momento en flexión de la viga 

𝑉(𝑥) ∝
𝑑𝑀

𝑑𝑥
 

𝑉(𝑥) =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
 

La carga que soporta la viga (en dirección 

perpendicular al a misma) es proporcional a 

la derivada de la fuerza cortante 

𝑤(𝑥) ∝
𝑑𝑉

𝑑𝑥
 

𝑤(𝑥) = −
𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −

𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
 

Despejando a el momento a flexión y su 

relación con la curvatura de la viga 

𝐸 𝐼(𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑀(𝑥) 

Y ocupando las relaciones entre momento a 

flexión, la fuerza cortante y la carga sobre la 

viga, se llega a las ecuaciones 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐸 𝐼(𝑥)

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2) = 𝑉(𝑥) 

𝑑2

𝑑𝑥2 (𝐸 𝐼(𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2) = −𝑤(𝑥) 

Si se trata de un elemento de sección 

transversal constante, la ecuación queda 

reducida a  

𝐸 𝐼
𝑑2

𝑑𝑥2 (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2) = −𝑤(𝑥) 

𝐸 𝐼
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
= −𝑤(𝑥) 

Se trata de una ecuación diferencial lineal, 

de orden 4, no homogénea. 

Para poder resolver esta ecuación, en lugar 

de resolver una ecuación de 4° orden, se 

trabaja con las definiciones que permiten 

hacer ecuaciones diferenciales de primer 

orden paso a paso. 

 

Solución de la ecuación de la viga 

Partiendo de la relación entre fuerza 

cortante y carga distribuida se tiene 

−𝑤(𝑥) =
𝑑𝑉

𝑑𝑥
 

Esta ecuación requiere conocer la carga 

distribuida a lo largo de la viga para generar 

el cortante en cada punto. 

𝑉(𝑥) =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
 

Con la solución del cortante, es posible 

conocer la solución del momento flector, 

nuevamente una ecuación de primer orden 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑀(𝑥)

𝐸 𝐼
 

Esta ecuación se tratará por medio del 

cambio de variable, siendo paso intermedio 

el encontrar la pendiente de la viga 

𝑢 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
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𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑀(𝑥)

𝐸 𝐼
 

En donde una ecuación de segundo orden 

se ve reducida a dos ecuaciones de primer 

orden. 

Condiciones de frontera. 

 

Por ejemplo, para resolver como será la 

deflexión de una viga con carga 

uniformemente distribuida 

−
𝑊

𝑙
=

𝑑𝑉

𝑑𝑥
 

−
𝑊

𝑙
 𝑑𝑥 = 𝑑𝑉 

Integrando 

𝑉(𝑥) = −
𝑊

𝑙
 𝑥 + 𝐶1 

Tomando la condición de frontera donde el 

cortante es máximo en la base, se tiene 

𝑉(0) = 𝑊 = −
𝑊

𝑙
 (0) + 𝐶1 

𝐶1 = 𝑊 

𝑉 = −
𝑊

𝑙
 𝑥 + 𝑊 

 

 

Conforme se acerca al empotramiento, la 

fuerza cortante va creciendo de forma lineal 

hasta llegar a soportar a toda la carga 

distribuida. 

Para el momento flector 

𝑉(𝑥) =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
 

(−
𝑊

𝑙
 𝑥 + 𝑊) 𝑑𝑥 = 𝑑𝑀 

Integrando 

𝑀 = −
𝑊

2𝑙
 𝑥2 + 𝑊𝑥 + 𝐶2 

Considerando que en el extremo final de la 

viga no se tiene ningún momento actuando 

sobre la viga, esta será la condición de 

frontera 

𝑀(𝑙) = 0 

0 = −
𝑊

2𝑙
𝑙2 + 𝑊 𝑙 + 𝐶2 

𝐶2 = −
𝑙 𝑊

2
 

𝑀(𝑥) = −
𝑊𝑥2

2𝑙
+ 𝑊𝑥 −

𝑙𝑊

2
 

 

En esta gráfica se observa que en el 

empotramiento es donde la viga presenta el 

mayor momento a flexión. 

Para la pendiente de la curva, ahora se tiene 
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𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑀(𝑥)

𝐸 𝐼
 

𝑑𝑢 =
1

𝐸 𝐼
(−

𝑊𝑥2

2𝑙
+ 𝑊𝑥 −

𝑙𝑊

2
) 𝑑𝑥 

Integrando 

𝑢 = −
𝑊𝑥3

6 𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥2 −

𝑙𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥 + 𝐶3 

Para la viga, si esta se considera con una 

pendiente nula en el empotramiento, esto 

genera la condición de frontera 

𝑢(0) = 0 

0 = −
𝑊

6 𝐸 𝐼 𝑙
(0) +

𝑊

2 𝐸 𝐼
(0) −

𝑙𝑊

2 𝐸 𝐼
(0)

+ 𝐶3 

𝐶3 = 0 

La solución de la ecuación diferencial es  

𝑢 = −
𝑊𝑥3

6 𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥2 −

𝑙𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥 

 

Finalmente, conectando la pendiente de la 

curva con la deflexión que sufre, se tiene 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑊𝑥3

6 𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥2 −

𝑙𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥 

Separando variables 

𝑑𝑦 = (−
𝑊𝑥3

6 𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥2 −

𝑙𝑊

2 𝐸 𝐼
𝑥) 𝑑𝑥 

Integrando se tiene 

𝑦 = −
𝑊𝑥4

24𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊𝑥3

6𝐸 𝐼
−

𝑙𝑊𝑥2

4𝐸 𝐼
+ 𝐶4 

Considerando la condición de frontera en 

donde la  

𝑦(0) = 0 

𝐶4 = 0 

La solución de la deflexión que sufre la viga 

queda 

𝑦 = −
𝑊𝑥4

24𝐸 𝐼 𝑙
+

𝑊𝑥3

6𝐸 𝐼
−

𝑙𝑊𝑥2

4𝐸 𝐼
 

  

En esta última imagen se puede observar lo 

que pasa con una viga que está empotrada 

en la pared y pende bajo su propio peso. 

Otra opción para atender este problema es 

encontrar la solución de la ecuación 

diferencial de orden superior 

𝐸 𝐼
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
= −𝑤(𝑥) 

Gracias. 
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