W’@mmﬂm UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
COORDINACION DE CIENCIAS APLICADAS

DEPARTAMENTO DE ECUACIONES DIFERENCIALES -

PRIMER EXAMEN FINAL

\NGEN[E.RgA

RESOLUCION
SEMESTRE 2015 -2 TIPO 1
DURACION MAXIMA 2.0 HORAS
NOMBRE
Apellido paterno Apellido materno Nombre (s) Grupo

FIRMA

Instrucciones: Lee detenidamente los cinco enunciados, este examen es la demostracion de tu aprendizaje a
lo largo del semestre, trata de entender y resolver primero los que tienes seguridad en tu conocimiento.

1.

Resolver (6x+1) y? jy +3x%+2y3 =0
X

Resolucion:
Ordenando:

(6x+1) yZ% =—3x% —2y°

(3x2 +2y3)dx+(6xy2 + yz)dy:O

M (%) N(xy)
oM 2 oN 2
=6 —=6
8y y o y

dado que son iguales es una ecuacion diferencial exacta.

Entonces la solucién est& dada por f(x,y)=

f(xy)= .M(x,y)dx

f(xy)= (3x2 +2y3)dx: xS+ 2xy° + (y)

derivando con respecto a y e igualando:

af((;;,y):N(X,y)

6xy? + f’(y):6xy2 +y?
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por lo que: f'(y)= y?
integrando: f(y):%y3

sustituyendo en la solucion:
f(x,y)=C

x3+2xy3+%y3 =C
3x3 + 6x y3 + y3 =C Es la solucion general.

2. Resolver la ecuacion diferencial xD(xy)+ x°D?y—xy = x° (e_x +2c0s x)

Resolucion:

XD (xy)+x*D?y —xy = xz(e‘x +2cosx)
x[y+ ny]+x2D2y—xy= G [e‘x +2cosx}
Xy + X°Dy + X°D?y — xy = X2 [e‘x +Zcost
Dy + D%y =e % +2¢os X

(D2+ D)y:e_x+2(:osx

D(D+1)y=e"*+2cosx

Es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, no homogénea.
Para yy:

D(D+1)y=0; m(m+1)=0; m=-1y my=0

Por lo tanto:
YH =Cie " +Cy

Para yp por el método de variacion de parametros:

yp =ue X +w
entonces:

e 1 [u’}_ 0
_e* o|LW] |e*+2cosx
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premultiplicando por la matriz inversa:

vl 10 0 ) —(e‘x+2005x)
- = =e

W | e X|le* e *|le*+2cosx e X (e‘x +2¢05S x)

Tu'] ~ —1-2e* cos x

(W] | e7X 4 2cosx

igualando: u’'=-1-2e*cosx, W =e *+2cosx

integrando:
u :—x—ZBeX(cosxﬁLsenx)}LC, w=-e"+2senx+C

u=-x—e*(cosx+senx)+C

sustituyendo en yp:

Yp = [—x —e " (cosx+ senx)} e X +2senx—e %

Yp =—Xe X —cosx+senx—e

yg =Cie ¥ +Cy —xe X —e* —cos x + senx

3. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

bx'+ay'—4x=5

y y ; a,beR
ax' —by'=3x
Determinar el valor de las constantes “a” y “b” de manera que x=e t y y=-¢e

solucion del sistema dado para las condiciones iniciales x(0)=1 y y(0)=-1

Resolucion:

Se requiere que: x=e!, x'=e!, y=—¢', y'=—¢

bx' + ay' — 4x =5y...(1)
ax' —by' =3x...(2)

sustituyendo en 1:

bel — et +a(—et)—5(—et) 0

be! —4e! —ae! +5¢' =0
b-a+1=0
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sustituyendo en 2:
ae! — 3¢t —b(—et) =0
a+b-3=0

el sistema con los valores es:
—-a+b=-1 2b = 2 b=1
a+b=3 a+b = 3 a=2

Por lo tanto el sistema de ecuaciones diferenciales es:
X'—4x+2y'-5y = 0
2X'=3x—Yy' =0

4. Determinar la solucidn del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales haciendo uso de la
transformada de Laplace

X'+y'=1
X'+6y—-x=0
sujetoa x(0)=y(0)=-1 obtener sélo x(t)

2 PUNTOS

Resolucion:

El sistema es:
X'+y'=1
X'+6y—-x=0

Aplicando la transformada de Laplace:
1

sX(s)—(-1)+sY(s)—-(-1) =3

sX(s)+sY(s)==-2 ..(1)

1
sX (s)—(-1)+6Y (s)-X(s)=0
sX (s)+6Y(s)-X(s)=-1
)

6Y (s)=—1+X(s)—sX(s)

Y(s)=%[—1+ X (s)—sX(s)]

sustituyendo en (1):

sX (s)+sE(—l+ X (s)-sX (s))} :%—2
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2
X (s)—%+ésx (5)-X (s):%—Z

factorizando:

2
X(s) s+ls—s—}:l—2+E
6 6 S 6

i 2 2
X(s) Zs_s }:6—125+s
6 6 6s
r 2
S s°-125+6
X —(7-5)|="-""—"—
CHEDIE=
1 52 -125+6 52 -125+6
X (s)=——— R e~
s(s-7) S s?(s-7)

Aplicando antitransformada de Laplace:

2_
X(t)_ﬁl{ﬂ}_ﬁl{hgi}

32(3—7) s s s-7
por fracciones parciales, se tiene:

x(t):ﬁ‘l{ 78 6 29 }

T29s 72 49(s-7)

por linealidad:

X(t)=_7_8£_1{1}+§£_1 i +§£_1{i}
497 Is) 77 |s?2) 497 |s-7
x(t):—E+§t+§e7t

49 7 49
-3 —m<x<0

en una serie de senos

5. Desarrollar la funcion f(X)={ 3 - ex<
; T

Resolucion:

Se sabe que la funcion es impar. El desarrollo en serie de senos esta dado por:

f(x)= r;Z;O:Ibnsenin—;cxj

p
donde b, =£I f(x) sen(nnxjdx
pJo p

ED_1EF-1_2015-2

2 PUNTOS




p=m, sustituyendo:

n=—J. 35en[—xjdx——_|. sen(nx)d

integrando:

61
b, :;H[—cos(nx)]g =—

i[cos(nn) ~1]

b, = i[l —cos(nm) ]

nm

sustituyendo en la serie:

= i:: n%[l —cos(nr) |sen (n_: xj

F(x)= Zr%[l—(—l)n}sen(nx)
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1. Resolver xdy+(xy+ y— X2 —2x)dx =0

2 PUNTOS
Resolucion:

xdy+(xy+ y—x2 —2x)dx =0
ordenando:

xdy=—(xy+ y—x2 —2x)dx

xd—y:x2+2x—xy—y
dx

dy 2
X—=+(X+1)y =X +2X
5 Ty

d_y x+1y 42

dx X

es una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea, donde:

1
p(x)=% y g(x)=x+2

La solucidn estd dada por: yg =Yy + Yp

IP(x)dx

El factor integrante es: u(x)=¢€
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HE

dx
entonces z(X)= ej( Xj —eXtINX _ gXglnX _ yoX

multiplicando toda la ecuacion diferencial por el factor integrante, se tiene:

xe* 4 e (X—ij = xeX (x+2)
dx X

se observa que:
%[xeXyJ = xe*g(X)

xex%+ex(x+1): xe* (x+2)
X
j—x(xexy) = xe* (x+2)

d xe*y = (xex (x+ 2))dx = (xzeX +2xex)dx

integrando:

xeXy = j(xzex +2xex)dx

xeXy = x2e* — 2xeX + 2eX + 2xe* —2eX + C = x%* +C
—X
e
y=x+C—
X

2. Resolver la ecuacion diferencial y"+y"+y'+y= 306X +80sen 3x

Resolucion:

y"+y"+y' +y =30e?X +80sen3x
D3y + D2y + Dy +y = 30e%* +80sen3x
(D3+ D2 4 D+1)y — 30e2X +80sen3x

La solucion esta dada por:
Ye=YH tYP

para yyy: (D®+D?+D+1)y=0
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(D+12)(D?+1)y=0

el polinomio auxiliar es:
(m+1)(m2 +1):0

m=-1, m=- , mg=i
cona=0yb=1

Yy =Cr e X +Cysenx+CgCos X

Para yp:

A(D)=(D-2)(D?+9)

(D-2)(D?+9)(D+1)(D? +1)y =0

entonces, se propone de acuerdo con g(x)= 30e2X +80sen(3x)

Yp = Ae?* + Bsen3x+C cos(3x)

debe satisfacer la ecuacion diferencial, entonces:
Y+ Y+ Yp +Yp =30e%* +80sen(3x)

las derivadas son:

Yp =2Ae?* +3Bcos(3x)—3Csen (3x)

yp = 4Ae** —9Bsen (3x)-9C cos(3x)

yp =8Ae?* — 27B cos(3x) + 27Csen (3x)
sustituyendo las derivadas de la solucion particular:

15Ae?X — 24B cos(3x) + 24Csen (3x) —8Bsen(3x) —8C cos(3x) = 30e%* +80sen(3x)

igualando:
15A = 30 - —-8C =
24B-8C =0 C=3 . B=-1
A = 2 -8B +24C =80
Por lo tanto:

Yp = 262X —sen(3x) +3cos(3x)

La solucién general esta dada por:

Y = Cre™% +Cy sen x+Cgcos x + 262X — sen (3x) +3cos (3x)
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Para el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente

X" +y" =5t
2x'—x+y' =sen(t)

Obtener la solucion general para la variable x(t)

2 PUNTOS
Resolucion:

El sistema es no homogéneo.
X"+y" = bt
2x'—=x+y" = sen(t)

El sistema en forma matricial es:

ng_l ﬂ{ﬁimm}

Se puede resolver para X(t), por eliminacion sistematica o por determinantes:

5t D
sen(t) D

D2 D
2D-1 D

X =

| D®-D(2D-1) |x=D(5t)-D(sent)
(D3—2D2+D)x:5—cost
D(D2 —2D+1)x=5—cost

D(D—l)2 X =5—cost

Es una ecuacion diferencial lineal no homogénea, se puede resolver por coeficientes indeterminados o
por variacién de parametros. Entonces su solucidn estd dada por: Xg =Xy + Xp

Para Xy :

D(D-1)*x=0

El polinomio auxiliar:
m(m—1)2:0 ; m=0, my=1, mg=1

XH =C1+C2€t +C3tet
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Para Xp, tomando en cuenta q=5-cost con my =0y mg=0%i se propone:
A(D)=D(D?+1)
Xp = At+Bsent+C cost

La solucion particular propuesta debe satisfacer a la ecuacion diferencial, entonces:
x'p = A+Bcost-Csent

X'r') =—Bsent — C cost
Xp =—Bcost +Csent

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial:
m

xp—2xp+xp =5-cost

2Bsent + 2C cost+ A=5-cost

igualando:
A=5, 2C=-1, 2B=0
entonces: A=5, C:—% , B=0

La solucién particular esta dada por:
1

Xp =5t—=cos t
2

La solucion general es:

Xg = C1+C2et +C3tet +5t—%cost

4. Calcular la funcion f(t) si

Resolucion:

Aplicando la transformada inversa de Laplace:

C_l{F(S)}zﬁ_l{ 4 e_zs}

s?-16
f(t)=senh(4(t-2))u(t-2)

f(t) :%[e“(t*) —e4(t_2)}u (t-2)
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ou ou . "
5. Resolver x&—a =0 para una constante de separacion positiva.

Resolucion:

u=F(x)8(y) : -

F'(x)G(y), —=F(x)G'(y)

sustituyendo en la ecuacién diferencial en derivadas parciales:
XF'(x)G(y)-F(x)G'(y)=0

XF'(x)G(y)=F(x)G'(y)

separando variables:

= =a
F(x)  G(y)
XF'(X) = a®F () G'(y)=a%G(y)
x dF x)=a2 y 1 dG(y)=a2
F(x) dx G(y) dy
son ecuaciones ordinarias de variables separables, entonces:
dF(x) _ 2dx y 9CU) _ 24y
F(x) X G(y)
integrando ambos lados de las ecuaciones, se tiene:
dF(X):azj‘% y dG(y):aZIdy
F(x) X G(y)
In(F(x))zazln(x)+Cl y In(G(y)):a2 y+C,
aplicando exponencial natural en ambas ecuaciones;
F(x)= AX% y G(y)=Be*Y

sustituyendo en la solucién propuesta como producto de dos funciones:
u(xy)=F(x)G(y)= Ax* Be? Y =Cx¥ e
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1. Resolver (x2 +4)% =2x-8xy sujetaa y(0)=-1

2 PUNTOS
Resolucion:

2 Ny _, . _
(x +4)&_2x 8xy ; y(0)=-1

se escribe como:

(x2 +4)%+8xy:2x

dy  8x 2X
w2 VT2
dX x+4° x°“+4

gue es la forma normal de una ecuacion diferencial lineal, primer orden, no homogénea; se
puede resolver por factor integrante, entonces:

8x 2X
P(X)= q(x)=
( ) x2 1+ 4 Y ( ) X2 +4

8xdx
=209 gtz

multiplicando toda la ecuacion diferencial normal por el factor integrante, se tiene:

(X2 +4)4%+(X2 +4)4%y:(x2 +4)4 x2214
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del resultado anterior se observa:

%{(xz +4)4 y} = (x2 + 4)3 2X
igual a:

d (x2 +4)4 y:2x(x2 +4)3 dx

integrando:
(x2 +4)4 y= jZX(xz +4)3 dx = ZJX(XG +12x* +48x° +64)dx

4 8
(x2+4) y=2 X—+Ex6+4—8x4+ﬁx2
8 6 4 2

4
(x2+4) y=%x8+4x6+24x4+64x+c

entonces:
yzé lx8+4x6+24x4+64x +L
2, \*L4 2, ,\*
(x +4) (x +4)

Para las condiciones de valor inicial, se tiene:

1-L o os6

Iz

La solucion particular es:

y:L4 £x7+4x5+24x3+64x}—ﬂ
2 14 2 4
(x +4) (x +4)
y:% lx8+4x6+24x4+64x—256}

(e

X“+4

2. Resolver la ecuacion diferencial dada sujeta a las condiciones de valor inicial que se indican.

1444

y"-2y"+y =xe*+5 ; y(0)=y'(0)=2, y"(0)=-1
2 PUNTOS
Resolucion:
La solucion general est4 dada por:
Y =YH TYP
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Para yy:
v
(D3—2D2+D)y=0

_ny¢+yr:O

D(D2—2D+1)y:0

D(D-1)°y=0

El polinomio auxiliar es:
m(m—l)2 =0 , m=0, m=mg=1

yy =C; +Cye” +Caxe”

Para yp por coeficientes indeterminados, se tiene:
A(D)=D(D-1)°

D(D-1)| xe*+5|=0

D(D-1)>D(D-1)°y=0

YNH = Cyp +Coe* +CaxeX + Bx%eX + CxeX + Ax

La solucion particular propuesta es:
yp = Ax+ Bx%eX +Cxe

La solucion debe satisfacer a la ecuacion diferencial, por lo que:

Yp—2yp +Yyp =xe" +5
yb = A+2Bxe* + Bx%eX +3Cxe* + Cx3eX
yb = 2BeX + 4Bxe* + Bx%e? + 6Cxe* +6Cx%eX +Cx e

Y = 6Be” +6BxeX + Bx%e* +6Ce* +18Cxe* +9Cx%e* + Cx’e”

sustituyendo en la ecuacioén diferencial:
(2B+6C)e* +6Cxe* + A=xe* +5
Igualando:

A=5 , C=— , B=—
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Por lo tanto la solucién particular es:

1 2.X 1 3.X
=5x—-=x"e"+=Xx"e
Yp 2 6

La solucion general esta dada por:

yg =Cy +Coe* +Caxe® +5x—%x2eX 13

Para la solucion particular:

yg (0)=2=Cy +Cpe* +Caxe” +5x—%x2ex FENCR
¥ =2=C1+C;

yG (0)=2=Cpe* +Cze* +Caxe* +5—xe* +%x3eX
yg =2=C,+C3+5

"

y& (0)= —1:%ex (602 +12C3 +6Cgx—6—6x+3x% + x3)

vy =-1=C,+2C5-1

resolviendo el sistema:

2=C+Cy

2=Cy+C3+5

0=C,+2C5

=8, C=-6, C3=3

La solucion particular para las condiciones de valor inicial, es:

Yp =8—6x+3xe* —%xzex 13

6

3.  Convertir el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales a una ecuacion diferencial en
términos de la variable y;(t)

eX

yi= Y1 + 2y, + 5cos(t)
y2=3y1 + 2y, +5

2 PUNTOS
Resolucion:

Se tiene

(D-1)y; —2y, = 5cos(t)

-3y +(D-2)y, =5

se simplifica y; (t)

(D-2)[(D-1)y; -2y, |=(D-2)(5cos(t))
2(-3y;+(D-2)y,)=10

sumando las ecuaciones: Yy;'—3y; —4y; =10—-5sent —10cost
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4. Usar el Teorema de Convolucion para obtener la transformada inversa de la siguiente funcién

s°+1

2 PUNTOS
Resolucion:

Se tiene: F(s)=

1 16 1
54(52+1) 6s* s24+1

Usando convolucion en el producto:

h(t)*g(t)zﬁh(t—r)g(r)drzj; 2(1)3sen(t—r) dt

integrando por partes:

~H(s)G(s)=L{h(t)*g(1)}

lgual a: F(s)=

h(t)*g(t):%[r3 cos(t—r)+3r25en(t—r)—6rcos(t—r)—6sen(t—r)} ‘ ;

h(t)*g(t) :%t3 ~t+sen(t)

5.  Obtener una funcién F(x) y una funcién G(y) tal que u(x,y)=F(x)G(y) sea una solucién de
la ecuacion diferencial parcial

2
a—;—u:O
OX
2 PUNTOS
Resolucion:
Se tiene U = X (x) Y (y) para simplificar U = X Y
2

6_U:X,Y oY vy
X x>
sustituyendo:
X"Y =XY =0=(X"=X)Y =0
multiplicando por é Y =0
X"—-X =0
(D?-1)x =0 : P(m)=m?—-1=(m—1)(m+1)
Xy =Cie7*+C,e" Y=y
sustituyendo: U = XY :(C1 e ¥ +C, ex)y U=C;ye *+C, e"y
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