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PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de
obras recientemente elaboradas por académicos de la institucion, como material de apoyo
para sus clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y
profesores. Tal es el caso de la obra Cuaderno de ejercicios de ecuaciones diferenciales,
elaborada por los profesores Margarita Ramirez Galindo y Enrique Arenas Sanchez.

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones y
sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una
futura edicion definitiva.



PROLOGO

La presente reimpresion surge después de varios semestres de trabajar en la captura,
revisién y correccion de la obra original Cuaderno de Ejercicios de Ecuaciones
Diferenciales, en la cual se ha respetado el contenido en su totalidad. La obra fue capturada
inicialmente en el procesador de ecuaciones wordperfect ; sin embargo, este procesador
presentd inconvenientes al momento de tratar de digitalizar el contenido del Cuaderno de
Ejercicios, por lo que fue necesario capturar nuevamente para su presentacion en word. Es
importante mencionar que gracias a los comentarios de profesores y estudiantes que han
empleado este material como apoyo para su Curso de Ecuaciones Diferenciales, se
detectaron errores de captura principalmente, los cuales se han corregido bajo la
responsabilidad integra de la M. E. M. Margarita Ramirez Galindo, Jefa del Departamento
de Ecuaciones Diferenciales.

Se agradece de manera muy especial a la Ing. Raquel Martinez Avalos su colaboracion y
esmero en la captura del contenido de esta obra.

Conscientes de la importancia de que los alumnos cuenten con el material didactico que
complemente su clase de teoria de la asignatura, y que los profesores que la imparten
tengan un apoyo para sus clases, se ha trabajado con entusiasmo y compromiso para que
esta obra en su version actualizada contribuya al proposito con el que originalmente fue
creada.

Cabe sefialar que aunque este trabajo fue revisado minuciosamente, existe la posibilidad de
que se hayan cometido errores involuntarios, por lo que se agradece de antemano a los
profesores y alumnos los comentarios que hagan sobre esta obra, lo que contribuira a
mejorar la calidad de futuras ediciones.

M. E. M. MARGARITA RAMIREZ GALINDO
JEFA DEL DEPARTAMENTO DE ECUACIONES DIFERENCIALES



CONTENIDO

TEMA1 ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL .......ocovvieiiiiiiieeeiinnn, 1
1.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL ....oovoiiiiiiiieeii e, 3
1.3 PROBLEMA DE VALOR INICIAL ....oouviiiieeiii e 16
EJERCICIOS PROPUESTOS  ...ooiviiiieiit e e, 18

TEMA 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES SEPARABLES ........... 22
2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES HOMOGENEQOS ......29
2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS. FACTOR INTEGRANTE ...... 32

EJERCICIOS PROPUESTOS ... e e e e e e 49

TEMA 3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

3.1 ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN ......oovvviieee i, 55
3.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL HOMOGENEA ....70

3.3 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL NO
HOMOGENEA ...ttt i, 74

EJERCICIOS PROPUESTOS .......ccooiiiiiiii 2000110



TEMA 4 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFRENCIALES

LINEALES
4.1 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL .....covvviiieiiiiiiiiieee e, 115
4.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN n
A UN SISTEMA DE n ECUACIONES DE PRIMER ORDEN .................. 121
4.3 SISTEMAS HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN ................vven....... 125
4.4 SISTEMAS NO HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN ..........cccccvvivnnnnn. 133
EJERCICIOS PROPUESTOS ..., 148

TEMAS5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

5.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE ..........ccevvveennn, 153

5.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR LINEAL ...158

5.3 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIODE “S” .......ccuvvuninennn, 159
5.4 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE “t” .....oooeeviiiiinnnn, 162
5.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES IMPULSO,
ESCALON Y RAMPA e e 165
5.6 DERIVADA DE LA TRANSFORMADA DE UNA FUNCION ................. 170
5.7 TEOREMA DE CONVOLUCION ......uiiiiiiiiiiaeniee it e 172
5.8 RESOLUCION DE ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES ..., 174
EJERCICIOS PROPUESTOS ... e 000 184

TEMA 6 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES EN
DERIVADAS PARCIALES

6.1 SOLUCION DE LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES .............. 190

6.2 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES ..........cocevvviieeeeen, 194



6.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER .......coooiiiiiiiiieeeieciie e

6.4 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES
Y DEFRONTERA . o,

EJERCICIOS PROPUESTOS ... e



TEMA1

ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL.

1) Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o
parcial, de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el

orden, asi como las variables dependientes e independientes.

a) ax _ k(4 — x)(1 — x) , donde Kk es constante

dt

b) - n(ytanoc)z% = 12(29 y)ﬂ2 . donde o y O son constantes

ON 0°N 16N
=— +— + kN , donde Kk es constante
ot or r or

c)

RESOLUCION

a) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, “X” variable dependiente,

“t” variable independiente.

b) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, “X” variable dependiente,

“t” variable independiente.

c) Parcial, coeficiente variable, lineal, segundo orden, “ N ” variable dependiente,

“r” y “t” variables independientes.



2)  Determine los valores que pueden tomar las constantes k , m , n , t de modo que
d“y
dxX

la ecuacion diferencial x{%} + 4[
X

j = x" sea lineal, de segundo orden

y de coeficientes constantes.
RESOLUCION

Si m =1 eslineal
Si k = 2 esdesegundo orden

Si t=0 x'=x"=1 esconstantey laecuacion es de coeficientes constantes

Como x" es el término independiente, n puede ser cualquier real.



1.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL.

1)  Sealafuncion y(x) = C,e ™+ C,e*

a) Muestre que y(x) es solucion de la ecuacion

b) Determine, si existen, losvaloresde C, y C, , tales que satisfagan las

condiciones iniciales y(0) = 2, y'(0) = 1.

RESOLUCION

a) Si y(x) es solucion de la ecuacion diferencial, entonces debe satisfacerla.

Se calcula la primera y segunda derivadas de la funcion y(x)

% =-C,e "+ 2C,e**
X
Al derivar nuevamente se obtiene
d 2y
dx?

= C,e *+ 4C,e**

Enseguida se sustituyen estas funciones en la ecuacion diferencial:
se efectlian operaciones y reducen términos semejantes, con lo que se tiene

0=0

y asi queda demostrado que y (x) es solucion de la ecuacion diferencial.

b) Paralacondicién y(0) = 2 , se sustituye en la solucién de la ecuacion diferencial,

esto es



c,e® +c,e
C,+C, (1)

2
2

De manera analoga para la condicion y'(O) = 1 , sesustituye en la primera derivada de
la funcion solucion

1=-cC,e? +2c,e®

1=-C,;+2C, v (2)

Se resuelve el sistema formado por (1) y (2); sumando ambas ecuaciones

1) + @
3 =3C,
=1=20C,

Finalmente, se sustituye este valor en (2), con lo que se obtiene

C,=2C, -1
C,=2(1)-1
C,=1

Por lo tanto, si existen los valores que satisfacen y(0) = 2 y y'(0) = 1

NG

2) Verifiqgueque y = con x > 0 , essolucion de la ecuacion diferencial

2
ﬁ(x)

yy =-1
2

RESOLUCION
La funcion dada debe satisfacer la ecuacién diferencial, por lo que es necesario calcular

y oyt yrn

Para y' setiene



Para y'' se tiene

Finalmente se tiene y

3 3
i _E _E

e I8y

N | =

Se sustituye y , y'" en la ecuacion diferencial

Del resultado obtenido se concluye que la funciéon dada si es solucion de la ecuacion

diferencial.

3) Dada la ecuacion diferencial (y) +2y' + 4x — 4y = 0, cuyasolucion general es
y =(x-C)* +C

a) construya una gréafica de la familia de soluciones,

b) determine, si existe, la ecuacion de una solucion singular.

RESOLUCION

a y-C= (x - C)2 representa a la familia de pardbolas con vértice sobre la recta

y = x . Al dar a la constante C distintos valores se obtiene la gréfica mostrada a
continuacion.



\ / r1 Solucidn smgular
1 | 1 Il Il i x

1 2 3

b) Para determinar si existe alguna solucion singular, se deriva la ecuacion diferencial

parcialmente respectoa y' :

a—yl[(y')2 + 2y + 4x —4y} =0

de aqui se obtiene
2y'+2=0
y' = -1

Este valorde y' essustituido en la ecuacion diferencial
(-1)? +2(-1)+4x -4y =0
y al reducir términos se tiene
4x —4y =1
que constituye una solucion singular. En la grafica del inciso a) se observa la recta tangente

a la familia de paradbolas; esta recta es la representacion grafica de la solucién singular

obtenida.

4) a) Obtenga la ecuacion diferencial que tiene por solucion general a

y=(x-C)> -1, donde C esconstante.

b) Determine cuéles de las siguientes funciones son solucion de la ecuacion obtenida



en a) indicando, en su caso, qué tipo de solucién es:

Dy =x

1y y=-1

1y y = x> + 2x
RESOLUCION

a) Para obtener la ecuacion diferencial, se debe eliminar la constante C de la solucion
y=(x-C)* -1
lo cual se logra derivando dicha solucion
y'=2(x - C)
enseguida se despeja la constante C o el término (x - C) , lo cual resulta mas adecuado;

es decir,

(x-¢)=%

este resultado se sustituye en la solucion general, con lo que se tiene

o[
2
que es la ecuacién diferencial y es posible reescribir como
4y =(y 4
(y) oy y + 4

b) Para y = x? , sederivaobteniendo y' = 2x y al sustituir en la ecuacion diferencial

setiene (2x)° # 4x> + 4 .. noessolucion
Para y = — 1 ,alderivarresulta y' = 0 ; se sustituye en la ecuacion diferencial
0= 4(— 1) + 4 =20 ; .. siessolucion y es solucion singular pues no se obtiene de la

solucion general.



Para y = x? + 2x , sederiva
y'=2Xx+ 2
al sustituir en la ecuacion diferencial
(2x + 2)? = 4(x* + 2x) + 4,
4X% + 8x +4=4x> +8x + 4

por lo tanto si es solucion y es particular pues se obtiene de la solucion general cuando
C=-1.

5)  La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x : y) del plano xvy
estadadapor f(x)=4-2x .

a) Establezca la ecuacion diferencial de la familia.

b) Determine el elemento de la familia que pasa por el punto (O : 0) .

RESOLUCION

a) La pendiente m de acuerdo al enunciado es la funcién f(x) , que es la derivada de la

funcién y , de donde

m:ﬂ=4—2x
d x

que representa la ecuacion diferencial de la familia.

b) Para resolver este inciso se requiere la solucion general de la ecuacion diferencial, es decir,

la funcion y . Entonces al integrar

dy = (4 - 2x)dx

dezj (4 — 2x)dx
de donde resulta

y =4x — x% + C , que es lasolucién general.



Para la condicion x = 0 ,setiene y = 0 Yy al sustituir en la solucidn general resulta
0=C
Finalmente, sustituyendo este valor en la solucidn general, se obtiene

y = 4x — x? que representa el elemento de la familia que pasa por (O : O)

6) Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucion general es la familia de rectas tales que su

pendiente y su abscisa al origen son iguales.

RESOLUCION

La ecuacion de la recta a considerar corresponde a la de punto y pendiente,
y—yozm(x—xo)
donde el punto P, (x, , y,) tiene por coordenadas (a,0) y a es laabscisa al origen;
si la pendiente y abscisa al origen son iguales se tiene m = a y al sustituir en la ecuacion de
la recta
y = a(x —a) ; a esunaconstante arbitraria
Finalmente
y = ax — a’

que es la ecuacion de la familia de rectas.

Para obtener la ecuacion diferencial se deriva la ecuacion de la familia
y'=a
enseguida se sustituye en la ecuacion de la familia

2

y =y'x-(y)
que también se puede escribir como
(y)? -y'x+y=0

que es la ecuacion diferencial.



7)  Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucion es la familia de pardbolas con vértice sobre

eleje x , eje focal paralelo al eje y , con distancia del foco al vértice iguala a .
RESOLUCION

Es necesario obtener inicialmente la expresion analitica de la familia de parébolas.

La ecuacion de la familia de parabolas es

4ay = (X = N) 7 (1)
donde h es la Unica constante arbitraria; al derivar una vez se tiene

4ay' = 2(x — h)

despejando x — h

sustituyendo (2) en (1)

Finalmente

4ay = 4a’(y')’ eslaecuacion diferencial.

8)  Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucion es la familia de circunferencias con centro

sobre el eje x .

RESOLUCION

La ecuacion de la circunferencia de centro (h : k) y radio r es

(x=h)> +(y-k)>=r"
De acuerdo a la descripcién del enunciado, el centro de las circunferencias tiene ordenada cero,

esdecir, k = 0 ; enloque respecta al radio, es también variable. Entonces, la ecuacién que

describe a la familia es

10



donde C, y C, sonconstantes arbitrarias.

La ecuacion diferencial deseada es de segundo orden (el orden corresponde al nimero de
constantes arbitrarias), por lo que es necesario derivar dos veces y eliminar las constantes
C, vy C,

Para la primera derivada

2(x = C,)+2yy' =0

Al simplificar
X-C;, +yy =0
C,=x+yy'
Nuevamente se deriva
O0=1+yy" ' +yy
Finalmente
(y)> +yy"+1=0

es la ecuacion diferencial.

9)  Determine la ecuacion diferencial que tiene como solucion general
ye = C;e®"+ ysen(x)

Donde a , y , C, sonconstantesy unicamente C, esesencialy arbitraria.
RESOLUCION

Lasolucion general € Y = C; 8% 4 Y SBN X cuuuriririririririniririsisisisisis st (1)

Esta funcidn contiene una sola constante esencial y arbitraria por lo que la ecuacién diferencial
debe ser de primer orden.

Al derivar la funcion se obtiene

1

V' = G, 8% 4 YOS X wureirereiininiireieieese ettt (2)

A continuacion se elimina la constante C, despejandolade (1) y (2)

11



y — ysenx

C1 :(v% .......................................................................... (3)
' — yCcoSX

C, =ya+ ............................................................................ ()

al igualar (3) y (4) se tiene

y — ysenx y' — yCOSX
p 4 X o oe X

y al simplificar

oy — aysenx = y' — ycosx
Finalmente, al reordenar los términos se obtiene

y' — ay = yCosx — aysenx

que es la ecuacidn diferencial.

10)  Verifique que la funcién . P 5 = C,e' essolucion de la ecuacion diferencial
dP
— =P(1-P

RESOLUCION

Para que la funcién dada sea solucion de la ecuacién diferencial debe satisfacerla, entonces es
necesario calcular la derivada de la funcion.
Se observa que la funcion es implicita por lo que es conveniente expresarla de la siguiente

manera
P=C,e'(1-P)
derivando en forma implicita y simplificando
P =C,e'(-P)+(1-P)C,e'
P'=-C,e'P' +C,e' —C,e'P

P'=Ce'(1-P-P)

12



pero sabemos que C,e' = % , por lo que

P
P = 1-P—P
T )

P(1-P)=P(1-P-P)
al efectuar operaciones y simplificar
P'- PP'=P(1-P)- PP

P'=P(1-P)

es decir , i—Ft) = P'= P(1 - P) por loque se verifica.

11)  Verifique que la ecuacion diferencial
y

-y = 4x

X

tiene por solucién a la funcion y = C,e* + C,e ™ — 4x y obtenga la solucion

particular que satisfaga las condiciones y(0) =2, y'(0) =0

RESOLUCION

Para verificar es necesario que la funcién satisfaga a la ecuacion diferencial; obtenemos vy
y y"
y'=C,e* - C,e ™ — 4
y' =C,e* + Ce™ "

enseguida se sustituyen en la ecuacién diferencial

(CleX + Cze’x) - (CleX + C,e " - 4x) = 4x
efectuando operaciones y simplificando se tiene que

4x = 4x

por lo tanto se verifica.

13



Para obtener la solucion particular se requiere derivar la solucién general y aplicar la condicion

inicial y'(0) = 0

Al derivar se obtiene
y's =Ce* —Ce ™ — 4
Entonces, aplicando y(0) = 2 y y'(0) = 0 se obtiene
2=C, +C,
0=C,-C, -4
que es un sistema de ecuaciones que tiene por solucion C, =3 y C, = -1
Asi, la solucion particular que satisface las condiciones iniciales es

y =3e" — e * - 4x

12)  Determine las funciones Q(y) y P(x) si y’ + 2Cx = C’ eslasolucion

2
general de la ecuacion diferencial Q(y) [—j + P(Xx)= -y =
RESOLUCION

Inicialmente se calcula la derivada de la funcidn que representa a la solucién general; dado que

no esta en forma explicita, se deriva implicitamente

2yy'+ 2C =0
0 bien
yy'+ C =0
de donde
C=-yy

Enseguida se sustituye en la solucién general
y2 o+ 2(-yy)x = (-yy)?

efectuando operaciones

14



y? = 2yy'x = y*(y)?
reordenando e igualando a cero
yAy')* + 2xyy' - y?=10
dividiendo entre y
y(y)> + 2xy' — y=0

Esta ultima ecuacidn tiene la forma de la ecuacion diferencial dada

Q) &] P -y

Por lo que al comparar los coeficientes se obtiene

Q(y) =y . P(x) =2x

15



1.3 PROBLEMA DEL VALOR INICIAL.

1)  Verifiqueque (y - C)2 = C x eslasolucion general de la ecuacion diferencial

4Lx(y')2 + 2xy' — y = 0 y obtenga una solucion particular que satisfaga la condicion
inicial y(1) = 2

RESOLUCION

La solucidn general contiene una sola constante arbitraria, por lo que es necesario derivar una

vez la solucién general, esto es

2(y -Cly'=C

7[5

Después se sustituye en la ecuacion diferencial

Efectuando operaciones en el segundo miembro

despejando y' se obtiene

xC? + xC(y = C) - y(y - Cc)’
(y -¢)

XC? + xyC + xC? — y(y - )’
(y -¢)°

xyC — y(y - C)?
(y -¢)’

De la solucion general se tiene (y — C)? = Cx , por lo que en el segundo miembro de la

ecuacion diferencial anterior se escribe

_ xyC - y(C x) 0
Cx

por lo tanto se verifica que si es solucion.

16



Para obtener la solucién particular se aplica la condicion inicial y(1) = 2 enlasolucion

general (y — C)® = Cx , por loque
(2 -C)% = C(1)
desarrollando el binomio se obtiene
4-4C+C’=C
C’-5C+4=0
Esta Gltima expresion es una ecuacion de segundo grado que al resolver determina
C=1y C=14
Para cada valor obtenido se tiene una solucion particular, es decir
Para C =1 (y -1)° = x

Para C = 4 (y — 4)° = 4x

17



1)

2)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Verifique que la funcion y = x| x| + C x donde C esuna constante arbitraria, es una
familia monoparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial

xy' —y = x|x]|

Solucién
x(2|x| + C) - (x|x| + Cx) = x| x|
x| x| = x| x|

Se verifica.

Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o parcial,
de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el orden, asi como

las variables dependientes e independientes.

Q) Xy'—4y —5y=e*

2
b) 0 Z/ = oy + ky — oy donde k esuna constante
ot ot 0s

N G

c) y'+2x’y' —(x-1)y = xy

Solucién
a) xy'" —4y' — 5y =e’*: ordinaria, coeficientes constantes, lineal, orden 2, y
variable dependiente, x variable independiente.
2
o’y _ oy N oy

ky — —  k = cte ; parcial, coeficientes constantes, lineal, orden

by £ =
) at? ot oS

2, y variable dependiente; t , s variables independientes.

18



3)

4)

5)

3
c) y"+ 2x%y' - (x - 1) y = xy?2; ordinaria, coeficientes variables, no lineal,

orden 2, y variable dependiente, x variable independiente.

Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de circunferencias con

centro sobre larecta y = x ytangentesaleje vy.

Solucion

1 N 2
2 2 _ Xt Yy (x+yy):0
X° +y {—x+y' (x+y)+ (x+y')2

Sea la ecuacion diferencial y' — x\/y = 0  que tiene como solucion a la familia

2
. " . x 2
uniparamétrica de soluciones y = (7 + CJ

Determine
a) Una solucion particular.

b) Una solucion singular.

Solucion
x2)’
a) Si C = 0, unasolucion particulares y = (zj

b) Unasoluciénsingulares y = 0

Verifique que y = % , donde C es una constante arbitraria, es una familia
- Ce
. o . S : -2
uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial % = %
X

19



6) Determine los valores que pueden tomar las constantes k , m , n , t de modo que la

d"y ; dky ’
ecuacion diferencial  x* (d n} + 4£d—k] = X seade segundo ordeny de
X X

segundo grado.

Solucion.

n
Para que la ecuacion diferencial  x* [ d yJ

dx"

d ky ’
4 [d—kJ = X seade segundo orden
X

ydesegundogrado n =2 (20.orden)con k<2 , m=2 vy teR

7) a) Obtenga una ecuacion diferencial de la cual la familiaderectas y = Cx — C? es

solucion.
b) Determine cuales de las funciones

ylz—ix2 ’ y2:X+1 , y3:x+3

son solucion de la ecuacion obtenida en el inciso anterior e indique, en cada caso, qué tipo

de solucion es.

Solucion

a) y=xy +(y)’

b) y, esunasolucion singular
Y, esuna solucion particular

y ; no essolucion

8) Sealaecuacion diferencial y" — y'= 20 , cuya solucion general es
yo =C, + C,e' - 20t
Obtenga la solucion particular sujeta a las condiciones iniciales y(O) =0 ,

y'(0) = 40

20



)

Solucion

y, =— 60+ 60e' — 20t

Si x? + (y - C)2 = 4 eslasolucion general de la ecuacion diferencial
x? = (4 - xz)(y')2 , obtenga, si existe, una solucion singular de la ecuacion

diferencial dada.

Solucion
Existen dos soluciones singularesqueson x =2 , x = -2

10) Verifiqueque 4x? — y? = C , donde C es una constante arbitraria, proporciona

una familia uniparamétrica de soluciones implicitas de
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TEMA 2

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES
SEPARABLES.

1)  Resuelva la ecuacion diferencial y?dx — xydy = x?ydy , utilizando el

método de separacion de variables.

RESOLUCION

yZdx — xydy = x?ydy
Agrupando términos para cada diferencial se tiene
y2dx = (x2y + xy)dy

Enseguida se separan variables

dx  ydy
X2+ X y?

El paso inmediato es integrar ambos miembros

J’ dx _J‘ydy
X2+ x y?

en el primer miembro se observa que es necesario descomponer en fracciones parciales, de

donde se obtiene

integrando

Ln|x| = Ln|x + 1] = Ln]y| + C
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por propiedades de logaritmos se obtiene

X
Ln = Ln(C
[x + IJ ( y)

y aplicando la funcion exponencial

X

=C
X + 1 y
finalmente
y = S - , que es la solucion general
C(x + 1)

2)  Resuelva la ecuacioén diferencial y'(l + e X) = e*7Y utilizando el método de

separacion de variables.

RESOLUCION

La ecuacion diferencial también se puede escribir de la siguiente manera

d X X
d—§(1+e):§—y

eVdy = (1 i ex)olx

posteriormente se integran ambos miembros

Ieydy: Ie+dexX

al separar variables se obtiene

de donde se obtiene
eV = Ln(l + ex) + C

que es la solucion de la ecuacion diferencial.

3) Resuelva la ecuacién diferencial
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(3x—6y+4)3—z+x—2y+3:0

Sugerencia: utilizar el cambio de variable v = x — 2y

RESOLUCION

(3x—6y+4)%+x—2y+3:0

al utilizar la sustitucion v = x — 2y se despeja a la variable y, asimismo se calcula

la derivada con respectoa x

3x—6(X_V]+4 1 _Idv +x—2(x_vj+3=o
2 2 2 dx 2

se efectlian las operaciones indicadas y se reducen términos

(3x—3x+3v+4)(%—%g—vj+x—x+v+3:0
X
(3v+4)(1—ﬂj+2v+6:0
dx
3v+4—3vﬂ—4ﬂ+2v+6=0
dx dx

se llega a una ecuacion diferencial de variables separables
(3v + 4)dv = (5v + 10)dx

dx = 1—(3\/ * 4) dv
5 (v+2)

J‘dlej‘3v+4dv
5 vV + 2

integrando

para el segundo miembro



3V+4:3 2

vV + 2 vV + 2

Idx:lfS— 2 dv
5 vV + 2

1

entonces

X =§(3V — 2Ln(v + 2)) + C

Sin embargo, de la sustitucibn v = x — 2y se obtiene

1
= —(3x -6y — 2L - 2 2 C
X 5(x y n(x y+))+

que es la solucién general.

4)  Resuelva la ecuacion diferencial.

y'=tan’(x + y)

RESOLUCION

Se tiene

dy _ tan*(x + y)

dx

La forma del argumento de la funcion sugiere emplear la sustitucion

lo que implica calcular du , entonces

du = dX + dY e
ahora bien, en la ecuacion diferencial es necesario el término %
X
dy _du
d G~ Lo

Enseguida se sustituyen (1) y (3) en la ecuacion diferencial
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du

— —1=tan’(u
o (u)
Se tiene una ecuacion de variables separables, por lo que
du 2
— =tan“(u) + 1
™ (u)
2d—U — dX
tan“(u) + 1
du
———— = dx
sec’(u)

cos’(u)du = dx

Entonces ya es posible integrar ambos miembros

'[cosz(u)du ='[dx

J.(l + lCOSZUde = I dx
2 2
de donde resulta

1u+lsen2u=x+c
2 4

pero de la sustitucion efectuada se tiene
u=x+y

entonces del resultado anterior

%(x+ y)+%sen2(x+ y)=x+C

0 bien
2(x +y) + 2sen2(x + y) = 4x + 4C

agrupando términos
2(y = x) + 2sen2(x + y)=C, ; C, =4C

que es la solucién general.

5)  Resuelva la ecuacion diferencial
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(1 - lex + (xzcosy)dy =0
y y

sujeta a la condicion inicial y(l) =T

RESOLUCION

Es una ecuacion diferencial de primer orden expresada en forma diferencial, analizamos si

es 0 no de variables separables, para lo cual separamos los términos diferenciales

(1 ; dex = —x%cosydy

Si es de variables separables, por lo que se tiene

1 - x

_X2

dx = ycosydy

esta igualdad también se puede escribir como

X -1

X2

dx = ycosydy

Luego de separar variables se integran ambos miembros de la igualdad

x —1
I 3 dx:J'ycosydy

La integral del lado izquierdo se resuelve separando en dos nuevas integrales; la del lado

derecho se resuelve integrando por partes

jx—xzdx - j% = I ycosydy

ax _ f X Zdx = j ycosydy
X

-1
X
Lnx — — +C, = yseny + cosy + C,

Reordenando y agrupando constantes se obtiene

Lnx + 1 = yseny + cosy + C
X
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que es la solucion general de la ecuacion diferencial.  Sin embargo, se tienen condiciones
iniciales, las cuales se aplican en la solucidn general para obtener el valor de la constante C
1

y(1)=n = Ln(1)+i=nsenn+C05n+C
(0)+1=(0)+(-1)+C
2=C

Entonces, la solucidn particular que satisface la condicion inicial dada es

yseny + cosy + 2 = Lnx + 1
X
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2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES
HOMOGENEOS.

1)  Resuelva la ecuacion diferencial (x2 + yz)dx — xydy =0

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion
2 2 —
(x +y )dx—xydy—O
Se analiza qué tipo de ecuacion es; se descarta que sea de separacion de variables y, por

inspeccion, se puede afirmar que es de coeficientes homogéneos de grado 2.

Se realiza la sustitucion 'y = ux teniendo presente que es necesario calcular dy . Al
calcularlo se obtiene dy = udx + xdu , que al sustituirlo en la ecuacion diferencial

nos lleva a
(x2 + (u x)z)dx — x(ux)(udx + xdu)
Efectuando operaciones y simplificando
(x2 + uzxz)dx - x’u(udx + xdu) =0

x2dx + u?x?dx — u?x?dx —ux’du = 0
se obtiene una ecuacion diferencial de variables separables
x2dx — x’udu = 0

Separando variables

e integrando

Finalmente se obtiene
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2

Lnx — > = C , que es lasolucion general de la ecuacion diferencial.
X

2)  Resuelva la ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos

ydx = (x +4y? - xz)dy

RESOLUCION

Se observa que es una ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos de grado uno; se

propone la sustitucion 'y = ux lo que implica calcular la diferencial dy , esto es
dy = udx + xdu

Enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial
uxdx = (x + Ju?x? - xz)(udx + xdu)
donde luego de efectuar operaciones y reordenar se tiene

—Uu? = 1xdx = x2(1 +4u? - l)du

que es una ecuacion de variables separables.

Al separar variables se obtiene

al simplificar

Posteriormente se integra
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du + d_u

_ %_J‘;
X uyu’® -1 u

—Lnx = angsecu + Lhu + C

y

pero setiene y = ux, entonces u = = , por loque

—Lnx = angsecl + Lnl + C
X X

que es la solucién general de la ecuacion diferencial.

3) Determine si la funcion F (x : y) es homogénea. En caso de serlo defina su

grado de homogeneidad.

2
F(x,y):(x+\/y2—xy)——xy+y +

X

RESOLUCION

Unafuncion F(x , y) eshomogéneadegrado n si
F(Ax, Ay)=A1"F(x,y)

entonces

FOM, Ay) = ax + J(ay)2 = (A x)(hy) - (“)(K(B;)X; (ry)’ Eii))z
F(Ax,Ay)=2rx+ AY? - Xy — kz(xi; yz) + ;:?;i

2 5
F(ax, ky):x[(x+\/y2 - xy)——xy+ y +X—4

X y
F(Ax,Ay)=AF(x,Vy)

Porloque F(x , y) eshomogénea de grado 1.
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2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS. FACTOR
INTEGRANTE.

1)  Si un factor integrante de la ecuacion diferencial g— + P(x)y = x es p(x) =e",
obtenga:
a) P(x)

b) lasolucién general y = y(x)

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion diferencial

dy
gy p -
ix + (x)y X

Esta ecuacion diferencial es lineal y de primer orden; un factor integrante es
_[P(x)d X

ycomo p(x) = e’ setiene que J-P(x)dx = x? por lo tanto

u(x) = e
P(x) = 2x
asi, la ecuacion diferencial correspondiente que se tiene es

dy
— 4+ 2XYy =X
dx y

que en forma diferencial se expresa como
dy = (x — 2xy)dx
(2xy = x)dx + dy =0
multiplicando por su factor integrante e*’  seobtiene
ex2(2xy - x)dx + eX’dy = 0

Esta ecuacion diferencial, segun se observa, es diferencial exacta pues cumple

a—ay(2xyeX2 - xexz) = %(exz)
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x2

2
2xe* = 2xe”

Por lo que se asegura que existe una funcion f (x : y) tal que

MzM(x,y):2xyeX2—xexz ................ (1)
OX
asi como
of (x,y) 2
=N : = e (2
- (x.y) = @

En la ecuacion (3), h(x) es la constante de integracion que debe obtenerse.

Derivando parcialmentea f conrespectode x e igualando con (1)

ot _ 2xye* + h'(x) =2xye* — xe*
OX
M
Por lo tanto
h'(x) = - xe*’
y
2
eX
h(x) =— + C
(x) == %
finalmente, la solucion general es
2 1 2
e —=-e" =C
y 2
y en forma explicita
2 1
=Ce ™ + =
y 2

2) Resuelva la ecuacion diferencial

— xsenydy — (5x— 5xcosy)dx =0
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RESOLUCION

— xsenydy — (5x— 5xcosy)dx =0 ..

Efectuando un cambio de variable
u = cosy

du = — senydy
sustituyendo en la ecuacion diferencial
xdu — (5x— 5xu)dx = 0

que tiene la forma lineal

Si se considera a la funcion

como un factor integrante, al multiplicar la ecuacion diferencial (2) por v(x) y simplificar

se transforma en exacta

e’*du + 5e°*udx = 5e°*dx

e’ du + 5e’*udx - 5e°*dx =0
(5e5x— 5e5xu)dx —e’*du=0
Mdx + Ndu = 0
M oN

ou X
Integrando (3) con respecto a x se tiene

I5e5xu dx = f 5e°*dx

e’*u=e’*+C

u=1+Ce°*

pero u = cosy ; entonces

cosy =1+ Ce ™%

..(3)

. Se comprueba gue es exacta.
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es la solucidn general.

Otra forma de resolver la ecuacion (1) es multiplicarla por (— 1) , de donde
X
senydy + 5(1 —cosy)dx = 0

ﬂdy + 5dx =0
1 - cosy

integrando resulta
Ln(1 — cosy) + 5x = C,
5X

1-cosy=C,e"

que es la solucion general en forma implicita.

3) Resuelva la ecuacion diferencial
(ny - seczx)dx + (x2 + Zy)dy =0
RESOLUCION

Es una ecuacion diferencial que no es de variables separables y no es de coeficientes
homogeéneos; se vera entonces si €s 0 no exacta.

Se identifican los coeficientes de la ecuacioén diferencial, donde

M(x,y)=2xy — sec’x

se cumple
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M _oN
oy OX
entonces es una ecuacion diferencial exacta.

Al ser exacta se sabe que existe una funcion f (x : y) tal que

of of

df = dx + a—ydy .................................... (1)
donde
df = M(x, y)dx + N(x, y)dy ...oooovinnnrnnn, 2)
de (1) y (2) se tiene
%f(x Y) = M(X  Y) i, (3)
if(x V) = N(X 4 ¥) oo, (4)
oy
De (4)

Luego de integrar
f(x,y)=x*y+y”>+ g(x)
y al derivar parcialmente con respectoa X

0

&f(x,y)=2xy+g'(x) .................. (5)

igualando los segundos miembros de (3) y (5)
M(x,y)=2xy + g'(x)
al sustituir al coeficiente M
2xy — sec’x =2xy + g'(x)
resulta

g'(x) = — sec’x
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y al integrar

g(x) = - Iseczxdx

g(x) = — tanx
por lo que la funcién f(x , y) es
f(x,y)=x’y+ y’ - tanx
Teniendo presente que la solucion general es de la forma
f(x ,y)=C
se puede escribir
x’y + y? —tanx = C

gue es la solucion general en forma implicita.

4)  Resuelva la ecuacion diferencial
(1 + seny)dx = [2ycosy — x(secy + tany)]dy

sujeta a la condicién inicial y(0) =1
RESOLUCION

Se observa que la ecuacion no es de variables separables ni de coeficientes homogéneos; se

vera si es 0 no exacta, para lo cual la llevamos a la forma
M(x, y)dx + N(x, y)dy =0

entonces se tiene

(1 + seny)dx — [2ycosy — x(secy + tany)|dy = 0......coennn. (1)
Enseguida se determinan ™M y N
oy oX
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ON
— =Secy + tany
X

oM oN
#

— — no es exacta
oy OX

Dado que no es exacta, se procede a obtener un factor integrante adecuado para transformar

la ecuacion diferencial en exacta.

Se propone un factor integrante u(x) = Jeg(x)dx , parael cual

M _oN
9(x) = 0y  Ox _  cosy — (secy + tany)
N — 2ycosy + x(secy + tany)

se observa que no depende sélo de X .

Ahora se propone un factor integrante  p(y) = I e"MY parael cual

oN oM

h(y) _ OX 0y _ seny + tany — cosy
M 1 + seny

Depende sélo de y , sin embargo, es conveniente simplificarlo pues para obtener ()

se requiere integrar a la funcién h(y)
Las funciones secy y tany se pueden expresar en términos de las funciones

seny y cosy ,como se indica enseguida:

1 N seny _ 1 + seny

secy + tany =
cosy  cosy cosy
1 + seny
secy + tany — cosy = ————=> — cosy
cos y
Entonces h(y) se puede escribir como
1+ seny cosy 1 + seny
h(y) = cosy _ _Cosy  cosy
1 + seny 1+ seny 1 + seny
1 cosy

h(Y) = sy ™

cosy 1 + seny

Enseguida se procede a integrar

38



1 CoSy
h(y)dy = - d
.[ (v)dy J‘(cosy 1+ seny] y

cosy

- Isecydy s seny

Ln(secy + tany) — Ln(1

L[ Secy + tan yj

1+ seny
1+ seny
_ Ln| —cosy
1+ seny
cosy
El elemento que se requiere es ejh(y)dy , entonces

oy Ulasy) 1

cosy
Asi, el factor integrante es
1

n(y) = —

cosy

A continuacion se multiplica la ecuacion diferencial (1) por p(y)

p(y){(l + seny)dx — [2ycosy — x(secy + tan y)]dy} -0
1
— (1 dx — |2 —~ t dy; =0
w05y {( + seny)dx — [2ycosy — x(secy + tany)] y}
de aqui se obtiene
{wjdx - {Zy - (secy + tan y)}dy =0,
cosy cosy

Se procede a verificar si es 0 no exacta

):1+seny

Mx .y cos y

dy

+ seny)
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N(x,y)=-2y+

(secy + tany)
cosy

oM cosy(cosy) — (1 + seny)(seny)

oy cos ’y
_cos’y + seny + sen’y 1+ seny
cos ’y cos’y
1 N seny
oN _ _Secy + tany _ cosy  cosy
oX cosy cosy
1+ seny
_ _ cosy
cosy
1+ seny
cos ’y
Asi, se cumple ‘Zﬂ = g—N por lo que se verifica que ( 2) es exacta.
y X

Por otro lado, se tiene que si una ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funcion

f(x ,y) talque

df =M(x,y)dx + N(x , y)dy

donde
M(x . y) =2 f(x . y)
0X
N(x,y):—a f(x,y)
oy

Se puede proceder a obtener f (x , y)

JM )dx + h(y)
"= |

_ 1+senyd +h(y)
cosy
1+ seny
f(x, = X| —— h(y).ooieenannnn. 3
(x.y) X( o5y ]+ (v) (3)

Por otro lado
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entonces

por lo que se tiene

x(“ﬂ} +h'(y)=-2y +
cos ’y

cosy

1 seny
Cosy . cosy
Cosy  cosy

-2y + X

_ oy X(“ﬂ]
Cos“y
De esta ltima ecuacion despejamos  h'(y) , estoes
h'(y)= -2y
de aqui se procede a integrar en ambos miembros, de donde
h(y)= - ZI ydy
h(y)= -y’

este valor se sustituye en ( 3), por lo que

Se recordara que la solucion esté dada por
f(x ,y)=C

Entonces, la solucién general es

X(l + senyj _yl-c
cosy

Dado que se trata de un problema con valor inicial y(O) =1 ,setiene

0-(1)°=CcC

(secy + tany)
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-1=C

por lo que la solucion particular que satisface la condicion es

X(w] Cyro g
cosy

5)  Demuestre que
(x + 3x3seny)dx + (x4cosy)dy =0

no es exacta, pero que multiplicando esta ecuacion por el factor x ~! se obtiene

una ecuacion exacta. Posteriormente obtenga la solucion de esta ultima.

RESOLUCION

Para que una ecuacion diferencial sea exacta, es condicion necesaria y suficiente que
0 0

— M (X , = — N(x ,

5y Mx ) (x.y)

por lo que inicialmente se procede a identificar las funciones M y N

M(x ,y)=x+ 3x’seny
N(x , y) = x*cosy

enseguida se obtienen las derivadas parciales , esto es

M _ 3x3cosy

~
N _ 4x3%cosy
0X

Se observa que
oM oN
[ ¢ —_—
oy oX
con lo que se confirma que no es exacta.
1

A continuacion multiplicamos la ecuacion dada por el factor x =, que es justamente un

factor integrante ()
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x‘l[(x + 3x7sen y)dx + (x%osy)dy} =0
de donde se obtiene
(1 + 3xzseny)dx + (x3cosy)dy = 0, (A)

Enseguida se verifica que sea exacta.

M(x ,y)=1+ 3x’seny

N(x , y) = x’cosy
M _ 3x%cosy
oy
N _ 3x2cosy
OX

se cumple que

oM oN
—— = — por lo tanto es exacta
oy OX

Para obtener la solucion de (A) se debe determinar la funcién f(x , y) tal que

of of
f - lax + 2oy
(x ) 8xx+8 y
donde
of of
9 - ™ 97 =N
ox - MOy s o= NG y)

—
—~
x
<
SN
I

IN(X . y)dy + g(x)
f(x,y)= I(x%osy)dy + g(X)

f(x,y)=x%seny + g(x)

Para obtener la funcién ¢ (x) , la cual representa a la constante de integracion, se considera
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‘Z_f = 3x’seny + 9'(x) =1+ 3x’seny
X

de donde se obtiene

e integrando

g(x) = J‘ dx = x
por lo que
f(x,y)=x’seny + x
La solucion de la ecuacion diferencial es de la forma f(x : y) = C porloque
x>seny + x = C

es la solucién general.

6) Para la ecuacion diferencial
[ycos(x y) + ex]dx + N(x , y)dy =0

obtenga la funcion méas general N (x , y) demanera que la ecuacion se exacta.

RESOLUCION

Inicialmente se establece la condicion necesaria y suficiente para que una ecuacion
diferencial sea exacta:
oM ON
oy oX
Lo anterior implica identificar a la funcion M (x , y) aconsiderar, por lo que se tiene

X

M(x,y)=ycos(xy) +e
Enseguida se deriva con respectoa vy

™

3y = — xysen(xy) + cos(xy)
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y bajo la condicion necesaria y suficiente establecida por la ecuacién ( A) se tiene

% = — Xysen(Xxy) + CoS(XY).....coourn. (B)

De la ecuacion anterior se procede a integrar parcialmente con respectoa x , es decir
N(x,vy)= J [ xysen(xy) + cos(xy)]dx + h(y)
de aqui tenemos dos integrales, a saber
I, = j (- xy)sen(xy)dx

I, = I cos(x y)dx

Para |, setiene una integral por partes donde

u=-—Xxy : du = — ydx
y dv = sen(xy)dx , V= I sen(x y)dx = _—ylcos(xy)
Entonces

I, = xcos(xy) — J- cos(x y)dx

xcos(xy) — %sen(x y)

Il
Para |, setiene una integral inmediata
I, = J‘ cos(x y)dx = %sen(x y)
De lo anterior se tiene
N(x,y)= xcos(xy) - %sen(x y) + %sen(x y) + h(y)
N(x,y) = xcos(xy) + h(y)

que es la funcion general que garantiza que la ecuacién diferencial dada sea exacta.
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7)  Determine si la ecuacion diferencial
cosO dr — (r seno — ee)de =0

es exacta. Si es exacta, obtenga su solucion general.

RESOLUCION

La ecuacion diferencial es de la forma
M(r , 8)dr + N(r , 6)d6 =0
donde se identifican a las funciones M y N

M(r , 8) = cos6
N(r,o)= (rsene - ee)

La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion diferencial sea exacta es que

M N
00 or

por lo que se procede a obtener las derivadas parciales

ﬂ = —send
06
m = — send
or

De la igualdad anterior se concluye que es exacta.

Ahora bien, si es exacta, se asegura que existe una funcion f(r , 0) tal que su

diferencial total es justamente el primer miembro de la ecuacion diferencial original, es

decir
of of
df = — , 0)d — , 0)do
or (r )Hae (r )
0 bien
df =M (r ,0)dr + N (r , 6)do
por lo que
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lo que permite obtener f(r : 6) integrando cualquiera de las expresiones anteriores,

como se muestra enseguida
f(r ,e):jm (r . 6)dr + h ()
f(r,o) :Icosedr + h (0)

f(r,0)=rcos® +h(0)...cccervrrnrnn.(A)

Para obtener h (0) , se considera que

of
O o N(F 1, 0) i, B
o (r,0) (B)
de donde
of 0
= = 0 h (6
o ae(rcos n ())
ﬁ:—rsen€)+h'(6)
00

entonces, de acuerdo a la ecuacién ( B ) se tiene

—rsen® + h' () = —rsen® + e’

despejando h' ()

posteriormente se integra

h(0)=e’

y al sustituir el resultado anterior en ( A ) se obtiene

f(r,0)=rcos0 + e’
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Finalmente, se tieneque f(r , ) = C  es laforma de la solucion general de la ecuacion
diferencial, por lo que el resultado es

rcos® + e’ = C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Resuelva la ecuacion diferencial

(2y2 +3xy — 2y + 6x)dx + (x2 +2Xy - x)dy =0

Solucién.

x’y? + x’y — x?y + 2x> =C

2) Obtenga una solucidn grafica de la ecuacion y y' = cosx ,con x enelintervalo
o3
2

Solucién.

Trazandopara k = + 1, + g , + 2, + 4 ,seobtiene

0.54

- 0.5t




3) Resuelva la ecuacion diferencial(x2 +y?+ l)dx + (x2 —2x y)dy =0

Solucién.

2
x—y——l+y:C

X X

4) Obtenga una solucion gréfica de la ecuacion y' = y?

Solucién.

y* =k

Trazandopara k =+ 2 ,+ 1, + % , 0, seobtiene

%]
— 1
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5) Resuelva la siguiente ecuacién diferencial homogénea

(X+M)y'= y y(— 3e‘4):e‘4

Sugerencia: considerar el cambio de variable X = uy .

Solucién.

1
,Z[I,AJZ
y

y=e

6) Si la ecuacion propuesta no es exacta obtenga un factor integrante que dependa de una sola

de las variables y posteriormente resuelva la ecuacion diferencial

(x + yz)dx - 2xydy =0

Solucién.

2

Y finx=cC

X

7) Resuelva la ecuacion diferencial

(xy+ y2+ xz)dx - x%dy = 0

Solucion.

y = xtan( Ln|Cx|)

8) Compruebe si la siguiente ecuacion diferencial es exacta. En caso de no serlo,

obtenga un factor integrante u(x) y determine su familia uniparamétrica de
soluciones  F(x , y)

(yze“+ l)dx + (2 ye?* - ex)dy =0

o1



Solucion.

yzex_e—x_y:C

9) Resuelva la ecuacion diferencial

10)

11)

12)

xdy — ydx — (1 - xz)dx =0

Solucion.

y=Cx-1- x?

Resuelva el problema de condiciones iniciales [y = — y' — xy' y(0) =1

Solucion.
Ln(x + 1) + 24y = 2
Resuelva la ecuacion diferencial (y4 + 2xy2)dx + (2xy3 - 3y4)dy =0

Solucion.

xy? + x> —y’==C

L ) d
Resuelva la ecuacion diferencial ay_y + 2
dx X
Solucion.
Yy
x? = Cex
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13) Resuelva la ecuacién diferencial

xdy + ydx + (x + y)dx =0
Solucion.
x’ +3x?’y =C
14) Resuelva la ecuacion diferencial (xy” — x — y” + I)dx = (xy + x = y — 1)dy
Solucion.

y=Ce* +1

15) Resuelva la ecuacion diferencial y' = Yy X
X Yy

Solucién.
yZ
2
X = Ce?
e . d
16) Resuelva la ecuacion diferencial d—y Y x4y
X X

Sugerencia: hacer el cambio de variable y = vx .

Solucién.

2
y = xtan(% + Cj
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17) Resuelva la ecuacién diferencial

d

Solucion.
J— 2 —
2 Y Xy _ Lhy =C
y

18) Resuelva la ecuacién diferencial
rcos0de+ (r — sen®)dr = 0

Solucion.

lsen6+ Lhr = C
r

19) Resuelva la ecuacion

dy _x-y
dx Xx+y
Solucion.
2 2
_%Ln(—y—2§y+x J—Ln(x):c
X

20) Resuelva la ecuacion diferencial

dy  (2x-y+1)°

dx 2X -y

Sugerencia: Realice el cambio de variable u = 2x — y .

Solucién.

—%Ln((Zx—y)2+1)—x:C
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TEMA 3

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

3.1 ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN.

1) Si la solucion general de la ecuacion diferencial y' + P(x)y = Q(x) es:

sen 2 x

y(x) =Ce 2 -1

determine las funciones P(x) y Q(x)

RESOLUCION

La ecuacién diferencial es no homogénea, por lo que su solucion general es de la forma
y=Yyn,+ Yy, , donde y, eslasolucion delahomogeéneaasociaday vy, es

una solucion particular de la no homogénea.

Asi se tiene que

sen 2 x

y, =Ce ? y y,=-1
Ahora bien, si y, es solucion de la homogenea asociada, entonces la satisface, por lo

que se calcula y '

sen 2 x

y, = Ccos2xe 2

Sustituyendoen y' + P(x)y = 0 que es la ecuacion diferencial homogénea asociada

a la no homogénea, se tiene

sen 2 x sen 2 x

Ccos2xe 2 + P(x)Ce 2 =0
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De esta ecuacion se obtiene P(x)

sen 2 x

C(cos2x)e 2
P(x) = - sen2x
Ce ?

De donde resulta
P(x) = — cos2x
De manera analoga, si y, es solucion de la no homogénea, entonces la satisface, por lo
que es necesario calcular y '
Y, =0
Sustituyendo en y' + P(x)y = Q(x) , que es la ecuacion diferencial no homogénea, se
tiene
(0) + P(x)(= 1) = Q(x) ; pero P(x)= — cos2x
(- cos2x)(—1) = Q(x)
Finalmente

Q(x) = cos2x

2) Obtenga la solucion general de la ecuacion

x4y _ y = x?c0s2x

dx

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial no homogénea, de primer orden y de coeficientes

variables, que puede asociarse con la expresion

y' '+ P(X)Y = Q(X)eiiiiiiiiiinns (A)

que es la forma normalizada de la ecuacién de primer orden no homogeénea.
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Por lo anterior, se observa la conveniencia de normalizar la ecuacién diferencial dada.
Dividiendo entre x se obtiene.

dy
dx

X | =

y = XCOS2X

y ya es posible identificar las funciones

Q(x) = xcos2x
Debe tenerse presente que la solucion general de (A) estd dada por
Ye = ¥Ynt Yo
donde y, eslasolucion de la homogenea asociaday y , esunasolucion particular
de la no homogeénea y cada una de estas funciones esta dada por

y _Ce—jp(x)dx
ho=

y, = e—j P(x)de‘Q(X)ejP(x)dx

Enseguida se procede a calcular las integrales anteriores requeridas:

IP(x)dx = — J‘édx =—Lnx = Ln(éj

—IP(x)dx: .ldx: Ln x
J X

I Q(x)e! "% ax = [ xcos2x e )% gx

= xcost(lj dx
J X

= | cos2xdx = 1sen2x

A continuacion se tiene y, y 'y, , estoes,
Y = Ce [P0 _ cox _ oy

C E_I P(x)dxj Q(X)GI P(x)dx

Yo
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Por lo que la solucién general es

y =CX +§sen2x

3) Sabiendo que la solucidn general de una ecuacién diferencial de la forma
y'+ P(x)y = Q(x) ,
es

X3 — 3x . c
3(x2+ x) 3(x2+ x)

y:

calcular las funciones P(x) y Q(x)

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea, de coeficientes
variables de la cual su solucion general es dato.
Para una ecuacion diferencial no homogeénea de primer orden, su solucion general es de

la forma

yG = yh+ yp
donde vy, = ce ) POOdX y ¥y, = ejp(x)dxj Q(x)ejp(x)dxdx por lo que de la

solucion general dada se infiere

c X7 - 3X
(A) yp_—3(xz+x) ........... (B)
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donde 'y es lasolucion de la homogénea asociada y y , es una solucion particular

de la no homogénea.

Asi, para la ecuacion homogénea asociada
y'+ P(X)y =0 . (C)
y teniendo presente que y, es su solucion y que por lo tanto la satisface, es

necesario obtener y '

yoo c(2x + 1)
" 3(x2+ x)2
la cual se sustituye en la ecuacién ( C)
—-c(2x + 1) c
——% 4+ P(x =0
3(x2+ x)2 (x) 3(x2+ x)

De donde se despeja la funcién P(x) , estoes

(2x + 1)

P(X) = ———7=
() (x2+ x)
Por otro lado, asumiendo que y , es una solucion particular de

y'+ P(x)y = Q(x)

y se sabe que la formade y , esta dada por
y, = e—j P(x)de‘ Q(X)eJ.P(X)dXdX

se sustituye la funcion P(x) y se efectuan las operaciones indicadas; para las integrales

_jp(x)dxz_jwdx: - Ln(x2+ x): Ln[ 21 J ....... (D)

(x2+ x) X+ X
J'P(x)dx:jzxxziidx:Ln(x2+ x) .................. (E)

entonces yp €S

simplificando se obtiene



i_XIQ(X)(X2+ X)dX ...................... (F)

y =
p X2

Por otro lado, se tiene el valor conocido y , dado por ( B), entonces se pueden igualar ( B)

y (F)

de donde

Q(x)(x2+ x) = % (3X2— 3)
= % 3(x* - 1)
= x?-1

Finalmente, se despeja a la funcion de interes

oo X -1 _(x+(x - 1)
Q() (x2+ x) X(X+1)

4) Resuelva la ecuacion diferencial

t% — 2X =tLn 3t

dt

RESOLUCION

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden no homogénea; resolverla implica

obtener su solucion general la cual es de la forma
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Xg = Xp+ X,

donde x; es lasolucién de la ecuacién homogénea asociaday x, es una solucion

particular de la ecuacion no homogénea.
Para obtener la solucion general se tienen 2 formas; una consiste en aplicar directamente la

expresion que involucra factores integrantes:
Xo = C e—j P(t) dt N e—j P(t)dtJ‘ Q(t)ej P(t) dt dt

Otra, obteniendo inicialmente x, por separacion de variables y posteriormente aplicando
el método de variacion de parametros para obtener x,, lo que da lugar justamente al

segundo término de la ecuacion anterior.
Entonces, reordenando inicialmente la ecuacion diferencial para

transformarla posteriormente en la forma normalizada

X"+ P(t)x = Q(t)
14X oy = tLn(3t)
dt
Dividiendo entre “t “
dx 2
— — =X = Ln(3t
I C

que es una ecuacion diferencial de la forma
X'+ P(t)x = Q(t)
Para obtener la solucion, inicialmente trabajamos con la ecuacion homogénea asociada

dt t

Efectuamos separacion de variables

Integramos
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Ln|x| + C, = 2Ln|t| + C,
Finalmente, la solucion de la homogeénea asociada es,
Ln|x| = 2Ln|t| + C
Que también se puede expresar en forma explicita; aplicamos propiedades segun se indica
Ln(x) = Ln(tz) +LnC
Ln(x) = Ln (C t 2) ,'y al aplicar la exponencial

X, = Ct’
que es la solucién general, en forma explicita, de la ecuacion homogénea asociada.

Para obtener x , , identificamos los elementos necesarios para integrar.

Sabemos que una solucion particular de la no homogénea tiene la forma:

« = e-j P(t)dtJ‘ Q(t)ejp(t)dtdt

p

y de la ecuacién normalizada
P(t) = ‘TZ . Q(t) = Ln(3t)
enseguida se integran las funciones respectivas:

_ I P(t) dt = 2!% = 2Lnt = Lnt?

1
2 Li >
e_.[ P(t)dt — eLn(t ) — t2 e.‘. P(t)dtdt = e n(t ] — i

J‘Q(t)efp(t)dt - I Ln(3t) (%2] dt = I Ln(3t) (t~?)dt = |

Se obtiene | integrando por partes:

u = Ln(3t) dv = t 2
1 _
du= > dt = Lat vt 1
3t t — 1t

-1 11 1
| = —1Ln(3t)= | =-=dt = — =Ln(3t t 2 dt
t n(3Y) J-tt tn()+.[
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-1
= () + - - S (e -

1
t

Entonces la solucion particular es

X :tz—an3t 1
= (- funey - 1]

t
Finalmente la solucion general es:

Xg = X, + X, =ct? —tLn(3t) — t

5) Resuelva la ecuacion diferencial
=l y' + X
Jx
RESOLUCION

Es una ecuacidn diferencial no homogénea de primer orden de coeficientes variables;

es necesario normalizar, por lo que multiplicamos por Jx

x2 \2
y'+xy=x/1l-e2?

es una ecuacion diferencial de la forma
y'+ P(x)y = Q(x)
La solucién general puede obtenerse en términos de un factor integrante como se muestra

enseguida

Vo = Ce_J P(x) dx N e-j P(x)dxj‘ Q(X)ejp(x)dx dx

donde

Enseguida calculamos las integrales indicadas
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2 _x
—J-P(x)dx :—J‘xdx:—% ; e IPO% _ 075

2

JP(x)dx :J.xdx =X7 ; ejp(x)dx —e?

I
IQ(X)EP(X)dXdX = I X[l - eXZ]Z£eX2JdX :Iu“du

Integramos realizando un cambio de variable

Por lo que

3
x* )2
Iu”du—g[lez]
3

Entonces, al sustituir en la forma de la solucion general se obtiene

3
_x2 X X’ 2
yG:Ce2+e2—§1—e2

Reordenando y factorizando se tiene finalmente

6) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

Xy' —y=x%e . ....(A)

RESOLUCION
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Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea y coeficiente
variable; para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable

X , de donde se obtiene

1
yl _ = y = X e* 3x
X
La cual ya es una ecuacion de laforma y' + P(x)y = Q(x) donde
P(x) = -
La solucion general de una ecuacion de la forma anterior esta dada por

yG _ Ce—J' P(x) dx + e—J' P(x)de' Q(X)eJ.P(x)dx dx

1 _ - 33X
> Y Q(x) = xe

donde y, = e ) POax

es la solucién de la homogénea asociada y
—| P(x)d P(x)d .y, . .
y,=¢ JPeo XI Q(x)eI P9 4x s una solucién particular de la no homogeénea.

Efectuamos el célculo de las diferentes integrales, segln se indica.

IP(x)dx = — %: - Lnx = Ln(lj

X X
- J. P(x)dx = ax _ Ln x
X
A R OLL T P
1
ejp(x)dx _ e'—”(;j _ 1
X
J.Q(X)ejp(x)dxdx = J. xe Ly = Ie‘“dx
X
- _ l e—3x
3
Asi, se obtiene
X _
ya=Cx y y,=-2e7
Y la solucion general es
X _3x
= Cx - —e
Yn 3
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7) Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial

ﬂ N X COoS 3X

dX X2 + 1 y [XZ + 1
RESOLUCION

Es una ecuacién lineal, de primer orden, no homogénea y coeficientes variables de la

forma
y'+ P(x)y = Q(x)
su solucidn general esta dada por

Vo = Ce—jp(x)dx N e-jp(x)dxj‘ Q(X)ejp(x)dx dx

donde
—j P(x)dx ) —j P(x)dx jp(x)dx
yn=Ce , Y, =¢ Q(x)e dx
Para resolverla es conveniente identificar a las funciones que intervienen en las integrales,
es decir,
X
P(X) =2
X + 1
oS 3X

Q(x) =

Jxi+ 1

A continuacion efectuamos las operaciones necesariaspara 'y, y Yy,

_Ip(x)dx:—j X dx:—%Ln(xZJrl)

x%+ 1

J-P(x)dx:..- 2X dX:%Ln(X2+ 1)
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entonces

Por otro lado
Ln 71 J 2
_ e [/Xz+ 1 CoS3 X e Ln(wlx + 1) dx

COS3 X

3 1
Yo = Jx2+ 1 -[ Jx2+ 1
Yo :ﬁj‘cosﬁxdx

y. = 1 sen 3 x
"olx2e1) 3

Finalmente, la solucién general es

x%+ 1 dx

sen 3 x

e
V= 1 341

8) Resuelva la ecuacion diferencial

y' = (tanx)y + senx

Sujeta a la condicién inicial y (%) =2

RESOLUCION
Se tiene una ecuacién diferencial de primer orden, que puede escribirse de la siguiente

manera

y' — (tanx)y = senx
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la cual es una ecuacion de la forma
y'+ P(x)y = Q(x)
Entonces, se identifican las siguientes funciones
P(x) = — tanx
Q(x) = senx
La ecuacidn diferencial referida corresponde a una ecuacion no homogénea de coeficientes

variables, cuya solucién general es de la forma
y = Cefj P(x) dx N efj P(x)dxj‘ Q(X) ej P(x) dx dx

donde

P(x) dx

CefI

efj P(x)de‘ Q(x) ej P(x) dx dx

Yn

Yo

A continuacion se calculan las integrales necesarias, esto es

sen x
-1 P dx = | t dx = dx = — Ln(cos x) = Ln(sec
I (x) X I an x dx I o x X ( x) ( x)

—| P(x)dx
e I ax eLn(secx) — sec x

por lo que
y, = Csecx

Por otro lado
J P(x)dx = —f tanxdx = Ln(cos x)

P(x)d
eJ‘ (x) dx _ eLn(cosx) — COS X

entonces

(senx)?

JQ(X) el POOd gy — I sen xcos X dx = ;

por lo que
(senx)?

Yy , = Secx

y la solucion general es
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2
y = Csecx + Ssec X M

Aplicando la condicion inicial 'y (%) = J2 setiene

- omfs) i) )

2

ﬁ—Cﬁ+\/§@

V2 =CV2 + 42 (lj = C= s
4 4
Finalmente para la condicion inicial dada

(senx)?
2

3
y = SeCX + secX
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3.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
HOMOGENEA.

1) Resuelva la ecuacion diferencial y" — y' — 2y =0

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes

constantes. Inicialmente la expresamos en términos del operador diferencial
(D2 - D - 2)y =0
de donde la ecuacion caracteristica es
AP - A1-2=0
cuyasraicesson A; =-1y A, =2
Dado que las raices son reales y diferentes, la solucion general es

X

y=C,e " +C,xe’*

2) Resuelva la ecuacion diferencial

y'"—6y' '+ 9y =0
RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes

constantes, que expresada en términos del operador diferencial es
(D2—6D+9)y=0
de donde la ecuacion caracteristica es
A2 —64+9=0
siendosus raices A, =3 y A, = 3 queson realesy repetidas; entonces la solucion

general es
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3 X 3 X
y=C,e’" +C,xe

3) Resuelva la ecuacién diferencial y" — 3y' + 4y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuaciéon diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes

constantes; expresada en términos del operador diferencial es
(D2—3D+4)y=0
y la ecuacion caracteristica correspondiente es
A7 =31 +4=0

. . - 3 7 . 3 .
siendo sus raices o valores caracteristicos 1, = R gl y 1, = 5 i las

cuales son complejas, por lo que la solucion general es

3 3
> 7 5 7
y = CleZXcosix + Czezxsenix
2 2
4) Resuelva la ecuacion diferencial

y'"' =2y" -y '+ 2y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes;

expresada en términos del operador diferencial es
(D’ -2D°-D +2)y=0

de donde la ecuacién caracteristica es
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A2 =207 -2+2=0
Se procede a obtener sus raices, lascualesson A, =1 , A, =2y A; =-1

Las raices son reales y distintas, por lo que la solucién general es

X X

y=C,e* +C,e** +C,e"

5) Resuelva la ecuacion diferencial

y'" -=3y"+3y' -y =20

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes; expresada

en términos del operador diferencial es
(D? -3D°+3D - 1)y =0
Su ecuacion caracteristica es
A% -=317+314-1=0
siendosusraices A, =4, =4, =1
Se tiene el caso de raices reales repetidas por lo que la solucion general de la ecuacion
diferencial es

X X 24X
y=C,e” +C,xe” + C; ;x"e

6) Resuelva la ecuacion diferencial

y™ + 2yt 4y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, homogénea y coeficientes constantes; en

términos del operador diferencial
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Se determinan sus raices reales mediante un cambio de variable adecuada que transforme la

ecuacion de cuarto grado en una ecuacion de segundo grado, esto es
w=4% , w?=2"*
por lo que se tiene

w2+ 2w+ 1=0

(w+1)> =0
Las raices para la ecuacion de segundo grado son w, = w, = — 1 ; regresando a la
variable original se tiene A2 = — 1 porloque A = £ i ;entonces las raices de la
ecuacion de cuarto grado son
A, =21, Az, ==

esto es, raices complejas repetidas con parte real nula.
Entonces, la solucién general de la ecuacién diferencial dada es

y=C,cosx + C,senx + C;xcosx + C, X senx
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3.3 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL NO
HOMOGENEA.

1) Dada la ecuacion diferencial y'" = x? — 1 , obtenga
a) la solucion general,

b) unasolucién y(x) talque y(0)=1 , y'(0)=2 ,

c) una solucion cuya representacion gréafica pase por los puntos (1,2) y (3,5)

RESOLUCION

a) Por el tipo de ecuacidn diferencial, se tiene la posibilidad de resolverla utilizando
dos métodos diferentes.
Primer método:

Setiene y" = X% =1 iiiiiiiiiiiiee (A

que también se puede expresar de la siguiente forma

2
i Z/ =x? -1
dx
Al integrar esta ecuacion se tiene
3
dy X s C,
dx 3
nuevamente se integra
3
X
=||— - x+ C, |dx
y J.( 3 1)
de donde se obtiene
4 2
X X
=—-—+C;x+C
y 1 5 1 2

que constituye la solucién general de la ecuacion diferencial (A)

Segundo método:
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La ecuacion dada es de segundo orden, coeficientes constantes y no homogénea y su

solucidn general es de la forma
y G — y h + y p
donde 'y, eslasolucion de lahomogénea asociaday vy, esunasolucion particular de

la no homogénea.

Para obtener 'y, se considera la ecuacion

y'"' =0
que expresada en términos del operador diferencial es
D’y =0
y cuya ecuacion caracteristica es
17 =0

De esta Ultima obtenemos sus raices, a saber,
A, =4,=0
Se tienen valores caracteristicos repetidos nulos, por lo que la solucién correspondiente es
yp =C; + C,x
La determinacion de 'y, implica obtener un aniquilador para la funcion
Q(x) = x* -1
el cual resulta ser
P(D) = D’
Al aplicar este operador a ambos miembros de la ecuacion (A ), esta Gltima en términos del
operador D setiene
DD’ y) =D’ (x* - 1)
Ileva a la expresion
D’y =0
Esta es una ecuacion diferencial de quinto orden cuya ecuacion caracteristicaes 1° = 0 ;
de aqui obtenemos susraices: A, = A, =A; =4, =41, =0
Asi, la solucion de la ecuacion es

y=C,+C,x+C,;x*>+C,x’+C,x*
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Esta solucién involucra la solucién de la ecuacion homogénea asociada (yh) y una

solucién particular (y p) de la ecuacion no homogénea original ( A ) ; entonces, cada

solucién es de la forma

y, =Cix? +Cux’ + Cyox*i, (C)
Ahora bien, si y , essolucion de (A ) entonces la satisface, por lo que es necesario

obtener

Yo o Yy
y, =2C,x +3C, x> +4C,x’
y, =2C, +6C,x+12C;x’
Enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial no homogénea:
2C, +6C,x +12C,x* = x* -1

y por igualdad de polinomios se obtiene el sistema

2C, =-1
6C, =0
12C, =1
que al resolver permite obtener
1 1
cC,=-=-,C,=0, C, =—
3 2 4 5 12
Estos valores se sustituyen en la ecuacion ( C) con lo que se tiene
1 ., 1 4
=—- =X~ + —X
Y 2 12
Finalmente, la solucion general es
1 ., 1 4
=C, +C,Xx—-—=X"4+—=X" .iiiiiiiiiiiiiie(D
Yo 1 2 5 12 (D)

la cual es igual a la obtenida por el primer método.

b) A partir de la solucion general se obtiene la solucion particular que satisfaga las

condiciones iniciales dadas, lo que requiere calcular 'y ,estoes
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Esta ecuacion junto con (D), al aplicar las condiciones iniciales constituyen un sistema de

dos ecuaciones con dos incognitas: C, y C,

Lacondicion y(0) =1 sesustituye en (D), lo que permite obtener
1=C,

La condicién y' (0) = 2 sesustituye en ( E), con lo que se obtiene
2=C,

Sustituyendo losvalores C, y C, enlaecuacion (D) se tiene

y:1+2x—1x2+ix4
2 12

que constituye una solucién particular de la ecuacion diferencial (A) .

c) Este inciso implica nuevamente condiciones iniciales; si se busca obtener una solucion

que satisfaga y(l) =2y y(3) = 5 , entonces se sustituyen estas condiciones en la

ecuacion (D)

2:i—1+C1+C2
12 2
5
2:—E+C1+C2
finalmente
5
2+E :C1+CZ
29
E:CI-’_CZ ......................
Asimismo
5=C, +3C x—l(s)2 i(3)4
! 2 2 12
5—C1+3C2x—g+ﬂ
2 12
2——1:C1+3C2
2 12

77



finalmente

33
E =C 1 + 3C D e ( G )
Enseguida se resuelve el sistema formado por las ecuaciones (F)y ( G ), de donde se tiene
27 1
C,=— C, ==
1 1 y 275

Al sustituir estos valores en ( D), se obtiene la solucion

27 1 1, 1
y ="+ =X - =X+ —X
12 6 2 12

cuya representacion gréfica contiene a los puntos (1,2) y (3,5)

2) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial mediante el método de coeficientes
indeterminados

y" + 3y' — 10y = cot3xsen3x

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion

cot 3x sen 3x

y" + 3y' — 10y
gue es una ecuacion diferencial no homogénea, de segundo orden y de coeficientes

constantes; asimismo se tiene una funcion Q (x) para la cual aparentemente no existe

operador diferencial anulador, sin embargo, si simplificamos la funcién Q(x) , Se tiene

COS 3 X
= cot 3 3X = 3
Q(x) = cot3xsen3x sen3x(en X)
Q(x) = cos 3x

Por lo que la ecuacidn diferencial se puede escribir de la siguiente manera
y" + 3y' — 10y = cos 3X
y es posible resolverla por el método de coeficientes indeterminados.

Se sabe que la solucién general de una ecuacidn diferencial no homogénea es de la forma
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Ye = Yn * ¥Yp
por lo que inicialmente se calcula 'y, , que es la solucion de la homogénea asociada
y'"+ 3y' =10y = 0
y en términos del operador diferencial es
(D2 + 3D - 10)y =0
cuya ecuacion y valores caracteristicos son
AP +31-10=0 = A, =-5,1,=2
por lo que se tiene
y, =C,e”* +C,e**
Para obtener 'y, , que es una solucion particular de la ecuacion no homogenea, se busca
un operador que anule a la funcién
Q(x) = cos3x
el cual resulta
P(x)=D” + 9
Aplicando P(D) a laecuacion original se tiene

P(D)(D? + 3D - 10}y = P(D)(cos3x)

(D2 + 9)(D2 + 3D - 1o)y 0 oo (A

que es una ecuacion diferencial de orden mayor a la original, cuya ecuacion caracteristica y

raices respectivas son
(27 +9)(4* +32-10)=0
= A, =-5,4,=2,4,=3,4, =-3i
Asi, la solucién general de (A ) es

-5x

yo =C,e " +C,e?* + C,cos3x + C,sen3x

en donde es posible identificar y, ylaformade vy,
y,=C,e " +C,e*

y, = C;cos3x + C, sen3x
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En 'y, se tienen justamente los coeficientes indeterminados C, y C, cuyos

valores deben obtenerse, lo cual se logra derivando 'y , y posteriormente sustituyendo en
la ecuacién no homogénea

y, =-3C;sen3x + 3C, cos3x

y," =-9C;,cos3x — 9C, sen3x
al sustituir en la ecuacion diferencial original

- 9C,cos3x — 9C,sen3x + 3(— 3C,sen3x + 3C, cos3x)

- 10(C3c053x + C4sen3x) = CO0S 3X

desarrollando operaciones y posteriormente al factorizar se obtiene

(- 19C, + 9C,)cos3x + (- 9C; - 19C,)sen3x = cos 3x
y al igualar coeficientes se forma el sistema

- 19C, + 9C, =1

-9C, -19C, =0
cuya solucion es
19 9
3 T T T4 4 = 5
442 442
Entonces y , resulta
9
Yy, = - —-C0s3X + ——sen3x
442

por lo que la solucion general es

— ——C0S3X + isen3x
442

3) Obtenga la solucién general de la ecuacién

y' —4y' + 8y = 4e?*sec2x — 4e**csc2x

RESOLUCION
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La ecuacion diferencial es no homogénea, lineal, de segundo orden y de coeficientes

constantes; su solucion general es de la forma
Ye = Y+t Y,

Para la solucion de la ecuacion homogénea asociada, Yy, , se tiene

y'" —4y'+ 8y =0
y en términos del operador diferencial

(D? - 4D + 8)y =0

su ecuacion caracteristica es

A7 —42+8=0
cuyas raices son

A, =2+21y A, =2-2i
De acuerdo a las raices obtenidas resulta
y, = C,e**cos2x + C,e’*sen2x

En lo que respectaa y , , que es una solucidn particular de la no homogénea, necesitamos

considerar a la funcién Q(x) , para la cual no existe operador anulador; lo anterior implica
la aplicacién del método de variacién de parametros, el cual consiste en sustituir las
constantes 6 parametros de y, por funciones desconocidas u(x) y v(x) , las que deben
ser determinadas. Asi, se tiene

y, = u(x)e?*cos2x + v(x)e?*sen2x ... A)

donde u'(x) y v'(x) son funciones que satisfacen el sistema

e 2% cos2x e’* sen2x {u(x)} {

2e?*(cos2x — sen2x)  2e?*(cos2x + sen2x) || V'(X)
siendo Q(x) = 4e**sec2x — 4e** ¢csc 2x

Para resolver este sistema por regla de Cramer es necesario obtener los determinantes
siguientes:
e?* cos 2x e?*sen2x

A =
! 2e**(cos2x — sen2x) 2e**(cos2x + sen2x)

81



A, = 2e**cos? 2x + 2e**sen2xcos2x + 2e**sen’ 2x — 2e** cos 2x sen 2 x

A, =2e**
0 e’* sen2x » »

A, = ) =—4e " sen2xsec2x + 4e”"sen2xcsc 2X

Q(x) 2e°*(cos2x + sen2x)
A, =—4e**sen2x- + 4e**sen2x-

COs 2 X sen 2x
A, =—4e tan2x + 4e*
e cos 2x 0 . .

Aj; = 5 = 4e"7sec2Xxcos2x — 4e”" cos2XCsc2X

2e°*(cos2x — sen2x)  Q(x)
A, = 4e** cos2x — 4e** cos 2x

COS 2 X sen 2x

A, =4e* — 4e**cot2x
Enseguida se procede a determinar las incégnitas u'(x) y v'(x)

— 4e*(tan2x - 1) _

'(x) = =2 = - 2(tan2x — 1
o) = 765 (tan 2 - 1)
4x _
vi(x) = Ao o 2T 02 g g0y
A, 2"
Interesan las funciones (x) y v(x) por lo que se procede a integrar las funciones

obtenidas  u'(x) y v'(x) ,estoes
u(x) = - 2J- (tan2x — 1)dx
= — ZJ- tan 2x dx + ZIdx

__ZJ‘ sen2x <+ 2x
cos 2 x

= Ln(cos2x) + 2x

X) = 2J- (I — cot2x)dx

—Zjd _2J‘0052xd
sen 2 X

= 2x — In(sen2x)
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De lo anterior se establece la solucion vy,

y, = [Ln(cos2x) + 2x]e**cos2x + [2x — In(sen 2x)|e** sen2x

Finalmente, la solucion general es

Yo = C,e’*cos2x + C,e’*sen2x + e**cos2x[Ln(cos2x) + 2]

+ e“sean[Zx - In(senzx)]

4) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial utilizando el método de los coeficientes

indeterminados

y'+y' -2y =(2+6x)e"

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial es no homogénea, de segundo orden y coeficientes

constantes, por lo que su solucion general es de la forma

Yo = Yn t ¥y

Para obtener y, , que es lasolucion de la ecuacion homogénea asociada, se considera

y'"+y' -2y =20
que en términos del operador diferencial es
(D? +D -2}y =0
siendo su ecuacion caracteristica y raices, respectivamente,
A2+ 2-2=0 > A;,=1, 2,=-2
de donde

2x

y, =C,e” +C,e"

Para obtener 'y , , que es una solucion particular de la ecuacion no homogénea dada,

mediante el método de los coeficientes indeterminados, es necesario identificar a la funcion

Q(x) , asaber
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Q(x) = (2 + 6x)e”
=2e* + 6xe”
Enseguida se elige al operador anulador ( aniquilador ) de la funcién Q(x) , esto es,
P(D) = (D - 1)?
este es un operador tal que, aplicado a la funcion Q(x) la anula
P(D)Q(x) =0
(D -1)°(2e* + 6xe*) =0
Al aplicar P(D) a laecuacion no homogénea original se tiene
P(D)(D2 +D - 2)y = P(D)Q(x)
(D-1)7(D* + D =2)y =0 oo (A)

gue es una ecuacion homogénea de orden superior a la dada inicialmente; la ecuacion

caracteristica correspondiente es
(A-1*(4*+4-2)=0
ysusraicesson A, =1,4,=-2,4A,=1,4, =1

por lo que la solucion general de ( A) resulta ser

X -2X X 2 A X
y=C,e" +C,e +C,xe” +C, x"e

En esta solucion podemos identificara y, y y, ,estoes
y, =C,e* + C,e **
y, =Ci;xe* +C, x’e*
En y, esnecesario determinar los coeficientes C; y C, , por lo que se requiere
Yoo Y Ypo-
y,'=C;xe* + Cye* + C,x’e* +2C xe*
y," =C,;xe* +Cje* + C,e* +C,x’e" +2C,xe* + 2C,xe* + 2C "
reduciendo términosen y ;" se llegaa

y."=C,xe* +2C,e* + C,x*e* + 4C,xe* + 2C e”
p 3 3 4 4 4
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enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial original, esto es,
C,xe* +2C,e* + C, x*e* + 4C, xe*
X X X 2 A X
+2C,e" +Cy;xe” +C;e” +C, x"e
+2C,xe - 2C,xe* - 2C,x%’e*=2e* + 6xe”
simplificando términos y factorizando

3C;e* +6C, xe* +2C, e" =2e* + 6xe”

e(3C,; +2C,) + 6C xe* =2e” + 6xe”

de donde se obtiene el sistema
3C,+2C, =2
6C, =6
cuyasoluciones C, =0 , C, =1

Estos valores son sustituidosen 'y ; , por lo que resulta

5) Obtenga la solucidn general de la ecuacion diferencial

y' -2y +y=x-1

RESOLUCION

Sea la ecuacion diferencial  y" — 2y' + y = X% = 1 coooeenn.nn. (A)
la cual es una ecuacién de segundo orden, no homogénea de coeficientes constantes. La

solucién general esta dada por la solucién de la ecuacién homogénea asociada (y,) v
una solucion particular de la no homogénea (y p) :

Para obtener 'y, , seconsidera
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y'"=-2y'+y=0
que expresada en términos del operador diferencial es
(D2—2D+1)y:0
y Cuya ecuacion caracteristica es

A2 24 +1=0

Las raices de esta ecuacionson A, = A, = 1 , raices reales repetidas; para este caso la
solucion es

y, =C,e* + C,xe”
que corresponde a la solucion de la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion homogénea
asociada a la ecuacion no homogénea ( A).

Para obtener 'y ; es conveniente emplear el método de coeficientes indeterminados, pues
la forma del segundo miembro de la ecuacién no homogénea

Q(x) = x> -1
es una funcion de tipo polinomial , la cual sugiere la aplicacion de un operador anulador de

la forma
P(D) = D’
Dado que la ecuacién no homogénea es una igualdad, se aplica P(D) en ambos
miembros
P(D)(D? - 2D + 1)y = P(D)(x*- 1)
D?(D’ - 2D + 1)y = D3(x2— 1)
La aplicacion de P(D) = D’ en el segundo miembro determina que el término Q(x)

se anule, por lo que se tiene

D3(D2—2D+1)y:0 ......................... (B)

que es una ecuacion diferencial homogenea de orden superior al de la ecuacion original, la

que al ser resuelta permitira obtener la solucién 'y

La ecuacion caracteristica asociadaa ( B ) es
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(a7 -24+1)=0
A(A-1)7 =0
y sus valores caracteristicos son
Ar=A4,=1, A;=4,=4-=0
Asi, lasolucion general de (B) es
y=C,e*+C,xe*+C, +C,x+C,x?

estasolucion involucraa 'y, y vy, , donde

y, =C,e” + C,xe”

y,=C;+C,x+Cy;x’
Enseguida se determinan los coeficientes de y , considerando que si 'y ;, es una solucion

particular de ( A ), entonces la satisface.

Calculamos y," y y,",

Yo' =Cy, +2C;X

ypII = 2C5

Sustituyendoen (A)
2C, -2C, —4C,x+C, +C,x+C,x? =x? -1

de aqui se tiene el sistema

2C; -2C,+C,; =-1 C; =5
-4C;,+C, =0 = C, =4
C; =1 C; =1

por lo que
y, =5+ 4x + x’
Finalmente, la solucion general de (A ) es

X X 2
yg =C,e" +C,xe” + x° +4x+ 5

6) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial ordinaria, utilizando el método de los

coeficientes indeterminados.

87



- X

y'" - 3y" + 9y + 13y = — 6e X +3sen3x

RESOLUCION

Sea la ecuacion no homogénea
- X

y'" —-3y"+9y'+ 13y = - 6¢

La ecuacion homogénea asociada correspondiente

(03 ~3D% +9D + 13)y =0 evveeeenne(B)
Su ecuacion caracteristica y sus raices son
A, =-1
A2 -3 +91+13=0 = A, =2+ 3i
Ay =2 - 3i

por lo que la solucion de (B ) es
Yy =C,e " +e?)(C,cos3x + C,sen 3x)
Por otro lado, para la funcion
Q(x) = — 6e™* + 3sen 3x
el operador anulador es
P(D) = (D* + 9)(D + 1)

por lo que, al aplicarlo en la ecuacidon diferencial ( A ) se tiene

(D? +9)(D + 1)(D° = 3D% + 9D + 13)y =0 oo

Cuya ecuacion caracteristica es
(27 +9)(A + 1)(2° =327 + 94 + 13)y = 0
Yy Sus raices son
Ay=-1,2,=2+3i,4,=2-3i,4,=-1,24, =3i
entonces, la solucion general de (C)es
y=C,e " +C,e*cos3x + C,e**sen3x

+ C,xe *sen3x + C,cos3x + C,sen3x

+3SeN3X iviiiiiiinnnns

(A)

L Ag = 3i
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donde se identifican 'y, y vy, ,estoes
y, =C,e ¥ + C,e*cos3x + C,e**sen3x

- X
y, =C, xe "sen3x + C;cos3x + C, sen3x

Para obtener los valoresde C, , C,, C, esnecesariocalcular y,' , y," , y,"

p

X X

Yo' =—-C,xe " +C,e " - 3C, sen3x + 3C;C0s3x
y,"=C,xe " -C,e " -C,e ™ -9C,cos3x — 9C,sen3x
y,"'=—-C,xe " +3C,e " +27C sen3x — 27C, sen3x

Sustituyendo en la ecuacion diferencial (A )

- C,xe ™ +3C,e ™ +27C, sen3x — 27C,sen3x — 3C, xe "
+6C,e " +27C, cos3x + 27C,sen3x — 9C,xe * + 9C,e” "
— 27C, sen3x + 27C,cos3x + 13C ,xe ™ + 13C, cos3x

+ 13C,sen3x = —6e " + 3sen3x
al reducir términos semejantes
18C,e ™ + 40C, cos3x + 40C,sen3x = — 6e " + 3sen3x

de donde se obtienen los valores buscados

al sustituir estos valores en la formade 'y se tiene

1 .
y, = — =Xxe

3
+ —sen3Xx
3 40

Finalmente, la solucién general es

Yo =C,e ¥ +e?*(C,cos3x + C;sendx) + 4—303en3x _ L1y

7) Sea la ecuacion diferencial de coeficientes constantes

d ? d
dtg + Ad—i/+ By = Q(t)
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de la que se conoce una solucion particular 'y , 'y

la solucion de la ecuacion diferencial homogénea asociada y |,
3
Yy, = — —tcos2t
4

y, = C,cos2t + C, sen2t

Obtenga

a) losvalores de las constantes A y B

b) lafuncion Q(t)

RESOLUCION

a) Paradeterminar A y B se considera la ecuacién homogénea asociada

2
9y A% By-o
dt dt

y su correspondiente solucion y, = C,cos2t + C, sen2t

de la cual es posible identificar las raices que determinan los valores caracteristicos
correspondientes a la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial
A=2i , A1=-=2i
entonces, la ecuacion caracteristica es
A2 +4=0

y la ecuacion diferencial homogénea expresada en términos del operador diferencial resulta

(D2 + 4)y =0
0 bien
d?y
+4y =20
dt? y
de donde los valores constantesson A =0 B=4

Otra forma para determinar estos valores consiste en obtener y,", y,' Yy posteriormente

eliminar las constantes esenciales y arbitrarias C, y C, considerando las funciones
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Yy, =C,c082t + C,sen2t ...coovvviiiiiiiiiiiiinenen (1)
Yo' = — 2C,sen2t + 2C, €082t .iiiiiiiiiii i, ()
yp''=—4C,cos2t — 4C,sen2t ... ()

Multiplicando (1) por (4 )y sumandoa ( ll)
4C,cos2t + 4C,sen2t = 4y,

- 4C,cos2t — 4C,sen2t =y "

de donde resulta
Yo'+ 4 Yy =0
2

y
+4y =0
dt? y

por lo que las constantes buscadasson A =0 , B = 4.
b) En lo que respecta a la obtencién de Q(t) , debe considerarse que la ecuacion

diferencial es de la forma

que es una ecuacion diferencial no homogénea y si y , es una solucion de ella debe de

satisfacerla. Entonces se obtienen las derivadas de y

y,' = étsen2t - EcosZt
P2 4

y, = 3tcos2t + ésen2t + ésen2t
2 2

y," = 3tcos2t + 3sen2t

posteriormente se sustituyen 'y , 'y y," en(I1V)

3tcos2t + 3sen2t + 4(— ZtCOSth = Q(t)

3sen2t = Q(t)
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8) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial y'' + y = 2cosx utilizando el método de

variacion de parametros. Considere las condiciones iniciales y(0) = 5 y y'(0)= 2.

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, no homogénea, de coeficientes

constantes y su solucion general es de la forma
Ye = Yn + ¥Yp
Para la solucion de la homogénea asociada y, , se tiene
y"+y=20
en términos del operador diferencial es
(D7 + 1)y =0
y Su ecuacion caracteristica
A2+1=0 = 1’=-1
y sus valores caracteristicos A4, =i , A, = —1 dedonde
Yy, = C,cosx + C, senx
Para una solucion particular de la no homogénea y , , mediante el método de variacion
de parametros, se tiene
y, = u(x)cosx + v(x)senx
donde las primeras derivadas de  u(x) y v(x) satisfacen el sistema
cosx senx|u'(x)| [ o0
[— sen X Cos x}{v'(x)} - {2 cos x}
Del sistema anterior se obtiene
u'(x) = —2sen xcosx
v'(x) = 2cos’x

donde, al integrar
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U(X) = —ZI cosxsen x dx = — sen ’x

v(x) = 2j cos’xdx = X + %sean

sustituyendoen 'y ;  permite obtener

1
Yo = (— senzx)cosx + X + (Esen2xjsenx

1 1
pero Esean = 5(2 senxcosx) = senxcosx , porloque

Y, = (— senzx)cosx + (X + senxcosx)senx

= (— senzx)cosx + Xsenx + (senzx) COS X
= X sen X

Entonces, la solucién general es
Yyg = C,cosx + C,senx + xsenx

Para las condiciones iniciales dadas se requiere vy, '

, asi
Y = — C,senx + C,CosX + senx + XCOSX
Aplicando  y(0) =5 y y'(0)=2 en y, y Yy;' setieneque
C,=5
C,=2
Finalmente

y = 5C0SX + 2SenX + X Sen X
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10) Sea la ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constantes

L(y) = 3y" + Ay' + By = 0, de lacual se conocen las soluciones y, = 4e*'?

y vy, =3e’ - %ex’s - donde L es el operador diferencial.

Determine la solucion de la ecuacion L(y) = 9, de tal forma que se satisfagan las

condiciones iniciales y(0)=3 , y'(0) = - 8.

RESOLUCION

La ecuacion diferencial 3y" + Ay'+ By = 0 se obtiene al aplicar el operador
diferencial L alafuncion .

Es necesario obtener los coeficientes A y B para establecer la ecuacion diferencial
homogénea inicialmente.

Del enunciado se tienen dos funciones tales que cada una de ellas es solucion de la
ecuacion diferencial homogénea, por lo que la satisfacen, entonces se calcula

Yo' Vit Yy Y

X X X
)/1':§e3 , 3/1':§e3 v ylll—§e3
X X
yz 2993X —%63 , y2"227e3x _ie3

Dadoque y, y Yy, sonsolucionesde la ecuacion diferencial, se sustituyen en ella.

Para vy, setiene

Multiplicando por 3

X X

X
4e3 + 4Ae3 +12Be3 =0 .oveeiiiiiiiiiinnnn, (1)
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Para y, setiene

X
3(27e3x - %eﬂ + A[9 e3x —

SSRIS
D
W x

~—
Il
S

e

W | =

] + B(3e3x -

X X
ed + 9Ae’* —§e3 + 3Be?* —%e =0

1
9

W | >

81e3* —

O |

Multiplicando por 9

X

729e%* — e3 4+ 81Ae®* — Aed + 27Be’* —3Bed =0 ... (n)

Debe resolverse el sistema formado por (1)y (11).
Resolviendo para ( A) en (1) resulta
A=-3B -1
Al sustituir en (11') y reducir términos semejantes se obtiene
648 = 216 B = B=3

porloque A = -10

Asi, la ecuacion diferencial homogénea resulta ser
3y" —10y' + 3y =0
Del enunciado se tiene que se quiere la solucion de L(y) = 9 , esdecir, lasolucion de
3y" —10y'+ 3y =9 it (nr)

que es una ecuacién no homogénea de segundo orden, cuya solucién general es de la forma

Ye = Yn t Yy

Para obtener 'y, se considera
3y" —10y' + 3y =0
que en términos del operador diferencial es
(3D - 10D + 3)y =0
siendo su ecuacion caracteristica

342104 +3=0

cuyas raicesson A, = 3 , A, = %
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Entonces, la solucién de la homogénea asociada es

1
_ 3 3"
y,=C,e”" +C,e

Para obtener 'y = se tiene de la ecuacion no homogénea ( 111)

Q(x) =9
un operador anulador para esta funcion es
P(D) =D
Y al aplicarlo en ( I11) se obtiene
D(3D% = 10D + 3)y =0 oo (1IV)

Cuya ecuacion caracteristica es
A(347 =104 + 3)y = 0

y los valores caracteristicos correspondientes resultan

por lo que

Ahora bien, si 'y, es una solucion particular de ( I11') entonces debe satisfacerla por lo

que calculamos y," , vy,

al sustituir en ( 111) resulta
3C, =9 = C,=3

por lo que la solucion general de la ecuacion no homogénea es

1
=x
yo =C,e’* +C,ed +3
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Para aplicar las condiciones iniciales dadas es necesario derivar a la funcién que representa

a la solucion general, esto es
Yo' = 3C,e’* + =C,e?
enseguida se aplican y(0) =3 y'(0) = — 8 ,queson las condiciones iniciales
3=C,+C, +3
-8=3C, + 1C
1 3 2

al resolver este sistema se obtiene
c,=-3 , C,=3

sustituyendo estos valores en la solucion general resulta finalmente

y =—3e* +3e3 +3

11) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

XY ' —y =x2e " (A)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea, de coeficiente
variable; para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable x ,

de donde se obtiene
1 _
y' -y =xe
X
Lacual yaesdelaforma y'+ P(x)y = Q(x) donde
P(x) = - % y Q(x) =xe %

La solucidn general de una ecuacion de la forma anterior esta dada por

Vo = Cefj P(x) dx N efj P(x)de‘ Q(X)E‘[P(X)dxdx
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P(x) dx ., , .
es la solucion de la homogénea asociada

y, = efj P(x)de‘ Q(X)GJ.P(X)dXdX

donde vy, = ce!

Efectuamos el célculo de las diferentes integrales, segun se indica

I P(x)dx = — ax Lnx = Ln(lj
X X
- I P(x)dx = ax = Lnx
X
e ) PWOXgy — gltnx =y
o [ POOOX L eL”G) _1
X
IQ(X)eIP(X)dde = j xe > Lax = Ie‘“dx
X
— ____e—3x
Asi, se obtienen
Yy =Cx y yp=—§e‘3x
y la solucion general es
X -3
=Cx — —e
Yo 3

12) Obtenga la ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de menor orden cuya

solucion general es

y(x) = e ?*(C,cos2x + C,sen2x) + C; + C,x + 5e **

RESOLUCION

De la solucion general

-3X -3X 4x
Yo =C,e77cos2x + C, e "'sen2x + C, + C,Xx + 5¢e
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se tiene la solucién 'y, y lasolucion vy, ,estoes
y, = C,e %*cos2x + C, e **sen2x + C, + C, X
Y, = 5e 4
Lo anterior significa que la ecuacion buscada es no homogénea. Por otro lado, al observar
los elementos de y, , es posible determinar las raices que estan involucradas; de los
términos con funciones exponenciales y trigonométricas se tiene
A, =—-3+ 2i : A, =-3-2i
de los términos con funciones polinomiales se tiene
Ay =4,=0
Asi, la ecuacion caracteristica correspondiente a y, esta dada por
[2-(-3+2i)][A-(-3-2i)]a" =0
al efectuar operaciones se obtiene
At +64° +1317 =0
en términos del operador diferencial
(D*+6D° +13D%)y =0
0 bien
yM L6y 413yt =0
Entonces, la ecuacion diferencial buscada se puede escribir como
y™M H 6y 13y = Q(X) e (A)
donde Q(x) es lafuncién pendiente por determinar.
Al inicio del proceso de resolucion se encontré y, , que es una solucion de la no

homogénea (A ), y si es solucion entonces la satisface, por lo que se requiere obtener y,* ,

v," oy, y™) porloque
y, =5e*
y," = 20e **
y," = 80e*
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320e **

Y,
y,") = 1280e *¥

enseguida se sustituye en (A)

1280 ** + 6(320e **) + 13(80e **) = Q(x)
4240e ** = Q(x)

Por lo que la ecuacion diferencial buscada es

yM 4 eyt 4 13y = 4240e ¥

13) Obtenga la solucién general de la ecuacion diferencial

y'"+ 2y -4y — 8y = xe

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial lineal no homogénea, de tercer orden y coeficientes

constantes; su solucién general es de la forma
Yo = Yn T ¥y

Inicialmente se obtiene la solucién de la ecuacién homogénea asociada

y'"'+ 2y —4y' -8y =0
Cuya ecuacion caracteristica es

A° + 247 —44 -8=0
Yy Sus raices son

A, =2 : A,=A4;=-2

Entonces la solucion es

2 X 2x

y,=C,e** + C,e ?* + C,xe”
Para obtener y, se empleara el método de coeficientes indeterminados, por lo que se

considera a la funcion
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cuyo operador anulador es
P(D)=(D -2)°?

Al aplicar P(D) en la ecuacion no homogénea se tiene

(D-2)*(D° +2D* - 4D - 8)y = (D - 2)°Q(x)

(D-2)*(D’ +2D” - 4D - 8)y =0
su ecuacion caracteristica y raices respectivas son

(/1 +2/12—4/1—8) 0 :

A, =2 . A,=Ay;=-2 , A, =As=2

Por lo que su solucién general es

2 X -2X -2X
yo =C,e”" +C,e + C;xe

donde se identificaa y, ,estoes
y, =C,xe?* + C,x’e*

Es necesario obtener y,' , y," , y,'"

1 2x 2x 2 42X 2x
y, =2C,xe”" + C,e”" +2C,x"e”" + 2C;, xe

+ C,xe** + C,x’e*

y," =4C,xe? +4C,e** +4C,x*e”? + 8C;yxe’ + 2C e?

y,"" =8C,xe?* +12C,e* + 8C x’e?* + 24C,xe*

+ 12C e**

Enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial dada, pues se sabe que si y,  es su

solucidn, entonces la satisface.

Al reducir términos semejantes y agruparlos se obtiene

16C,e* + 40C,xe’* + 16C,e** — 8C, xe’*

(16C, + 16C)e ** + 32C, xe**

y por igualdad de coeficientes
16C, + 16C;

|
S

resolviendo para las constantes

= X¢€

= Xe€

2 X

2X
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32
32C, =1 = C. = L
5 5 32
sustituyendo estos valores en la solucion particular se tiene que
1 2 X 1 2 42X
= - —Xxe“" + —x"e
Yo 32 32
Y la solucion general es finalmente
1 1
=C,e? +C,e ¥ +C,xe ? — —xe?™ + —x’e?*
Yo 1 2 3 30 30

14) Obtenga la solucion particular de la ecuacion diferencial
2 mn 1 2
(x —l)y - 2xXy'+ 2y =x°" -1
si la solucidn de la ecuacion homogénea asociada correspondiente es

Yo =Cix+ Cy(1+x7)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de coeficientes variables, de segundo orden y no

homogénea. Para obtener y , (solucion particular) es necesario normalizar y al hacerlo se

obtiene

Laformade y, es
y, = u(x)x + v(x)(l + XZ)
donde las primeras derivadas de u(x) y v(x) son funciones tales que satisfacen el

sistema
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Para resolver por Cramer es necesario obtener los siguientes determinantes:

2
A = X 1+ X IENER
1 2x |
A __O 1+X2_——(X2+1)
" 2x |
A —_X 0 = X
2__ 1 -
de lo anterior, resulta
A - (x? +1
u'(x) = — = (2 ):—1— 2
A X% —1 (x = I)(x + 1)
A, X

Integrando cada funcién u'(x) 'y v'(x) obtenemos las funciones deseadas para Yy,

o= [ [ g = o [y

para obtener I dx se emplea la descomposicion en fracciones parciales,
(x = 1)(x + 1)

esto es,
1 A B
(x-1)(x+1) x-1 x+1
1=A(x-1)+ B(x — 1)
deaquiresulta A == B:—%
por lo que

N(x e 1)de i Frahb LI R TR

- %[Ln(x + 1) = Ln(x - 1)]

_an X +1
2 X —1
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Regresandoa u(x) resulta

u(x)= - x + Ln(); t ;j

De manera similar para v(x)

Yo = {— X + Ln{); > ;HX n B Ln(x? - 1)}(1 +x?)

Yo = — X° + an(X - lj +% Ln(l + xz)Ln(x2 - 1)

15) Si {1 , X 1} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

x2y'" + 2xy' = 0 , obtenga la solucién general de la ecuacion

X2y" + 2xy' = x !

RESOLUCION

La ecuacion a resolver es de segundo orden, coeficientes variables y no homogénea y su

solucidn es de la forma

Ye = Yn T ¥p
En lo que respecta a y, , que es la solucion de la ecuacion homogénea asociada, se
obtiene a partir del conjunto dado, pues al ser fundamental se asegura que cada funcidn es

independiente de la otra y la solucion general de la homogenea asociada esta formada por

una combinacién lineal de las funciones linealmente independientes, por lo que se tiene

1

Yp =C; + C,x°
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Por otro lado, la solucion y ; se obtiene empleando el metodo de variacion de parametros,
esto es
y, = u(x)(1) + v(x)x~*

donde las primeras derivadas de las funciones u(x) y v(x) satisfacen el sistema

Es importante sefialar que la funcién Q(x) de este sistema se determina a partir de la

ecuacion diferencial no homogénea expresada en forma normalizada la cual se obtiene al

dividir la ecuacion
X2y" + 2xy' = x !

entre x> , de donde se obtiene

N2, 1
y +°Y =3
X X
de esta forma se identifica a la funcién deseada
1
X) = —
Q(x) =

Asi, el sistema anterior se escribe nuevamente

o Sl

que se resuelve utilizando la regla de Cramer. Para resolverlo se obtiene

' A, ' _ A,
U(X):T’V(X)_T

donde
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Entonces

Integrando

TR0 6

Yy, = E{Ln(lj — 1}
X X
Finalmente, la solucion general es

y=C, +C,x '+ E[Ln(lj - 1}
X X

16) Considere una ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes,

- X

cuyo segundo miembro es la funcién Q(x) = y cuyas raices de la ecuacion

1+ x?

caracteristica de la ecuacion homogénea asociada correspondiente  son

A, =-1,21, =-1. Obtenga una solucion particular de la ecuacion no

homogénea.

RESOLUCION

De acuerdo a la descripcion, se debera obtener y , (solucion particular de la no

homogénea) utilizando el método de variacion de parametros.
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Se requiere conocer primero y, (solucion de la ecuacion homogeénea asociada) lo cual

es posible por losvalores 4, y 4,.

X

y, =C,e "+ C,xe”
Asi, una solucién 'y, esta dada por

X

y, =u(x)e ™+ v(x)xe~

donde las funciones u'(x) y v'(x) satisfacen el sistema

0
[e‘x xe Mu(x)} »
=| e
—e X _xe X e X|lv'(x
(x) 1+ x?
Resolviendo el sistema por el método de la regla de Cramer:
1 A] 1 AZ
u'(x) = -+, = —=
(x) = 52 V() = 5
donde A , A, y A, sonlossiguientes determinantes
e~ xe %
A = —e (-xe " +e )+ e N(xe )
—-e ¥ —xe " +e
A=—-xe X +e 4 xe =g ¥
0 xe * .
e
A = - X = — xe *
1 € . _xe X4 e X [1"‘)(2}( )
1+ X
2 X
Xe
A= — >
1+ X
- X
e 0 .- 2x
A = - X =
? e x _E - 1+ x?2
1+ X
de lo anterior se tiene
xe %
, e X
u'(x) = = —
( ) e72X 1 + XZ
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1+ x
u(x) = Ln 1
o 2
Rt

e
v(x) = I lf—xxz = ang tan x

X

+ (angtan x) xe "~

17) Obtenga la ecuacidn diferencial de la cual es solucion general la siguiente funcion:

y=C,e"+ (C, + x)cosx + (C,; — x)senx
RESOLUCION

Inicialmente conviene desarrollar la funcién dada, esto es
y=C,e"+ C,cosx + xcosx + C,senx — xsenx
reordenando
y=C,e“+ C,cosx + C;senXx + XCOSX — XSenx
Se observa que hay elementos constantes no especificados (C, , C, y C;) yelementos
cuyos coeficientes estdn determinados; lo anterior indica que la solucion general involucra la

solucién de la ecuacién homogénea asociada (y ), méas una solucién particular de la no
homogénea (y , ), es decir

yG:yh+yp
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Para y, = C,e”"+ C,cosx + C,senx esposible identificar las raices que la generan,

las cuales son

NS
Il
~
NS
N
w
Il
[+

y en términos de factores se tiene

(A-1(A°+1)=0

que es la ecuacién caracteristica correspondiente. Esta ecuacion nos permite obtener la

ecuacion diferencial en términos del operador diferencial
(D-1)(D* +1)=0
(D’ -D*+D-1)=0
0 bien
y'-y't+y' -y=0
Entonces, la ecuacion buscada es de la forma

y'" -y +y -y = Q(X) v (A)

conocida la funcion 'y, se sabe que al ser solucion de la ecuacion no homogénea, entonces

la satisface, por lo que se deriva y sustituye en (A)

Yy, = XCOSX — Xsenx
Yp' = — XSENX + COSX — XCOSX — Senx
Yo' = — XCOSX — 28eNX — 2COSX + X Senx
Y, = Xsenx + Xcosx — 3cosX + 3senx

Al realizar la sustitucién en (A):
XSeNnX + XCOSX — 3CO0SX + 3SenX + X COSX

+ 2SenX + 2C0SX — XSenx — XSenx + COoSX
— XCOSX — SenX — XCOSX + Xxsenx = Q(x)

reduciendo términos se obtiene
Q(x) = 4senx

Finalmente, la ecuacion diferencial es
y" —y" +y' —y=4senx
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determine la forma de la solucion particular 'y (x) en la siguiente ecuacion
diferencial:

y' + 9y = (10x* + 2Ix + 9)sen3x + X cos3X

Solucion.

y, = (C3x + C, x> + C5x3)sen3x + (C6x +C, x> + C8x3)cos3x

2) Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial:

n 1 4 3
XY'+ Y- oY = XX

utilizando el método de variacion de parametros si:

2

Yo (X) = C;x? + C,x~

Solucién.

2
sl Ly o X
4 12 16

Yo = C, x> +C,x 7

3) Use el método de los coeficientes indeterminados para obtener la solucion general

de la ecuacion diferencial

3x

y'"+5y'+ 6y =xe"

Solucién.

- 2X 3 x

yo = C,e + C,e 7" - (2x+x2)e‘SX

N | =
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4)  Resuelva la ecuacion diferencial

y" + y =secx

Solucion.

Yo = C,cosx + C,senx + cosx Ln(cosx) + x sen x

5) Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucion general es

y = e“(cl + C,x +§j

Solucion.
N , 2e2X
y' - 4y'+ 4y = —
X
6) Sea la ecuacion diferencial lineal
P(D) = Q(X) wooeeeeiiiiiiiiicniie, (1)

Si A= {x - 2e%* 4 + 5e** 2 - 9x} " es un conjunto de algunas soluciones

de la ecuacion P(D)y = 0 y f(x) = — e** es una solucién de (1), determine

a) lasolucion general de (1),

b) laecuacion diferencial (1), identificando el operador P(D) 'y lafuncién

Q(x)

Solucion.

Q) yo=C, +C,x+C,e’* —e*

b) D¥D - 3)y = - 16e**
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7)

8)

9)

Utilice el método de coeficientes indeterminados para obtener la forma de una

solucidn particular de la ecuacion diferencial

(D2 - 2D - S)y = xsen2x + x° e’

Solucién.

y, = (C3x+C4x2+C5x3+C6x4)e“+(C7+C9x)0052x+(C8+C10x)sen2x

Sean L, y L, operadores diferenciales tales que
L,=D*+1 Yy L, = (senx)D
Obtenga
a) (Ll Lz) Y
b) (L,L,)y:
c) de acuerdo al resultado obtenido en los incisos a) y b) ¢qué puede concluir

respecto al producto de los operadores L, y L, ?

Solucion.
a) (L1 Lz)y = Z(COSX)y" + (senx)y"'
b) (L,L;)y = (senx)(y"™ + y’)

c) Losoperadores L,L, y L,L, sondiferentes.

Determine la ecuacion diferencial cuya solucion general es

1 1
=C,e*+C,e " — = + —c0s2x
y 1 2 5 10

Solucion.

1
—CO0S 2 X
2

y"—y—l
2
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10) Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial

Solucion.

11) Determine la ecuacion diferencial

y" 4y =6x(2x+ 1)

Solucion.

y=C,+C,x+C,e ™ +9x>-3x’ + x*

12) Resuelva la ecuacion diferencial

2x

y'—4y' +4y =

Solucién.

y =(C, +C,x)e** - 2xe?*(1 - Lnx)

13) Resuelva la ecuacion diferencial

y' = cosx(y + 2senx)

Solucién.

sen x

y=Ce + 2senx — 2
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14)  Resuelva la ecuacion diferencial

(D + 1)(D - 1)y = cosg

Solucién.

X

15)  Sean los operadores diferenciales A =(xD -1) y B =(D + 1) . Demuestre
que AB = BA

Solucion.
AB = (xD -1)(D + 1) =xD* + xD-D -1

BA=(D+1)(XD—1)= D(xD)—D—xD—l
Se demuestra que AB = BA.
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TEMA 4

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

4.1 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL.

1) Obtenga la matriz exponencial correspondiente a

0 1 0
C=|0 0 1
1 -1 1

RESOLUCION

Para obtener la matriz exponencial e ' es necesario calcular los valores caracteristicos

asociados a la matriz C por lo que se requiere el determinante

0-41 1 0
detjA—All=| 0 0-2 1 |=-2"+1%-2+1
1 -1 1-2

por lo que la ecuacion caracteristica asociada a la matriz C  es
-2+ A -A+1=0
y los valores caracteristicos correspondientes a esta Gltima son
Ar=1 , A, =1 , A;=—1
La matriz exponencial esta dada por la expresion
M = Byl + BLIA+ BLAT i, (A)

y laobtencionde g, , f, y [f, asuvezestadadapor

et = By BiAi (A1) e, (B)
por lo que se sustituye cada valor caracteristicoen (B)
A, =1
€' = Byt Bt By i, (C)
A, =1
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e = B, + B+ Prit i (D)
e =By + B — B,

y de acuerdo al desarrollo de Euler

eti

= cist = cost + isent .............coceeeeen(E)
Haciendo (D) = (E)
Bo + B,i— B, =cost +isent

de donderesulta S, — S,

cost = f,=cost+ B, ...oeeeeennn(F)
B, = sent
De la ecuacion (C)
Bo=¢"-B1- 5B,
B, =¢e" —sent - 3,
ademas (F) = (G)

(G)

cost + f, =e' — sent- 3,

e! — sent — cost

2

B =

sustituyendo en ( G ) se tiene
1
_ t _ = t _
B, =¢ sent 2(e sent cost)

cost + e' — sent
2

By =

Las funciones fg,, f,,Y B, sesustituyenen (A), donde previamente se efectian las

operaciones del segundo miembro

1 0 0 0 1 0 0 0 0
et =4,10 1 0|+pB,]0 0 1|+p,1 -1 1
0 0 1 1 -1 1 1 0 0
B £ £
et = B Bo - B, B+ B
B+ B, - B By + By

finalmente
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e! + cost — sent 2sent e' — cost — sent

g At :é e' — cost — sent 2cost e' — cost + sent
e! — cost + sent — 2sent e' + cost + sent
0 1 0
2) Determine e”' para A=|-1 0 0
0 0 1
RESOLUCION

La matriz exponencial esta dada por

e =B, + BLA+ BLAT L (A)
ademas, es necesario emplear la expresion
e = By 4 Bidi + Bo(A)T s (B)

donde A, representa a cada uno de los valores caracteristicos.

Para obtener los valores caracteristicos se calcula

-4 1 0
det|/A — 21| =| -1 -2 0 |=(1-24)(2%+1

@-2)(42+1) , A, =1 , A,=i , Ay=-i

Enseguida se sustituye cada uno de estos valoresen (B ); para A, =1

para A =i

e = B+ Ll = Py (D)
y del desarrollo de la forma de Euler
ti

e’ = cost + isent

por lo que
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B, + p,1— B, =cost + isent
de donde resulta

B, — B, = cost

5 sent .(E)

De la ecuacion (C )y ( E) se obtiene
1/t
By = E(e - sent + cost)
Iyt
B, = E(e - sent — cost)

Ahora bien, considerando la ecuacion ( A ) es conveniente expresarla en términos de S,

B, Y p,como seindica; ademés es necesario obtener lamatriz  A? , entonces resulta

1 0 0 0 1 0 -1 0 0
e =8,l0 1 O0|+p,4-1 0 O|+p,] 0 -1 0
0 0 1 0 0 1 0 0o 1
Bo— B, £ 0
et = - B B — B, 0
0 0 Bo+ b1+ 5,

Finalmente, se sustituyen las funciones g, , £, Yy 5,

cost sent 0
et = |- sent cost 0

0 0 el

3) Sea la matriz exponencial

cost - sent
eAt — e2t
sent cost

Obtenga

a) lasfunciones g, y pB, talesque e” = pg,1 + g, A ,

a) la matriz de coeficientes correspondiente a e "

118



RESOLUCION

a) De la matriz exponencial se pueden identificar los valores caracteristicos asociados a

A, esto es

las cuales se sustituyen en

e”! = Bo+ B4

Para A, =2 + i
e = g+ B2 +10)
e?te = B, 428, F Bl i, (A)

y del desarrollo de Euler
e = cist = COSt + i SENt voveerrriurinnnnns (B)
Sustituyendo (B)en (A)

Bo+ 2B, + B,i=ce’(cost + isent)
= e?'cost + ie?'sent
y por igualdad de nimeros complejos
B, + 2B, = e’ cost
B, =e’'sent
por lo que resulta

B, =e’'cost — 2e’" sent

b) Se sabe que e®' = g,1 + S, A donde A es una matriz cuyos elementos son

desconocidos. Si se considera que

a b
A =
c d
entonces se tiene

At 1 0 a b
e_ﬂ001+'310d
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eAtz{ﬂO-'_aﬂl bﬂl

cpB,

By +dpy

sustituyendo las funciones g, y /£, en (C)

e =

ce?tsent

que también se puede escribir como

cost +
e At ez{

(sent)(- 2 + a)

(sent)c

At {e”cost — 2e’'sent + ae’'sent

|

.(C)

be?tsent
e?tcost — 2e?'sent + de?'sent

(sent)
cost + (sent)

Igualando con los elementos de la matriz e *', que es dato, se tiene

cost + (sent)(a — 2)

sent)b

(
(

cost

— sent

sent)c = sent

cost + (sent)(d — 2) = cost

y por igualdad de funciones

por lo tanto la matriz A es

a—-2=0 = a=2

b = —

c=1

1

d-2=0 = d=2

b
(_

e o)
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4.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE
ORDEN n AUNSISTEMA DE n ECUACIONES DE PRIMER
ORDEN.

1) Sea la ecuacion diferencial
y'-2y'+y=1

con condiciones iniciales y(0) =1 y y'(0) =1
a) Obtenga el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.

b) Resuelva el sistema obtenido en el inciso anterior.

RESOLUCION

Se tiene
yn _ 2 yl + y — 1
y0)=1y y(0)=1
a) Para realizar la transformacion se introducen tantas variables nuevas como el orden de la

ecuacion diferencial; para este caso se tendran 2 variables, a saber

Y = W, (1)
Y= W, = W, (2)
Y= W, e (3)

Sustituyendo (1), (2)y (3) en la ecuacion diferencial
w, — 2w, +w, =1
que también se escribe como
W' =—-w; +2w, +1
Entonces, el sistema de primer orden es
w,' =W,

W, =—-w, +2w, +1

MR R

que es el sistema de ecuaciones diferenciales equivalente.

y en forma matricial
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En lo que se refiera a las condiciones iniciales dadas, para obtener el vector w(0) , se

tiene

entonces

w, ,porloquesi y(0)=1 = w,(0)=1

w, ,porloquesi y'(0)=1 = w,(0)=1

b) El sistema es de la forma

W, = Aw + b(1

que es un sistema de primer orden; su solucion esta dada por

_ _ 6t
w=ew() + I e”"b(t - 7)dt
0

Se procede a calcular la matriz exponencial, esto es

et = Byl + B A

donde

y las funciones g,

|

0 1
-1 2

0
y b(t) = L} que es el vector de términos independientes

y [, se obtendran considerando los valores caracteristicos; para

determinar éstos ultimos

det|A — A1 {0 _1’1 , 1/J=(/1—1)2

entonces

Cada A; se sustituye en la ecuacion

pero dado que los valores caracteristicos son repetidos, debera derivarse ( 2 ) con

respectoa A ,

e =Byt B4
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d d
- -9 1
dﬂe d,i(ﬂo-'_ﬂl )

te’' = B,

y sustituyendo A4 =1 se tiene
pq= te'

Para obtener 3, ;sesustituye A =1 y £, en(2)

e = g, +te' = B, =e' —te'

asi, la matriz exponencial es

por lo que

y para Wy

- et —te’ e’ 0
e”b(t — 1) = ’ ’ { }
—1e" e" +r1e" |1

luego de efectuar el producto de matrices

eAtB(t_r){ te }
e’ + te’
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enseguida se procede a integrar

_ t _ t T |
o e R
0 0o |e’ + e’ I,

t

t

Il:_[ rerr:reT—eTO:te‘—e‘+1
0

donde

t
t
I2=J (e+rer)dr:er+rer—e10:er+tet—et:tet

— tet —e' +1
w, = t
te

Finalmente la solucion del sistemaes W = Wh + Wp

- te! +1
W =
el +te'

entonces
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4.3 SISTEMAS HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1) Utilice el método de la matriz exponencial para resolver el sistema

sujeto a las condiciones iniciales x,(0) =1 , x,(0) = -1

RESOLUCION

La forma matricial del sistemaes x' = Ax , el cual es un sistema homogéneo de
primer orden cuya solucién es de la forma x = eht Q(O) ,donde e”*' eslamatriz

exponencial y x(0) es el vector de condiciones iniciales.

Del sistema es posible identificar a la matriz de coeficientes A , de donde se tiene

[

. . A .
Por otro lado, se sabe que la matriz exponencial € ' se obtiene de

lo que implica obtener B, 'y B, , que son funciones de “t” y quedan

determinadas a partir de

A, 1 =1,2,..,n son los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes y
n es el orden de la matriz.

Los A, seobtienen del determinante |A — 41| ,estoes
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-4

det|A—/7L||:{_21_/1 L,

}:/12+4/1+8

donde A% + 41+ 8 es el polinomio caracteristico correspondiente y
A% + 41 + 8 =0 eslaecuacion caracteristica asociada al polinomio anterior.
Al resolver la ecuacion se obtienen 4, =-2+2i , A, =—-2—2i queson

los valores caracteristicos asociados a la matriz de coeficientes A .

Enseguida se sustituye en la ecuacién (2 ) cada uno de los valores caracteristicos
obtenidos.

Para A, = - 2 + 2i

e-2+20t = gy Bi(- 2+ 2i)

e e’ = B, =28, F 2B 0 (3)

Considerando la representacion en forma de Euler para nimeros complejos

e = cos@ + isend

e = cos2t + isen2t

porloque e *'e’'" = e ?'(cos2t + isen2t)

-2t 5 2ti

e e = e ?'cos2t +ie 2t sen2t coiiiiiiinnnnl, (4)

Igualando (3)y(4)
Bo—2B,+2B,i =e ?"cos2t + ie *" sen2t
Entonces, por igualdad de nameros complejos

Bo — 28, =€7710C082t oo (5)

20, =e 2 sen2t (6)

De la ecuacion (6)

B, = Le-2t genot
2
Al sustituir S, en(5)y despejar S,
By = ZGe‘Ztsenth + e 'cos 2t

B, =e *'sen2t + e *'cos 2t
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Segln se observa, se han determinado los valores de 3, y [3; a partir del valor
caracteristico 4; = — 2 + 2i , por lo que es innecesario realizar el proceso analogo

para A, =— 2 — 2i,lo que nos llevara al mismo resultado.

Enseguida se procede a obtener e”' | esto es

e = Bl + A

o 10 —2 -4
€ _ﬁ0|:0 J"'ﬂ{l _2}

-2t -2t
e 2'cos2t - 2e ?'sen2t
eAt:|:ﬂ0_2ﬂ1 -4 }:
B Bo — 2B e ?tsen2t e ?'cos2t

N | =

Se sabe que la solucion es de la forma x = e x(O) , por lo que al sustituir se tiene

-2t

x|
I
@

cos2t — 2sen2t { 1}

%senZt cos 2t -1

Finalmente
e ?'(cos2t + 2sen2t)

; =
e“GsenZt - cosZt)

2) Obtenga la solucion general del sistema

X, = X; — 3X,
X, =3X; +7X,
utilizando el método de la matriz exponencial.

RESOLUCION

Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, homogéneo, de

representacion matricial

127



y su solucion esta dada por

_ k
enestecaso X(0) = L:}
2

La matriz exponencial se obtiene de

donde A es la matriz de coeficientes

1 -3
A=
3 7
y B, , B, seobtiene de los valores caracteristicos de

1-4 -3

det|A—/1I|:{ 3 7,

}:/12—8/“16

Asi, la ecuacion caracteristica es
A2 -81+16=0
y sus valores caracteristicosson A4; =4, =4

Cada valor caracteristico se sustituye en
it
" =L+ LA i (3)

para A; =4

ahora bien, como se tienen valores caracteristicos repetidos, la ecuacién ( 3 ) debe
derivarse con respectoa A , esto es

d

ﬁ(e“) = %(ﬁo + B14)

te*' = 5,

en esta Ultima ecuacion se sustituye 4, = 4

te*'= p,

y de la ecuacion (4)
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B, =e' —4p,

Obtenidas las funciones S, y fB; esposible determinar la matriz exponencial

w10 1 -3
€ —ﬂ001+ﬂ13 7

o At ={ﬁo + /By -35 }
3B, Bo + 7P

Sustituyendo £, y /5,

A et = 3tett - 3te”
3te’! et + 3te®

Finalmente, la solucion general es:

x = eht ;<(0)
- |e* - 3te* - 3te* [k,
X =
3te#t et 4 3tet |k,

x; =e* [k, —t(3k, + 3k,)]
x, = e*lk, + t(3k, + 3k,)]
y si consideramos
C,=k , C,=k, , C, =3k, + 3Kk,
entonces
x, =e*(C, - C,t)

x, =e*(C, + C;t)
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3)  Escoger la opcion que contenga la solucion correcta del sistema de ecuaciones

X'=3X-2y _ y _ )
y determine la soluci6n particular para t = 0 si x(0) = 1

y'=Xx+y
y y(0)=2 .
X(t) = e'(C,cos2t + C, sen2t)
A) y(t) = e(C, - C,)cos2t — (C, — C,)sen2t]

o x(t) =C, e’ + C,e'
) y(t) = = 3C,e' +2C,e'

. x(t) = C, €' cost +C,(C, — 2C,)e’'sent
) y(t) = C,e* cost + (C,; — C,)e’'sent

RESOLUCION

Del sistema, el cual es homogéneo, se tiene la matriz de coeficientes

3 -2
A=
1 1
Cuya ecuacion caracteristica asociada esta dada por det|A - A I| =0 esdecir

3-4 =2

det|A—/1I|=‘ L1

‘:(3—/1)(1—4)+2

AP —4A+5=0 = A, =2+1 , A, =21

Estas raices permiten obtener términos como e?'cost y e?'sent, por lo que la

solucién del sistema los debe contener.

Considerando las diferentes opciones, la Gnica posible es la del inciso ( C ) y al aplicar

las condiciones iniciales dadas se llega a
c,=1, C,=2
por lo que la solucidn particular resulta

x(t) = e*'cost — 3e’'sent

y(t) = 2e*'cost — e?*'sent
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4) Si el sistema de ecuaciones diferenciales

XY = = 2% — 2X, — 2X;

X3 =X + X + X5

tiene como matriz exponencial

t+1 t t
et = | — 2t —2t+1 -2t
t t t+1

2
obtener las funciones B, (t) vk =0,1,2 talque e*’' = kgo(i !‘ﬂk(t))

RESOLUCION

Se tiene un sistema homogéneo de primer orden de la forma Xx'= AX en el que se

identifica a la matriz de coeficientes

1 1 1
A=|-2 -2 =2
1 1 1
0 0 0
y se obtiene lamatriz A’ =0 0 0
0 0 0

las funciones B (t) se obtienen a partir de

e’it = B, + BiA; + B2 i (A)

por lo que se requieren los valores caracteristicos asociados a la matriz A
Entonces se tiene
1-2 1 1
det|jA - Alj= -2 -2-12 -2
1 1 1-2
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=(1-A))(-2-2)(1-2)+2]
=-1-2(1-2)+2]+[-2-(-2-4)]
=23

asf, la ecuacion caracteristica es 4° =0 y los valores caracteristicos son A, =4,=4,=0

que son valores reales repetidos. Al tener valores caracteristicos repetidos 3 veces, se deriva

la ecuacion ( A) 2 veces respectoa 4

d? d(d d?
e e’ =a(—eit] TE (ﬂo + f A+ ﬂzﬂz)

d? d
we“ —a(te“) = (B1 +2B5A) oo, (B)
Finalmente t?e* =28, ......cccoccviiiini. (C)

Enseguida se sustituyeen (A),(B)y (C)elvalor A =0 vy seobtiene

tZ
po=1, p,=ty B,= > que son las funciones pedidas.
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4.4 SISTEMAS NO HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1) Obtenga la solucién del sistema  x = Ax + b(t)

N

sujeto a las condiciones X(l) = { } , Si la matriz exponencial correspondiente es

0

oA {(1+t)eZt te’ }

T e (1-t)e”

- 1
y el vector de términos independientes es  b(t) = {O}

RESOLUCION

La forma x = Ax + b(t) corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden no homogeéneo, cuya solucion es de la forma

- - t-t
x=eht-v x(t0)+j e’ b(t — 1)dr

0

donde t, indica que las condiciones iniciales ocurren en >_<(t0)
En este caso se tiene como dato la matriz exponencial y el vector de condiciones en
t, #0
Sabemos que la solucion del sistema homogéneo asociado es
x, = e TV x(t,)

entonces para los datos conocidos
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En lo que respecta a la solucidn particular del sistema no homogéneo, esta dada por

_ t-t,
X =J e’ b(t - t)dr

p
0
En esta expresion conviene trabajar el integrando de manera que tome una forma mas

sencilla para integrar.

Realizando el producto

2
— te’’

— 1+ 1)e’"

eATb(t—t)dr=|:( ) }

Enseguida procedemos a efectuar la integral, teniendo presente que la integral de una
matriz de funciones se obtiene integrando cada uno de los elementos de dicha matriz. Para

el primer elemento se tiene

t-1 t-1 t-1
I (1+ r)e2‘d1=j e’ dt + I e’ dr

0 0 0

t-1 t-1
:|:1e2‘r} + [lreh _1821}
20, 2 4 |,

2 4
_lez(t—l) 1 L Lig20-0) Y eI _1e2(171) +1
4
_Lie2-n L 2e-n 1
4 4
Para el siguiente elemento
t—1 t-1
J e’ dr :—{lrezT _1621}
0 2 0
:_{l(t_l)ez(tl) _leZ(‘rfl) 1}
2 4
:_[_teZ(tl)_l 2(@1)_162(“1) 1}
4 4

Entonces la integral
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da por resultado

Por lo que

Finalmente, la forma de la solucién del sistema es
X =Xy + X,

Y de acuerdo a los resultados se obtiene finalmente

que es la solucién del sistema.

2) Aplique el método de la matriz exponencial para resolver el sistema

X711 13 3%, . 5
X, 12 2]|x,| |0
sujeto a las condiciones iniciales X, (O) =10, X, (0) =5 |, sisesabe que

oh 1{3e5t +2  3e™ —3}

T 5| 2e% 2 2e% 43

RESOLUCION
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Se tiene un sistema no homogéneo de primer orden cuya representacion matricial es
X' = Ax +b(t) , donde la matriz de coeficientes es
3 3
A=
2 2

y el vector de términos independientes es

Asimismo, el vector de condiciones iniciales es
- 10
X(0) =
@ -3)

Para un sistema de este tipo, con condiciones iniciales en  x(0) , la solucion es de la

forma
X = eAt;((O) + J. eATB(t - 1)dz
donde identificamos la solucion del sistema homogéneo asociado

y una solucion particular del sistema no homogéneo asociado

— t p—
X, =J. eATb(t - 1)dt

0

Considerando que parte de la informacion que se proporciona es la matriz exponencial

e~ . obtenemos

- - 3e’t +2  3e’t -3 |([10
X, =e" x(0) = 1
5| 2e°t =2  2e°t + 3|5

L _1|45e7t + 5| _|9et 41
" 5l45e5t — 5| |6e’t -1

Enlo que respectaa X, , se tiene que calcular la integral de una matriz, que corresponde

efectuando operaciones

al integrando e”"b(t — 1) el cual inicialmente se obtiene de la siguiente manera:
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2e°* -2 2e°" + 3|0
3e’T+ 2
2% -2

s t13e°" +2
j eAtb(t —r)dr:j " dz
0 0 |2e°" =2

Para cada uno de los términos se tiene

- 3e°* +2 3e°*-31[5
eATb(t - r)dr :1{ - M }

Enseguida se integra

t
33

t
J (3eST +2)dr=Fe5* +21} 2 42t
0 5 o O 5

Por lo que
~ §e5‘+2t g
=l 2
e’ = 2t-=
5 5
Finalmente
X =Xp + X,
e aq] |36t 23
< - A 5
6e°t —1] |25t _ 5 2
5
B A5t 4ot 4 2
*= 13 ?
et 2t - =
5
3) Resuelva el sistema
X'=X-—-Y
y'=x+3y-1
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cuya solucion esta sujetaa x(0) =1 , y(0) =0

RESOLUCION

Se tiene un sistema de primer orden, no homogéneo, que se puede expresar también de la

ol S v st

y es facil asi identificar los diferentes elementos que intervienen en su solucion.

siguiente forma

Para un sistema no homogéneo, su solucion es de la forma

— — t p—
x = e x(0) + J e”"b(t - 7)dr

0

At . : . . :
donde e es la matriz exponencial y se obtiene considerando las ecuaciones

Es necesario determinar los valores caracteristicos correspondientes a la matriz de

coeficientes, por lo que se calcula

1-14 -1

det|A—M|:‘ L 3

‘=12—4/1+4
de donde
A2 —41+4=0
(A-27%=0 = A4,=2,=2

Enseguida se sustituye A, = 2 en laecuacion (B)

Para tener otra ecuacion que permita obtener las funciones B,y B, , se deriva la ecuacion

(B)conrespectoa A,
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At) _
ﬁ(e )_ﬂl
te*' = g,
y se sustituye A, =2 por lo que
By =te”

asimismo, se sustituye P; en (C) de donde resulta

ﬂo — e2t _ 2te2t

Luego de obtener estas funciones se procede a calcular la matriz exponencial, por lo que

conviene desarrollar e¢*' dela siguiente manera

w10 1 - 1]
€ _B101+B11 3

oAt :{ﬂo + by - B
B Bo +3B4]

entonces

2t 2t 2t
oAt € —te —te
- te?t et +te®

por lo que la solucion del sistema homogéneo se expresa como

x = e*'x(0)

_eZt _telt _telt 1
te’ e’ +te?' |0

> |
Il

y para el sistema no homogéneo, al efectuar operaciones

X e2t _te2t t TGZr
= + dr
y teZt 0 _le _ TeZT

o 7 —ef ——e
X o2t _ a2t > y

Finalmente
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Jer _Lpern 1
m: 4 2 4
y Ite2t_1e2t+l
2 4 4

4) Sea el sistema de ecuaciones diferenciales
X, =3X; + %, + (1)
X, =—3%x, + f,(t)
Con condiciones iniciales x;(0) =0 , x,(0) =0 . Obtener las funciones f,(t) vy

f,(t) tales que lasolucion del sistema sea:

X, —%(eSt -1 - 3t]
X, =0

RESOLUCION

El sistema en cuestion es de primer orden, no homogéneo y se conoce su solucion.
A partir de la representacion matricial del sistema

X = Ax +T(t)
se tiene que

(t) = x' - AX
donde el primer miembro constituye la incognita en cuestion. De la solucion, que es dato,
obtenemos el vector X'

é(eSt —1- 3t)

< |
I

o3t
3

x|
|
Wl S

0

asimismo, de la matriz de coeficientes A 'y el vector X

A;({s l}é(e“—l—St)
0 -3 0
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de donde

5) Sea el sistema
X'=x -3y - 9e'
y'=3X+Yy+9e'

del cual se sabe que su respectiva matriz exponencial es

Al _ g cos3t — sen3t
sen3t  cos3t

Determine la solucion general del sistema.
RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogeneo de la forma

X = AX +b(t)
y su solucion esta dada por
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— p— t p—
X = e X(0) + I e~ b (x)dx

0

En este casonose conoce el vector de coeficientes iniciales x(0), por lo que es
conveniente expresarlo en términos de elementos no especificados, es decir

o,

Dado que se conoce la matriz exponencial, la solucion del sistema homogéneo asociado
Xy, puede obtenerse de la siguiente manera

< =eAt;<(0)=et_C053t — sen3t|[ x,
" 'sen3t  cos3t ||y,

[ X, cos3t — y, sen3t
| Xpsen3t  y,cos3t

Para el sisttma no homogéneo, una solucion particular X, se obtiene seglin se indica:
Xp :J el _T)b(r)dr
0

por lo que se obtienen inicialmente los elementos del integrando, esto es,

QA *T)B(r)dr el cos3(t — 1) —sen3(t — 1) || - 9e"
sen3(t — 1) cos3(t —1) || 9e°

_get| T cos(3t — 3t) — sen3(t — 1)
- — sen(3t — 31) + cos(3t - 31)

Posteriormente se integra esta matriz de funciones:

o

et
I, =9e'| [-cos(3t - 3t) — sen(3t — 31)]dt
0

donde

et
I, =9e"| [-sen(3t — 31) + cos(3t — 3t)]dr
0

Para |; setiene
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t
I, =—9e' U (cos3tcos3t + sen3tsen3t— 31)dt +
t
I (sen3tcos3t — cos3tsen3t) dr}

t

= - 9e" [(cosSt + sen3t)j cos3tdt +
0

t

(sen3t — cosSt)I

0

(senSr)dr}

t
=—9e! E(cosst + sen3t) sen3t

)

= — 3e'(cos3t + sen3t)sen3t + 3e ' (sen3t — cos3t)(cos3t — 1)

0

—~ %(senSt — cos3t)cos3t

Efectuando operaciones y simplificando resulta

|, = 3e"(cos3t — sen3t — 1)
De manera similar para |, se tiene

t
|, = 9e' U (cos3tcos3t + sen3tsen3t)dr +

t
—J. (sen3tcos3t — cos3tsen3t) dr}

t

= 9e! [(cosSt - sen3t)j cos3tdr +

0
t

(sen3t + cosSt)j
0

(sen31)dr}

t

=—9g! E(cos& — sen3t)sen3t
t
0}

= 3e"(cos3t — sen3t)sen3t — 3e'(sen3t + cos3t)(cos3t — 1)

0

- %(senSt — cos3t)cos3t
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Efectuando operaciones y simplificando resulta

I, =3e'(~ 1+ sen3t + cos3t)

Entonces, una solucion particular del sistema no homogéneo es
- 3e'(cos3t — sen3t — 1)
X —

3e'(cos3t + sen3t — 1)

por lo que la solucion es

Xo =Xy + X,
{et(XOCOS3t — y,sen3t) + 3e'(cos3t — sen3t — 1)]

X
e'(x,sen3t — y,cos3t) + 3e'(cos3t + sen3t — 1)

_ N e 2t _te-2t o _ _ At
6) Si [e } = 0 ot es la matriz inversa de la matriz exponencial € " de
e

la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones diferenciales

X;'=2%; + X, + f(t)
' , Y una solucion particular del sistema es
X, = 2X, + 4e

o (3t + 2t2)e1
' [ oft)

Obtenga las funciones  f(t) y g(t)

RESOLUCION

Del sistema
X;'=2X + X, + F(1) (1)

X, = 2%, + 4 (2)

se resuelve la ecuacion (2)
X, —2x, = 4e”

gue es no homogénea de primer orden, de la forma
X, + P(t)x, = Q(t)
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cuya solucion esta dada por

X, = Xy + Xy
donde
—|P(t)dt
X, =Cye Jet

jZdt 2t
X,, =C;e =C,e

y también

X, = ef'fP(t)dtIQ“)eJ'P(t)dt dt

p
Xyp = eZtIéLeZte_Pdt dt
Xy, = e’ (4t)
X,, = 4te’

Entonces, la solucion general de (2) es

X, = Coe?t +4te (3)
sustituyendo (3) en (1), considerando que X,, = X,:
X, = 2%, =Cye’t +4te® + f(t) ., (4)
Por otro lado, de X p(t) se tiene
X, = (St + 2t2)e2t

y al derivar esta ultima ecuacion

X;' = (3t + 2t%) 27" + (3 + 41)

X;' = (3 + 10t - 4t%)e”
por lo que al sustituir en (4):

X;' = 2%, = (3 4+ 10t — 4t7)e’ — (6t + 4t7)e”" ... (5)

= (3 + 4t)e”
Igualando (4)y(5)
C,e’ +4te? + f(t) = (3 + 4t)e™
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y de la ecuacién ( 3) resulta

que son las funciones buscadas.

7) Resuelva el sistema

sujeto a las condiciones iniciales x;(0)=C; , x,(0)=C, , si la matriz exponencial
correspondiente es

RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de la forma
X' = AX +b(t)

y su solucion esta dada por

Del sistema se identifican

y en este caso las condiciones iniciales estan dadas por elementos constantes por lo que se
tiene
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por otro lado

por lo que

X=X, +X,

t —t t -t t t —t
7=1C1et+et +1C2et et +1 2te -it-e te

2 e —e 2 e +e 4| -4 + 2te' + 3e" +e”

t
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dada la matriz exponencial

cost —sent
pAt _ g2t
sent cost

Obtenga los valoresde B, /f; talesque et = Byl + B, A, asi como la matriz
ab

A =
cd

Solucién.

B, =e’'(cost — 2sent)

B, = e’ (sent)
i
A=
1 2

2) Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales

X; =X, +1
X, = —X; + cot(t)

con las condiciones X @: 0, X, (Ej: 0.

2
Solucién.
X; = (sent)Ln _sent
cost + 1
sent
X, = (cost)Ln| —————
» = (0ost) (cost + J
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3) Obtenga la matriz exponencial e™! donde

010
A=(0 2 0
100
Solucién.
_ 2w _
1 &1
2
eAt — 0 e2t 0
2t
i e- —1-2t 1
- 4 -

4) Utilice la matriz exponencial para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
X, =X, +e’
X, =3X; + 2X,
con las condiciones x,; (0)=1, x,(0)=0

Solucién.

X _ 1 4te’ + 97t + 77
T 16

1

X, = E( 2te’ - 9e™t + 9e™)

5) Dadas | tri A—O2 B—OO
) Dadas las matrices o 0l YPT1_2 0

. g- . A+B )t
a) verifique si se cumple et - eBt = ¢(A*®)

b) de acuerdo con el resultado del inciso a) ¢se puede afirmar que la expresion

e”t . g8t = e(A*B)! o5 falsa para toda matriz cuadrada. Justifique la respuesta,
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Solucidn.

La igualdad no se cumple, sélo se cumple cuando las matrices A y B son conmutativas.

6) Dada la ecuacion diferencial y" + 2y' + y =1 sujetaa y(0)=1, y'(0)=—1.

Obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden equivalente y

resuélvalo.

Solucién.

x=1-¢e"

Il
>

y

7) Transforme la ecuacién diferencial y" + 2y'+2y = e'cost en un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.

Solucién.

b R R

8) Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales

%—y+z
dt
ﬂ=z+x
dt
E—x+y
dt
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Solucién.

X = é( C,(6e™" +3e”) + C, (=3¢ +3e”) + Cy(-3e " + 3e2t))
y = é( C, (—3e‘t - 362t) +C, (6e‘t + 3e2‘) +C, (—Se‘t + Sezt))
z = i( C,(-3e™ +3e™) + C,y(-3e™ + 3e™) + C, (6e ™" + 3¢™))

9) Si se sabe que para A = L 5

2} , la matriz exponencial

a1 et +4e?t - 207t 427
5(-2e%" +2e?"  4e’t 47!

calcule la solucién del sistema
(D+I)x+2y=0
2x+(D-2)y =t
que cumpla con las condiciones

x(0) =0, y(0)=0.

Solucion.

x=—tety Lo Ly 1
45 10 3 18

y:—ie3t s le IS
45 20 6 36

10) Dada la ecuacién diferencial y" — 5 y™ +7y' —5y+2e' =0
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obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente y expréselo

en forma matricial.

Solucion.
x, 7 o 1 0 0][x, 0
X5 10 0 1 0]x, . 0
X, 10 0 0 1||x, 0
X, |5 -7 0 5]|x,] |-2e"
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TEMAS

TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.4 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

2) Aplique la definicion para obtener la transformada de Laplace de la funcién
2
f(t) = (1 + eZt)

RESOLUCION

La funcion f (t) se puede expresar también de la siguiente manera:
f(t)=1+2e* +e*

y la definicion de Transformada de Laplace es:

st = I: e f(t)dt

b—ow

b
(1) = IimJ- et f(t)dt
0
Entonces, al aplicar la definicion a la funcién dada se tiene
L) = [ et (1 + 2e2 4 e dt
(f) = et(1+ 207 + e

b
IimJ- e‘“(l + 2%t 4 e“)dt

b—>wJ o

L
N

—~
—h

—~~
—

~

——

Il

b b b
:/{f(t)}= IimU e Stdt +ZI e‘“eZIdt+J. e‘“e“dt}
0 0

b—ow 0

° b 2 b 4
+ ZI e -2Atgt 4 I e -9t qg¢
0 0 0

i
AN

——
—

—~
—

~

—

Il

] 1 _
lim {— -
b— o S
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Evaluando en los extremos de integracion y aplicando el limite a cada uno de los términos

0] = i [He ) - g ) - g )

Asi resulta

* i

—_t e ———

RESOLUCION

La funcion mostrada se expresa en términos de su regla de correspondencia de la siguiente

manera:
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0 0<t<I
f(t):{t t>1

entonces, al aplicar la definicién

1 0
e *'(0)dt +I te *" dt

0 1

0

Aty = e rmat - |

s{E(t)} = lim Ulb te ! dt}

b—ow

Integrando por partes

% {f(t)} = lim | - %e“ + %I e“dt}

b—>owo|

4 {f(t)} = lim _Ie_St _ Size—stj|

b—owo| S

Evaluando en los extremos de integracion y aplicando el limite resulta

oA} = lim [— %eSb - %e*Sb + e+ —2es}

b— o

3) Aplique la definicion para obtener { f (t)} de la funcion
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RESOLUCION

sAE)) = J.w e ' f(t)dt = J.Z e ' (0)dt + I; e *' costdt

0 £
2

b
% {f (t)} = lim I” e *'costdt

b— oo

Integrando por partes se tiene

b

b—w b—oo| S S

b

) . t 1 nt 1

lim I estcostdt = lim |- 2258 g-st —(— Sent sty —j e‘“costdtﬂ
z S T
2 2

r b

b

] ] t 1 1

lim j e 'costdt = lim |- 2L st 4 — (sent)e ™! - —2I e *'costdt

b—>wx z b—)oo_ S S S

z
2

Agrupando términos semejantes

b
b
: _ : cost sent
lim j e *'costdt = lim | —-——e~*" + Chd
T 2
b—>owd — b— o S S

—s(cost)e ' + (sent)e "
2

b
) _ ) s
Ilmj e ' costdt = lim -
b—>w z b—owx S + 1

SZ

NN

b
i b . [ —s(cost)e™*' + (sent)e*!
Ilmj. e ' costdt = lim (cost) - ( )
b—>w % b—w s + 1 z

T V3
_ _ T ot T —-S
A —scoshe *® + senbe S? — scos(ZJe 27 4 sen(je 2
lim I e S'costdt = lim -

b—>w z bh— o s + 1

Calculando el limite en el segundo miembro
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Finalmente
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5.2 LATRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR
LINEAL.

1) Sin utilizar la definicion, obtenga

o cosht
- e—3t

RESOLUCION

Es conveniente expresar la funcion coseno hiperbdlico en términos de la funcion

cosht| _
/ P

cosht |1 _
4 {_—“} = v {E(et + € t)eat}

e

exponencial, por lo que

dado que la transformada de Laplace es una transformacion lineal se tiene

) {gﬁt}:z[y (e*)+ v {e?]

e 2

De donde
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5.3 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE “s™.

1) Determine

a) {e“zsenSt}
by ~ -1 i
s —2s + 5

RESOLUCION

a) La funcidn a transformar se expresa también como

f(t) = {e' e sen 3t|

por lo que se tiene
7 { e ‘e sen3t}

De la linealidad de la transformada de Laplace resulta

e 2y { el sen3t}
y de acuerdo al primer teorema de traslacion, expresado como sigue

74 { S f(t)} = F(s — a)

donde F(s) = o {f(t)}

se obtiene

B 3e "’
(s=1)* + 9
b) La funcion a antitransformar puede expresarse en términos de su denominador

factorizado segun se indica

Por la linealidad de la transformada inversa
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En el segundo miembro se tiene un traslado en el denominador, por lo que es necesario
realizarlo también en el numerador, y de esta forma aplicar el primer teorema de traslacion;

asimismo, en el segundo miembro conviene factorizar como se indica a continuacion

,/_1_{ s + 4 }_,/_l{s—1+1}+4,/_1{ 1 }
R TCE R (s-1)2 + 4 ) (s—1)2 + 4
_1 s — 1 1 1

! {(3—1)2+4}+5/ {(5—1)2+4}

y al aplicar el primer teorema de traslacion en su forma inversa

a

2) Sea  {f(t)} = F(s), compruebe que {f (LJ} = aF (as)

donde f(t) =t? + e
RESOLUCION

Si f(t)=t?+e”e, entonces
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Por otro lado

wn

w
|

N

por lo que F (as) =

+
(as)’ as-2
y multiplicando ambos miembros por la constante a
2a ae

F =
aF(as) a’s’ " as—2

2
aF(as) = 7T T ge g e

Al comparar (A) y (B) se comprueba que
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5.4 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE “t”.

1) De un formulario de transformadas de Laplace se tiene que

. senat — atcos at 1
% 3 =
2a (s2 + az)2
. tsenat| S
y ~ 2a (52 + az)z

Utilizando las transformadas de Laplace anteriores, obtenga

RESOLUCION

Para obtener la transformada inversa es necesario trasladar el parametro s del numerador al

traslado que presenta el mismo parametro del denominador, es decir

,/1{ S }:,/1{ s —2+2 }
: [(s - 2)? +9J2 1 [(s - 2)% + 9]2

y por la linealidad de la antitransformada se tiene

yl{ s-2 }+2:/1{ I }
(s - 2)* + 9] (s —2)* + 9]

Por otro lado, de las transformadas dadas resulta

- 1 _ Jsenat — atcosat
T (52 2a°

- s _ tsenat
(32 +a2)2 2a

Entonces, del segundo teorema de traslacién
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P s _ tsen3t o, _ e *'tsen 3t
: (s* +9)° 2(3) 6
(s—2)—>s
también
_ 1 sen 3t — 3tcos 3t
A S — =2 et
{(sz +9)2} { 2(3)° }
(s=2)—>s
e2t
= ——(sen3t — 3tcos3t)
27
Finalmente
2t 2t
7 S _ &~ tsendt + e—(sen 3t — 3tcos 3t)
(s -2) + 9] 6 27

2) Obtenga la transformada de Laplace de la funcion x(t) = e ~*cos(2t — 8)u(t — 4)

RESOLUCION

La funcién x(t) también se puede expresar de la siguiente manera:
x(t) = e *cos2(t — 4)u(t — 4)
0 bien
x(t) = e e cos2(t — 4)u(t - 4)

del segundo teorema de traslacién

s {g(t — a)u(t - a)] = e **G(s)
entonces

X(s) = 7 {x(t)} = v {e? " Pe cos2(t - 4)u(t - 4)|

donde

gt — 4) = e e 2cos2(t - 4)

de aqui se obtiene
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g(t) = e ?'e cos2t

y al transformar
G(s) = e '? / {e " cos2t]

Aplicando el primer teorema de traslacion resulta

G(s) = e‘“|:(S;3:l

s+ 3)° + 4

y para la funcién buscada
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5.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES
IMPULSO, ESCALON Y RAMPA.

1) Obtenga la transformada de Laplace de la funcion

f(t):{ 1 ; 0<t<l1

t2 —2t+2 ; 1<t

RESOLUCION

La funcion también se puede escribir de la siguiente manera
1 ; 0<t<1

f(t) =
(1) {(t—1)2+1 ; 1<t
y en términos de la funcion escaldn unitario resulta
f(t) =u(t) +u(t - 1)[(t - 1) + 1] - u(t - 1)

=u(t) +u(t-1)(t - 1) +u(t - 1) —u(t - 1)

al simplificar se obtiene
f(t) =u(t) +u(t - 1)(t - 1)°
de esta manera la obtencion de la transformada de Laplace resulta
sHE)) = 2 u)) + 2 {ut - 1)(t - 1)7
y del segundo teorema de traslacion
v {u(t —a)g(t — a)} = e **G(s),donde G(s) = ~ {g(t)}
Interesa determinar
% {u(t - 1)(t - 1)2} = e °G(s)
para obtener G(s) es necesario primero obtener g(t) por lo que se tiene
gt -1)=(t-1)> = g(t)=t?

y resulta
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entonces

y para la funcién u(t)

1
sHu) = <
Finalmente
1 2e7°
F - =
(5)=5+ "0

Es conveniente mencionar que la transformada obtenida, se puede determinar también

empleando la definicion de transformada de Laplace.

2) Obtenga la transformada de Laplace de la funcion

£(t) = cos2t : 0<t<2x
(t) = 0 o 2r <t

RESOLUCION

Para obtener F(s) es posible facilitar el proceso si expresamos a la funcién en términos de
la funcion escal6n unitario:
f(t) = u(t)cos 2t — u(t — 27)cos 2t
pero cos 2t = cos2(t — 27)
entonces
f(t) = (cos2t)u(t) — [cos2(t — 27)]u(t - 27)
transformando en Laplace y aplicando el segundo teorema de traslacion

s{E(t)} = v {(cos2t)u(t)] — « {eos2(t — 2x)u(t - 27)}

_ S -2rs S
- 2 - € 2
s° + 4 s° + 4
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Finalmente

Otra manera de obtener F (s) es aplicando la definicion como se indica enseguida:

) 2
% {f(t)} = J e ®" f(t)dt = j e %' cos 2t dt

0 0

Integrando dos veces por partes y simplificando

2z

2 —st —-st
_ 2e sen 2t — se cos 2t
J e Stcos2tdt = -
0 S° + 4 0
-2rs

s se
s’ +4 s’ +4

Finalmente

3) Obtenga la transformada de Laplace de la funcion cuya grafica se muestra a

continuacion

.il.f{f,]

RESOLUCION

A partir de la gréfica se expresa la funcion en términos de la funcion rampa
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ft)=r(t-1)—r(t-2)-r(t-3)+r(t-4)

y al transformar en Laplace

F(s)= v {r(t -1} - v {r(t - 2)} = {r(t =3)} + v {r(t - 4)}

1 1 1 1
F(S)Zs—ze S—S—ze 25_8_26 35+S_28 '

1, _ . . _
F(5)=s—2(e S _ e 2s _e 3s e 43)

4) Exprese la funcion f (t) , cuya gréafica se muestra en la figura, en términos de las

funciones generalizadas rampa unitaria y escalon unitario.

A f{f]
3 ! - 1
: ] ; =, > ¢
0 1 2 3 4 5
Parabala
RESOLUCION

Para expresar a f (t) en términos de las funciones generalizadas debe recordarse que

u(t)z{(; ;;t<0 ;u(t—a):{;) ;;t<a

t> 0

por lo que se tiene
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f(t) =3t7u(t) - 3tu(t - 1) + 3r(t — 2) — 3u(t - 3)
—3r(t - 3)+ 3u(t - 4)-3u(t-0>5)

t ; 0<t<?2
5) Sea f(t)=14 ; 2<t<4
0 ; t>+4

a) Represente la funcion f (t) en términos de funciones generalizadas rampa

unitaria y escaldn unitario.

b) Calcule la transformada de Laplace de f (t)

RESOLUCION

Es conveniente representar graficamente a la funcion, por lo que se tiene
+ 1)

4— ————————————— -__

| T e e

4

a) a partir de esta gréafica resulta mas facil expresar f(t) en términos de las funciones

r(t)y u(t):

f(t)=r(t) +2u(t—2)—r(t—2)-4u(t - 4)
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5.6 DERIVADA DE LA TRANSFORMADA DE UNA FUNCION.

1) Calcule & ‘I{Ln(s il 2]}
s — 2

Sugerencia: Utilice el teorema de la derivada de una transformada.

RESOLUCION

Por propiedades de la funcién logaritmo natural se tiene que

2
oot 22 = o 1L 2) - L -2
{ n(s_zj} { n(s + 2) n(s )}
Del teorema de la derivada de una transformada
nd " F(s)

) = ()" F(s) = 2 {(0)

ysi F(s) = Ln(s + 2) — Ln(s — 2) al derivar se tiene

Ahora bien, si se antitransforma el teorema referido de la sugerencia
d"F(s
7 ‘1{(—1)”d—£)} =t" f(t)
S

para n = 1 resulta

por lo que de la derivada obtenida en (A)

_dF(s)__ 1 . 1
ds s + 2 s — 2

Antitransformando resulta

1 1

- =t f(t
{s+2+s—2} (1)
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—e Pty e’ =tf(t)
pero también
— e ?' + e’ = 2senh2t
por lo que
t f(t) = 2senh2t

de donde se tiene

2senh2t
t

f(t) =
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5.7 TEOREMA DE CONVOLUCION.

1) Utilice el teorema de Convolucion para calcular

i
\ (s—l)(sz+4)

RESOLUCION

Setiene ~ ~'{H(s)} , donde H(s) =

2
(s - 1)(52 + 4)

s

Esta funcion es también

entonces se busca obtener

Del teorema de Convolucion

Entonces se tiene

f(t)= v "{G(s)} = l{ﬁ} = sen2t

s? -4

pero para resolver la integral de convolucion se requieren las funciones  f (r) y

g(t - 2') . asi
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f(r) = sen2z

gt - 7) = e""?

sustituyendo estas funciones en la integral de convolucion

f(t) * g(t) = j; (sen27)el "7 dr

f(t)* g(t) = etj e “sen2rdr

0

La integral se calcula integrando dos veces por partes, de donde se obtiene

0

A partir de este resultado se tiene

t
f(t) * g(t) = e? (— 2e 'cos2t — e 'sen2t + 2)

f(t)* g(t) = % (— 2c0s2t — sen2t + 2et)

De donde

N
|
L
f_/_\
—~
w
|
~
N—
—_—
wn N
N
+
I\
N—
;_\,—/
I

t
j e " (sen27) dr = % (— 2e 'cos2t — e 'sen2t + 2)

—é (20052t + sen2t — Zet)
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5.8 RESOLUCION DE ECUACIONES Y SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES.

1) Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver el problema de
valores iniciales y" + 4y = sen3t ; y(0)=0 y y'(0)=0

RESOLUCION

Transformando en Laplace ambos miembros de la ecuacion diferencial se tiene
Ay + 4 o {y} = ~ {sen3t}
3

s7Y(s) = sY(0) - Y'(0) + 4Y(s) =

s’ + 9
Enseguida se aplican las condiciones iniciales y(0) = 0 , y'(0) = O de donde

resulta

s?Y(s) + 4Y(s) =

s + 9
Se tiene ahora un problema de tipo algebraico donde se busca despejar a la funcion Y (S)

esto es

+ 4)(52 + 9)

Y(S) = (Sz

Para obtener la solucién de la ecuacion diferencial se debera antitransformar, por lo que es

necesario simplificar el segundo término de la ultima expresion y tener elementos que se
antitransformen facilmente; es necesario descomponer Y (s) en una suma de fracciones

parciales, segun se indica a continuacion

3 As + B Cs+ D

Y(S):(32+4)(32+9) s2+4 @ s219

de aqui resulta
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3=(As+ B)(s2 + 9) +(Cs + D)(s2 + 4)

desarrollando el segundo miembro
3=As’ +9As + Bs” + 9B + Cs’ + 4Cs + Ds* + 4D
3

s(A+C)+s?%B+D)+s(9A +4C)+ 9B + 4D
y por igualdad de términos

A+ C =

B+ D=
9A + 4C =

B =

0
0
0
9B + 4D =3
resolviendo este sistema se tiene A = 0 %

Entonces

Al antitransformar

VM=:/1W@»=§7I{ 1 }_éyl{ : }

s? + 4

por lo que la solucién de la ecuacién diferencial es

3 3
t) = —sen2t — —sen3t
y() 10 15
0 bien
3 1
t) = —sen2t — —sen3t
y() 10 5

2) Aplique la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial
y'"' —-7y'+6y = 105(t - 2)

con las condiciones iniciales y(0) = 0 , y'(0) =0
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RESOLUCION

Aplicando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion diferencial

sy -7yt 6 {y =107 {5(t - 2))

s?Y(s) = sY(0) - Y'(0) - 7[sY(s) = Y(0)] + 6Y(s) = 10e*°
Al efectuar operaciones y aplicar las condiciones iniciales resulta

s?Y(s) — 7sY(s) + 6Y(s) = 10e**
En esta Gltima ecuacion interesa obtener Y(s) , por lo que se factoriza y se despeja segln
se muestra
Y(s)(s* - 7s +6)=10e

10e %S
s2 - 7s+6

Y(s) =

10e 23

S Al e ey

Teniendo presente que la solucién de la ecuacién diferencial esta dada por y(t) , €s

necesario obtener la antitransformada de la funcion Y (s) , esto es

0 - vy - o f e

La funcion a antitransformar puede expresarse también de la siguiente forma

e 10

(s —6)(s — 1)

que llevaria a la aplicacion del segundo teorema de traslacion en forma inversa, es decir

% *I{e‘asG(s)} =g(t —a)u(t - a)

Para obtener g (t) se requiere que G(s) se antitransforme, lo que lleva a expresar a
ésta ultima en términos de fracciones parciales:
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10 A B
G = =
() (s —6)(s — 1) s-6  s-1
siguiendo este proceso se tiene
10 = A(s — 1) + B(s - 6)

La obtenciodn de las constantes A 'y B puede realizarse como se indica:
para s=1 = B=-2

para s =6 = A=2

Entonces, para la funcion g(t) se tiene

= g(t) =2e° - 2¢'
De acuerdo al segundo teorema de traslaciéon y a la funcién Y (s) se identifica el valor
del traslado quees a = 2 , porlo que
gt —a)=g(t —2)=2e°"2 —2¢0t"2

y para la funcién y(t) resulta

3) Mediante el método de la transformada de Laplace, resuelva la ecuacion diferencial
y'+y=t-(t-4)ut - 2)

para las condiciones iniciales y(0) = 0 , y'(0) =1

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion diferencial
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y'+y=t-(t-4)ut - 2)
Enseguida se aplica la transformada de Laplace a cada uno de los términos

sy + sy = ot = oAt - 4)u(t - 2))

de donde se obtiene

Y = $Y(0) - V(0) + (9) - - (152

S S

Al aplicar condiciones iniciales y reducir términos resulta

s?Y(s) =1+ Y(s) = iz - e‘“(l _ZZSJ
S S

Y(s)(s? + 1) = 1+ 5 - ezS[l —ZZSJ

S

despejando a la funcién de interés

st + 1 | 1-2s
Y(s) = 32(32 + 1) © {sz(s2 + 1)}

Interesa obtener la antitransformada de la funcion Y (s) , estoes

w0=;/%W$}=”{§}1/1%2{?%7%3}

En el segundo miembro, al antitransformar el segundo término se tiene

1) g 2s 1-2s
\ 32(52 + 1)
y de acuerdo al segundo teorema de traslacion en su forma inversa
o *l{e’asG(s)} = g(t — a)ju(t - a)

lo cual implica obtener la funcion ¢ (t) ; para obtenerla se considera

6()-_l-2s _A B Cs:D
32(32 + 1) S s? s? + 1

1-2s = A(s)(s2 + 1) + B(s2 + 1) + (Cs + D)s”?
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1-2s=s(A+C)+s’B+D)+s(A)+B

de donde resulta

A+C=0 = C=2
B+D=0 = D=-1
A=-2
B =1
entonces
2 1 2s — 1
G(s)=- =+ —
(s) s+sz+sz+1
1 1 S 1
t) = ~ UG =-2 = [ 2 1 - 1
olt) = (G (s) R e R e A
g(t) = - 2 +t + 2cost — sent

Del exponencial e~ >° setiene a = 2 ,porloquelafuncion g(t) trasladada es
g(t —2) =-2+ (t = 2) + 2cos(t — 2) — sen(t — 2)
Finalmente, para la funcién solucién
g(t) =t —[- 2+ (t = 2) + 2cos(t — 2) — sen(t — 2)Ju(t - 2)

y(t) =t + [4 — t + sen(t — 2) — 2cos(t — 2)]u(t - 2)

4) Utilice la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial

y' + 4y '+ 3y =1+ 6(t - 3)
Sujeta a las condiciones iniciales y(0) = 1 , y'(0) = 1
RESOLUCION

Inicialmente se transforma en Laplace cada uno de los términos de la ecuacion diferencial

sy 4y w30y = {1+ v {a(t - 3)}

SZY(s) — SY(O) - Y'(O) + 4[5Y(s) - Y(O):I + 3Y(S) _ % 4 38
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posteriormente se aplican condiciones iniciales y se simplifica, es decir,

s’Y(s) —s — 1+ 4sY(s) — 4+ 3Y(s) = % + e

Y(s)(sz+4s+3):§+e‘3s+s+5

3s 2

Y(s)(s N 3)(5 N 1) _ 1+ se” S+ s+ 5s
s? + 55 + 1 se3°

Y(s) = s(s + 3)(s + 1) " s(s + 3)(s + 1)

R e R (e e e

se tienen entonces dos funciones a antitransformar, a saber
2
1| ST+ 5s+1
| = &
s(s + 3)(s + 1)
Por fracciones parciales

s°+5s+1 _A B C

ss+3)(s+1) s (5+3) (s+1)

s’ +5s+1=A(s+3)(s+1) +Bs(s+1)+Cs(s+ 3)

W=

para s = 0 : A=

I
|
(O8]
w
I
|
I

para S

3
ara S=-1 : C =—
P 2

por lo que resulta

SRR

I L
6 2

=1
3

Por otro lado
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I = :/,_1{e—3s (s + 3)1(S * 1)}

Esta funcidn se antitransformara considerando el segundo teorema de traslaciéon, esto es

-1

‘ {e‘“G(S)} =g(t — a)u(t - a)

Entonces, la funcion G (s) es

(s N 3)(3 N 1) , Y por fracciones parciales

1 __A B
(s+3)(s+1) s+3
1:

s + 1

A(s + 1) + B(s + 3)

1, 1 1 [ 1

t) = —— & -

R R e R T et
1

s + 1
1—3t —t

t) = — = L

a(t) 2e +2e

1

=-1: B=-—

para S ;

1

=-3 . A= ——

para S ;
por lo que resulta g(t) = ~ " {G(s)}

y de acuerdo a la expresion 11, se tiene de la funcion e °° el elemento a = 3

, por lo
que es posible obtener la funcién g (t) con traslado

T _3(t-3 1 -3
t-3)=-—¢ + —e
g( ) 2 2
Asi, resulta

Finalmente
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5)  Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

XIl _ yII — tz
X"+ y" =4t

dadas las condiciones iniciales x(0)=8 , x'(0)=0, y(0)=0, y'(0) = 0.

RESOLUCION

Transformando en Laplace cada una de las ecuaciones del sistema resulta

s’ X(s) — sX(0) - X'(0) + [s2Y(s) - sY(0) - Y'(O)] _ 4

enseguida se aplican condiciones iniciales y se reducen términos

Sumando (A) y (B) se obtiene

2 4
ZSZX(S) - 163 = —3 + —2

de donde

2 4 2 + 4s + 16s*
25’ X(s) = = + — + 165 =
() 53 SZ 253

4
X(S):2+4s+16s

2(1 + 2s + 854)
2s°

2s°

1 2 8
X(S):S—5+S—4+;
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y al antitransformar

x(t)=1t4+3t3+8 ................ (C)

41 3!

Para obtener Y (S) se puede emplear la ecuacion ( B), es decir

2

s?Y(s) = 4 + s?X(s) + 8s
S

4 - s*X(s) + 8s”’

2Y(s) 5
de donde
4 — s*X(s) + 8s°
v(s) = 22 X0
4 8
Y(s) = = — X g
()= & - x(5) + 2

y al antitransformar

pero x(t) ya ha sido obtenida, entonces al sustituirla se tiene finalmente

4. 1.4 2.3
y(t)—at 8-t -ttt -8
2.5 1.4
y(t)—at BT (D)

por lo que ( C) y ( D) constituyen la solucién del sistema.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Obtenga la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

5 () - {O t<5

t2+ et t>5

t
b) g(t) = e’ cosv/5t - tze‘2t+j senz dr

0

Solucion.
55| 2 10 25 e’
a) v {f(t) =e’ [S—3+S_+?+S_J
s -3 2 1
by ~ {a(t)} - -

a) G(s) = 33 , usando convolucién
s +s
e +s -2

b) F(s) =

) F(s) s? —4s -5

Solucién.

a) g(t) =3 - 3cost

e ?! cosh 3t C0<t<3

f(t) =
b) f(t) e“(%e‘6senh(3t—9)+C°Sh3tj; t>3

3) Obtenga, utilizando la transformada de Laplace, la solucién de la ecuacion
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t

y' + 4y' + 4y = 3e”

y'(0) =1

que satisface las condiciones y(O) =2,

Solucion.

y(t) = 2te ?" —e?' + 3e”!

4)  Utilice el método de la transformada de Laplace para obtener la solucién de la

ecuacion diferencial y' + 2y = f(t) con las condiciones iniciales y(O) =0,

siendo f (t) la funcion cuya gréafica se muestra a continuacion.

fie]
F' Y
1-_ i
0 1 T
Solucion.
-2t
-1 + 2; + e L0 <t <1
y(t) = (1 + ez)e—zt
1 ot >1

5) Utilice la transformada de Laplace para obtener X, (t) del sistema de ecuaciones
diferenciales
X, = — X, + f(t)

X; =1-X,

t <1

IV O IA
~
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xX X
~
—~
S
~
Il

S O

con condiciones {

N
—
S
~
I

Solucién.
t <1

S
S
IA

X, (t) = (1 - e(t‘l))u(t — 1) obien x,(t) = {

|
—
+
D

\

=
—_
\%
—

6) Sea la ecuacion diferencial
y' = 3y = e’ ylacondicion y(I) = 0

Calcule y(0) mediante el uso de la transformada de Laplace.

Solucion.
y =(t - 1)e’
y(0) = -1

7) Utilice la transformada de Laplace para obtener el valor de la funcién x(t) tal

que satisfaga al sistema de ecuaciones diferenciales

X' + 8y =2

X'—2x +y =e*

con las condiciones iniciales x(0) = 0 , y(0) =0 .

Solucién.

X(t) = e*{(2t - 4t?)

186



8) Emplee la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial

3t

V' + 6y + 9y =6tle”

con y(0) =0 , y'(0)=0 .

Solucion.

9) Utilice la transformada de Laplace para resolver una de las siguientes ecuaciones

diferenciales con las condiciones dadas
y"+yi=e" ; y0)=1, y(0)=1

(D+2)’y=¢e" ; y0)=1, y(0)=0
1
yregy' =2 5 y(0)=0, y(0)=0
Solucion.
y(t) = éet + ge” + =te !

10) Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

XIl + yll — eZt

2x' + y"t = -’ + 5(t - 1)
sujeto a las condiciones iniciales x(0) =0 , y(0) =0 , x'(0) =0 |,

y'(0) = 0
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Solucién.

x(t) = = — —e?" +te?" + e'"Tsenh(t — u(t - 1)

y(t) = - Z - %t +=e’ —te? — e'senh(t — Tu(t - 1)

11) Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial
y" + 9y = 3sent

si las condiciones iniciales son y(0) = y'(0) = 0

Solucion.

3 1
t) = —sent — —sen3t
y(t) g sent — —sen

12) Obtenga, mediante la transformada de Laplace, la solucion del sistema
X, + 10x; = 4Xx,
—4x;, + X, =—-4Xx,
sujeta a las condiciones iniciales x,(0) =0 , x;(0) =1 , x,(0) =0 |,

x(0) = - 1

Solucion.

X4 (t) = - QSGI’I\/E'[ + ﬁsenZ\/gt
! 10 5

x,(t) = gsen 2t - T\/gsenzx/gt

13) Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcion periddica
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' f[fj'
1 ! . : : ! I
0 11 2 13 11 5 iﬁ ? "
. ! , ! : ! . L
Solucion.
1|1 -¢e"°
s (t)) = =
{ ( )} S L + e‘s}

14) Aplique la transformada de Laplace, para resolver la ecuacion diferencial
y' -7y + 6y =105(t - 2)

con las condiciones iniciales y(0) = 0 , y'(0) =0

Solucion.

y(t) = (2¢°CY = 2eC I u(t - 2)

15) Emplee la transformada de Laplace para obtener la solucion de la ecuacion

diferencial

y'"+ 2yt +y' =0

con las condiciones iniciales y(0) =0 , y'(0)=1 , y"(0)=-3

Solucion.

y(t) = (— 1+e '+ 2te“)u(t)
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TEMAG

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES

6.1 SOLUCION DE LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES.

3) Obtenga la ecuacion diferencial parcial cuya solucidn general sea

U(x,y)=f(y)e* + g(x)

RESOLUCION

La funcion U contiene a su vez dos funciones arbitrarias, f y g, por lo que la ecuacion en

derivadas parciales que se busca debe ser de segundo orden. Deben entonces calcularse
parciales segundas de manera que se eliminen las funciones arbitrarias.
Se tiene a la funcion
U(x,y)=f(y)e* + g(x)
Obtenemos parciales segundas buscando eliminara f y ¢

u

- fY)e™ + 9'(X) v, (A)
0’U X "

pe fly)e* + 9"(X) e (B)
ouU X

6_y: Fry)e (C)
0’U

= f' PP
oX0oy (y)e

Se observa que al igualar las ecuaciones (C )y ( D) se obtiene:

0’y _ U
0X0y oy
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que es la ecuaciodn en derivadas parciales buscada.

4) Obtenga la ecuacion diferencial en derivadas parciales cuya solucion general es la

funcién

u(x,y) = f(x2 - 2y) + x?
RESOLUCION

Para la funcidn solucién general
u(x, y) = f(x2 - 2y) + x?
Se tiene a la funcién u en términos de una funcion arbitraria f , por lo que la ecuacion en

derivadas parciales a obtener debe ser de primer orden.
Asi, es necesario calcular primeras derivadas parciales buscando eliminar a la funcion

arbitraria.
ou o
a:f(x —2y)(2x)+2x ..................... (A)
ou .0 o
a—y_f(x —2y)(—2) ............................. (B)
De (A)y (B)sedespeja el factor comln f'(x2 -2 y) , esto es
1 (0ou
f'x? = 2y) = —| = = 2X| ‘it C
( y) ZX(ax ] ()
10u
f X7 = 2y) = = == D
( y) 2oy (D)
igualando (C )y (D) resulta
1 [au j 14u
___2X - _ ___
2x\0x 20y

y al simplificar y reordenar la expresion anterior se llega a
1ou, 10u _
2xo0x 20y

0 bien, finalmente
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5)

ou ou
+ X

— — = 2X
oX oy
Determine la ecuacion en derivadas parciales cuya solucion general es
e =X
u(x,y)= f(y)e* + g(y)e ™ + Ty

RESOLUCION

Se tienen dos funciones arbitrarias f y g, ambas dependen de la variable y . Es necesario

derivar parcialmente dos veces, de manera que se logren eliminar dichas funciones.

La primera derivada parcial con respecto a x es

ou e”
— =yf(y)e* - e Y+ ——— A
P AN8) ya(y) Ty (A)
Nuevamente se deriva parcialmente con respectoa x
o%u ) . e
=y2f(y)e* +y? e ™ ——— B
7 =Y (y) y“a(y) Ty (B)

No se han eliminado las funciones arbitrarias, sin embargo, al factorizar la expresion (B)

se observa la posibilidad de eliminarlas, segun se indica enseguida

02u

_ 2 X -X
oz Y [f(y)e Y+ g(y)e V] + E ceieeenn(C)
Multiplicando la funcién u(x , y) por el factor y
X i~ e’
ylu=y’[f(y)e” + g(y)e y]+y21_y2 ........... (D)
Se observaen (C)y ( D) un factor coman, lo que lleva a
d%u e*
2 X —-X _
y?[f(y)e” + g(y)e y]_axz S TTyT e (E)
y [ f(y)e” +@1(y)e”]=y2u—y21_yz (F)
Igualando (E )y (F) y reordenando términos
d°u ylu g e* e e*
ox? 1-y? 1-y?
o°u ) e )
aXZ:y u+1_y2(1—y)
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Finalmente

o°u
P =y’u + e’
X
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6.2 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES.

1) Resuelva la ecuacion en derivadas parciales

ULy
ox? oy

Considere una constante de separacion o = 0

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0%u , jou _
S YE T

X

De acuerdo al método de separacion de variables, se propone la funcion

u(x . y) =F(x)G(y)
como solucion de la ecuacién diferencial dada.
Esta funcion también se puede escribir simplemente
u=FG

Enseguida se calculan las derivadas parciales que se observan en la ecuacion diferencial

parcial:
2
U _ kg
oX
M _ kg
oy

y al sustituiren (A)
XF'"'G+yFG' =FG
Posteriormente se reordenan términos para separar variables

XF"G = F(G - yG)

xF" G- yG'
F G

Para la constante de separacién indicada « = 0 se tiene
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—— =a =0 . B
= (B)
tambien
S ¥6 0 (C)
G
Resolviendo la ecuacion ( B ) resulta
%za;xF”:O:F"=O

gue es una ecuacién diferencial ordinaria homogénea de segundo orden, cuya solucién es
F=F(Xx)=C, +C,x

De manera similar se procede a resolver la ecuacion ( C)

ﬂ =0 ; G-yG' =0
G
que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de variables separables, esto es
.8 . 46 _¢6
y dy vy
Separando variables e integrando
4G _ j day
G y
NG =Iny +C

de donde resulta
G=G(y)=Cy

Entonces, la funcién u(x , y) resulta
u(x,y)=(C; +C,x)(Cy)
y al efectuar operaciones se tiene finalmente

u(x,y)=Ay+ Bxy

2) Utilice el método de separacion de variables para resolver la ecuacion en derivadas
parciales

0%u  au
+_
ox? ot

=\u

Considere una constante de separacion o« < 0
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RESOLUCION

Para la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0%u  oau
+_
ox? ot

= U e, (A)

de acuerdo al método de separacion de variables se propone como solucion la funcion

u(x , t) = F(x)G(t)

A continuacion se obtienen las derivadas parciales requeridas:

2
0 loFG
0 X

U _ kg
ot

posteriormente se sustituye en la ecuacion diferencial
F'G+ FG' =FG
enseguida se reordenan términos para separar variables

F'G+FG -FG =0

G(F" -F)=-FG'’

F' - F -G’
F G
Para la constante de separacion o < 0 se considera @ = — k2, por lo que se tiene
F' - F )
———— =a=-Kk° B
= (B)
-G )
— =a=-K" C
G (C)
Inicialmente se resuelve la ecuacion (B)
F* -F 2
F

0 bien

T
|
—_
~
|
=~
N
~—~—
T
|
S
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gue es una ecuacién ordinaria homogénea de segundo orden, la cual también se puede

escribir como

[DZ ~(1- k2)}F =0

siendo su ecuacion caracteristica asociada
A2 - (1 - kz) =0

que al resolver nos lleva a obtener

por lo que la solucion de (B ) es

[ _ k2 _ _ k2
F(x):Cle(l )X+C2e( L)
De manera analoga para la ecuacion ( C ) se tiene
-G = — k2
G

= —-G'+k?’G=0
G'-k?’G =0

que es una ecuacién de primer orden de variables separables; al resolver se tiene

G'=k?’G
d—G=sz
dt

I a6 _ I k2dt
G
NG = k’t + C

y al aplicar la funcion exponencial resulta
2
G(t) = C,e"!

Entonces, la solucién es

u(x , t) =

k’t
+C,e C,e

o T, T
° |
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6.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER.

1) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la funcion

X <0

_h
—_
>
~
Il
—
|
xX X
|
S Y
IA A

RESOLUCION

La funcién estd dada por dos reglas de correspondencia y su representacion grafica es:

v

- 0 aT

Se trata de una funcion par, entonces los coeficientes de la Serie Trigonométrica de Fourier

son: a, , a, Yy b, =0 ylaserieen cuestion es de la forma

nzX

f(x) = %ao + iancos T e (A)

por la que se procede a la obtencionde a, y a, .
2t 2 (¢t n X
a, = — f(x)dx ; a, = — f (x)cos dx
‘ L.[o () " L.[o () L

En las expresiones anteriores L representa el semiperiodo, que en este caso esta dado por

zj‘ﬂ Z{XZ}
a, = — xdx = —| —
TJdo 7| 2

Para el segundo coeficiente se tiene:

L = x ;setiene asi:
T

=T

0

2 ("7 nmXx 2 ("
a, = — X COS dx = — X cosn x dx
T J0 T T J0
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T

e = [ Joennnn
—sennx — —senn x dx
n n

(X 1 j
—Ssenn X + —cosn x
n 2

0

T

2 1 1
= —|—-sennrx + —cC0Shz — —
0 T\ N n n

n’rzr

0= 2 L= &)= 0 -]

Obtenidos los coeficientes de la serie, se sustituye en (A), de donde finalmente

f(x) = % + i 2 [(— )" —l]cosnx

~n’z

2) Obtenga los tres primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Fourier de la
funcion

-1 —-r7<x<0
f(x):{ 1 0<x<=x

RESOLUCION

La funcion indicada es una funcion impar por lo que sélo se tienen coeficientes b

entonces el desarrollo de la serie trigonométrica de Fourier es de la forma

f(x) = ibnsennfx
n=1

De acuerdo a la funcion f dada, se tiene que el periodo es T = 2z, por lo que el

semiperiodoes L = 7

Para obtener el coeficiente b , se considera

2 (¢t nzx
b :—j f(x)sen dx
" LJo (%) L
y para L = z resulta

b, = EJ‘ sen x dx
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enseguida se integra y evalua la integral

b, = 3[— lcosn x}

T n

=[]

nrz

0
y la serie trigonométrica de Fourier, que resulta ser la serie de senos de Fourier es
o0 2 0
f(x)=>] —[1 - (-1 ]sen(nx)
n=1 nrz
Es necesario obtener los 3 primeros términos no nulos de la serie indicada, por lo que

dando a n distintos valores se observa que
b, =0, si n espar
b, #0 , si n esimpar

Por lo anterior, se tiene que para la funcién con términos no nulos se considerara

n=1,3,5 ;estoes,

4 4 4
f(x) = = % sen(3 % en(s
(x) ﬁsenx+37[sen( x)+5ﬂsen( X) +

que representa el desarrollo de interés.

3) Obtenga los cuatro primeros términos no nulos de la serie trigonométrica de Fourier de

la funcion
enelintervalo -1 < x <1
RESOLUCION

La funcién en cuestion es una funcién par, de periodo T = 2 y semiperiodo L = 1.

El desarrollo de la serie trigopnométrica de Fourier esta dado por

f(x) = %ao + iancosnfx
n=

donde los coeficientes a, y a, se obtienen de acuerdo a las expresiones siguientes:
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L L
a():%jo f(x)dx ; an:%IO f(x)cosnfxdx

Al sustituir L vy la funcion dada se tiene por un lado

1

1 X3
a0:2j x2dx = 2| —
0 3 o

2
3
y por otro

1
a, = Zj x? cosnz xdx
0

1
) 2 X x 2 2
a, = ——COSNZX + | — — —— |sennzX

n-rz nrz n°z
L 0
2 1 2

a, =2 cosnz + | — — sennz — 0

" n’z? (n;r n37r3] }
4

= - 1\"

= (- 1)

Entonces, el desarrollo de Fourier correspondiente es

1 = 4
f (x) =§+ nz:1 nz722(— 1)" cosn 7 X

y para los cuatro primeros términos no nulos damos a n los valores 1, 2 y 3, pues el

primer termino no nulo esta dado por a , ; asi se tiene

f(x) = %-ﬁ-%(— 1)cos;rx+4”2 (- 1)2c0527zx+9ﬂ2 (- 1)’ cos 37 x+...
o bien
f(x) = % - %cos;rx + %cosZ;rx s cosS37 X + ...

6) Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

X+1 si —1<x<0
f(x) = .
- X+ 1 si 0 <x<l1
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RESOLUCION

Es conveniente trazar la grafica de la funcion para determinar a partir de ella qué tipo de
funcién (par o impar) es.

.
T

1 o

-1 0 1

Se observa que es una funcién par (simétrica respecto al eje de las ordenadas) por lo que el
desarrollo de la serie de Fourier estard dado por

f(x)=%a0+ a, cos 2%

n=1

Los coeficientes a, y a, se determinan a partir de las expresiones

L L
aoz%jo f(x)dx ; anz%jo f(x)cosnfxdx

El periodo de la funcion es T = 2, por lo que el semiperiodo es L = 1; entonces al

sustituir en las expresiones anteriores se tiene

1 X 2
aO:ZJ-O (- x+1)dx = 2| - — + X

2
2(—1+1j:1
2

1
a, 2,[0 (- x + I)cosnz x dx

1

0

a,

de aqui resultan dos integrales

1 1
a, = 2{—.[ xcosnz xdx + I cosnzxdx}

0 0

resolviendo

202



1

[sen Nz xj
+ —_—
nz

0
evaluando para extremo superior y para extremo inferior

cosnz  sennrz 1

a, = 2|~ 7 2 T T2 2
n“rz nz n“z

n

1

cosn oz X Xsennmxw X
a, =2|- —— +
n-ruoz nxz

0

de aqui se tiene cosnz = (- 1)" y sennz =0 , n

a, = 2{_ CO 1} - [ -1

n-rz

que también se puede expresar de la siguiente manera:

—— » para n impar
a, =N 7x

n

0 , para n par

Asi, el desarrollo de Fourier correspondiente es

f(x) = é + icosn;zx

n=1

1,2, 3... porloque

7) Obtenga el desarrollo en serie seno de Fourier de la funcion f (x) =cos3x, enel

intervalo 0 < x < %
RESOLUCION

. ., .. .. T
Se tiene una funcién definida en medio intervalo, entonces L = >

El desarrollo en serie seno de Fourier esta dado por

f(x) = ibnsennfx
n=1

El coeficiente b, se determina con la expresion
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Entonces se tiene

= EJ‘Z cos(3x)sennﬂxdx
T Jdo x

2 2

4c”
b =22 3 2 d
. 7;.[0 cos (3 x) sen(2n x) dx

Esta integral contiene en el integrando un producto de funciones trigonométricas de

argumento diferente, que se puede resolver empleando la expresion

J 3l
senmucoshudu = — —

2

cos(m + n)u B cos(m — n)u} . C
m + n m-—n

Asi, para la integral que nos ocupa

z
2

_ 4| cos(2n + 3)x  cos(2n - 3)x
oo = {_ 2(2n + 3) 2(2n—3)}

b _ 4 2n B &n
" x|4n? -9 _z(4n2—9)

Finalmente, el desarrollo pedido es

6) Calcule la serie de cosenos de Fourier para la funcién

f(x)zeX , 0<x<1
RESOLUCION

Para la funcidn en cuestion el desarrollo de la serie de cosenos de Fourier esta dado por
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nzX

f(x) = %a() + iancos

n=1

y los coeficientes a, y a, sedeterminan a partir de las expresiones

L L
a, :%J‘O f(x)dx y a, :%JO f(x)cosnfxdx

Se tiene una funcion definida en medio intervalo donde L = 1 , de donde

a, = 2.[01 e*dx = Z[ex]z = Z[e - e"] =2(e - 1)

también
1
. e‘nr 1
a, =2 e'cosnzxdx = 2| ——5——|sennz X + —COSN 7 X
J 0 n~z- + nrwx 0
enrx 1 nr 1
a, =2|—5———|sennzx + —coSNz | - ——
n“z°+1 nr n“z° +1\nrx
setiene: sennz =0 , n=1,2,3,.. ; cosnz =(-1)"
n=1,2,3,

simplificando
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6.4 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES Y
DE FRONTERA.

1) Determine la solucion de la ecuacion en derivadas parciales

o’u  0’u
= +u
dyox  oy?
sujeta a las condiciones de frontera
u(0, y)=2e’

RESOLUCION

En este caso no se conoce la constante de separacion, por lo que el proceso a seguir
implicara expresar la solucion en términos de dicha constante y posteriormente la condicion
de frontera llevara a la obtencion de la solucion que la satisfaga. Se propone la funcién u
como solucion de la ecuacion en derivadas parciales, esto es

u(x, y) = F(x)G(y)
Enseguida se obtienen las derivadas parciales necesarias

L rwe()

0%u
oy?

- F(1)+6"(y)

que al sustituir en la ecuacion diferencial llevan a
F'(x)6'(y) = F(x)G"(y) + F(x)G(y)
esta ecuacion también se puede expresar de la siguiente manera
F'G'=FG"+ FG
separando variables
F' G"+6G
F G'
y considerando la constante de separacion « se tiene
F' CG"+ G
— = e
F G'
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A continuacion se resuelve cada una de las ecuaciones diferenciales ordinarias obtenidas.

Por un lado se tiene

F'=aF
y al resolver
d—=aF
dx
j d—F:Jadx
F
NF =ax +C
F(x)=C,e*”
Yy por otro
G"+ G =aG'

G"'"-aG'+G =0
gue en términos del operador diferencial es

(DZ—aD+1)G:O

siendo su ecuacion caracteristica

= 2 2
por lo que
[m]y [m]y
G(y)=C,e ? +Cje ?
Entonces, para la funcién propuesta como solucion se obtiene
u(x,y)=C,e""|C,e ’ + Cje ?

que al efectuar operaciones se simplifica segun se indica

2 _ _ 2 _
[0!+ Z 4]y+0!X [(l (; 4]y+0!X

+ Be ..(A)

u(x,y) = Ae
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Posteriormente se aplica la condicion de frontera u(0 , y) = 2e? ,estoes

==

y
+ Be

{a +Ja? -4
Ae ? =2e’ in(B)

y por igualdad de exponentes

=1
2
2
- -4
(04 (04 =1
2
0 bien
+ Ja? - 4
a a _ 1

Resolviendo para « resulta

N
N
|
H
Il
—~
N
|
N
~
)

a’ -4=4—-—4d4a+ a’

sustituyendo este valor en (B)

|
Ae 2 + Be ? =2e’
de donde
Ae’ + Be’ = 2¢’
(A+ B)e? =2¢e’
y por igualdad de coeficientes
(A+B)=2 i (C)
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Al sustituir  en  u(x , y) = AeY " ?* + Be? " ?* = (A + B)e’ >
y si en esta Ultima expresion se considera (C) se tiene

(A + B)e?"?* = 2"
Finalmente
u(x , y) =2e” "%

2) Resuelva la ecuacion diferencial

o°u 5 o%u
oy’ OX Oy

para las condiciones de frontera u(0 , y) = 5 + e”’+ 2e*’ |
u(x, 0) =3e* + 5e*

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion

o°u 5 0°u
oy’ OX Oy

(1)

con ciertas condiciones de frontera, las cuales llevaran a la obtencién de la solucion que
satisfaga dichas condiciones.
Se plantea la solucién por el método de separacién de variables, considerando a la funcién

u(x , y) como lafuncién solucion, esto es

u(x, y) = F(X)G(Y) coovvvrrrriiiiiiinien, (n)

Enseguida se obtienen las derivadas parciales requeridas

2

0U_ kg
oy

2

U _pg
oX oy

sustituyendo en la ecuacion (1)

FG"=2F'G'
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separando variables resulta

G _F
2G' F
y para la constante de separacion o
G" . F
— = ; — =
2G' F

A continuacion se resuelve cada una de estas ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por un lado se tiene

G"-2aG'=0

cuya solucion es

G(y)=C, + C,e*"?

Yy por otro
F'=aF
aF =aF
dx

I aF = J- a dx
F

NF =ax +C

F(x)=Cj,e*"
por lo que la solucidon completa es

u(x, y)= Cse“(Cl + Czez‘”)
que al simplificar lleva
u(x , y) = Ae®* + Be*t+?V)

Considerando las condiciones de frontera se observa que se tienen dos exponenciales en x

y y , por loque es conveniente expresar la solucion de la siguiente manera:
u(x , y) = Aje?* + Be ) L A e @X L B e ) (1)

Para la condicion u(0 , y) = 5 + e”’+ 2e*”, sesustituyeen (111)
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5+e’ +2e* = A, +B,e’™Y + A, + B,e’*

donde por igualdad de coeficientes se tiene

A, +A,=5
B, =1
B, =2

2a, =2 = a, =1
2, =4 = a, =2
sustituyendo estos valores en ( I11)

u(x, y) = Aje* + e 4+ A, e 4 2702 (IV)

Para la condicion u(x , 0) = 3e* + 5e°* , alsustituiren (1V)

3e* + 5e’* = A, e* +e* + A,e?* 4+ 2e7F
igualando coeficientes se tiene
A, +1=3 = A, =2
A,+2=5 = A,=3
Finalmente, al sustituir en ( IV ) resulta

U(X , y) =2e* 4+ ex+2y + 362X " 2e2(><+2y)

3) Resuelva el siguiente problema con valor de frontera usando una constante de
separacion negativa.

U, =a’U,,
u@,t)=0
U(L,t)=0

U(x, 0) = sen (ﬂ—xj + 1sen(mj
L 2 L
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RESOLUCION

Para la ecuacion en derivadas parciales
2
U, =a"U,,

gue también se puede escribir de la siguiente manera

ouU , 82U
— =«
ot ox 2
se tienen las condiciones de frontera
U(O , t) =0
U(L,t)=0

U(x, 0) = sen(”—xj + lsen(SEXJ
L 2 L

y se considera una constante de separacion negativa, es decir se considerara de la forma
- k? ,keR
De acuerdo al método de separacion de variables se tiene

U(X,t) = F(X)G(t) covvrirriiiiiiiiiieeis (1)

derivando parcialmente resulta

- F(e)
7Y - e

enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial parcial dada:

F(X)G'(t) = a’F"(x)G(t)

0 bien
FG' = a’F"G
Separando variables
F__G
F a’G
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para la constante de separacion iguala — k ? se tiene

F" K2 G'

=—k?
F a’G

Resolviendo para cada una de las ecuaciones diferenciales anteriores
—=-k? = F'+k’F =0

=-k? = G +k’a’G=0

se obtiene, en cada caso

F(x) = C,coskx + C,senk x
G(t) = C,e ko
posteriormente se sustituyen estas funciones en la funcién (1), de donde resulta
U(x,t)=(C,coskx + C,senkx)C e “"" = F(x)G(t)
Para la condicion de frontera U (0 , t) = 0 setiene

U, t)=F(0)G(t) =0

entonces

Para la condicion de frontera

resulta
senkL =0 = k L = ang sen(0)
kL=nx para n=1,2, ..
7
L
por lo que
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Sustituyendo en (1)
nz (%
U(x,t)= CzsenTx C,e

gue se puede expresar también como

Para la condicion de frontera U (x , 0) = sen (ﬂTj + =sen (—)

sen[ 22 ] 4+ Loen[ 37X - Z:CnsenmZX
L 2 L ~ L

por comparacion de funciones se tiene

4) Obtenga la solucion de la ecuacion en derivadas parciales
d’u  du d%u
+ — - =
ox?  ox  oxoy

que cumpla con las condiciones de frontera u(0 , y) =2 y u(-1,y)=20

RESOLUCION
La ecuacion diferencial parcial dada se resuelve mediante el método de separacién de

variables, considerando como constante de separacion a « , cuyo valor se determinara a

partir de las condiciones del problema.
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Las derivadas parciales para la funcion propuesta como solucion U (x , y)

son

2 2
ag:F,,G,au:F,G,au:
X O X 0X0Yy

sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene
F'G+F'G-F'G'=0

separando variables
F'G+F' (G-G)=0

F'_G -6
F' G
Para la constante de separacion «
F - G' -G
_ = ; =
F' G
enseguida se resuelve cada una de estas ecuaciones diferenciales ordinarias:
F'—aF' =0 ;. (D’ -aD)F =0
A —ai=0 = AM(A—a)=0 = A,;,=0, 2,=a
de donde

también
G'-G=aG ; d—GzG(a+1)
dy
R
ING = (a + 1)y
por lo que

G(y) = C el
asi, la solucion completa es
u(x , y) = (01 + Cze“)C3e(“”‘)y

0 bien
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u(x , y) = Ae Y pogexray (1)
A continuacion se aplica la condicion de frontera u(O : y) =2
2 = Aelr9Y 4 gellra)y
2 =(A+B)el"

de aqui se tiene

(I+a)y =
1+a =0 = a=-1
A+B=2
A=2-B

sustituyendo en (1)

para la condicion u(- 1, y) =0

0=(2-B)+Be

B(l—e)zz
B = 2 = A=2 - 2 :
1-e¢e 1-¢
A=2—2e—2=_ 2e

1-ce 1-e
Finalmente se sustituyen los valoresde A, By a en(1)
2e 2 “x

y luego de simplificar
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Obtenga la funcién U (x : t) que satisfaga la ecuacion diferencial parcial

2
8—u=288 , 0<x<3 , t>0
ot o X

con las condiciones U(0 , t) =0 , U(3,t) =0, U(x,0) =2,

sabiendo que una solucién completa de la ecuacion en derivadas parciales es

U(x,t)=(Acoskx + BsenkX)(efZKZt)

Solucién.

u(x,t):%i

n=1

R LI AR T ) P

e 9 sen X
2n -1

2) Desarrolle en una serie de Fourier la funcién f (x) = |x| + 1 enelintervalo

-7 < X< .

Solucién.

f(x)=1 +%+ i 22 [(— )" —l]cosnx

S
3

2
t

= u sujetaa u(0 ,t) = 2e" + 4e”

3) Resuelva la ecuacién
oxot

Solucion.

u(x , t) =2e*" + 4e "
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4) Represente ala funcion f(x) = (x — ), definidaen 7 < x < 27 , por medio

de una serie de Fourier. Considere que f(x) = (x + 7)

Solucién.

n n

2 ©
f(x) = % + ZI [%cosan - £senZnXJ
n=

5) Obtenga el desarrollo en serie seno de Fourier de la funcion f (x) = C0s3X en

. T
elintervalo 0 < x < E

Solucion.

f( :3i+z cos4nx + Ion sen4n x

= (16n —9)72’ (16n2 —9)7r

6) Sea f(t) unafuncion periodica de periodo T = 2, donde f(t) =t para
€ (O , 2) .

Realice el desarrollo de la serie de Fourier de f (t) sisesabeque a, =

n?rz?

Solucién.

oolr-l:.

'Z (7

~cos(nzt) — nisen(nﬂt)j
T

7) Resuelva el problema de valores en la frontera

2
U208 g ox<100 , t>0
ot 0 X
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u(0,t)=0 , t>0
con u(100 , t) = 0 , t>0
u(x,0)=50 , 0<x<100

Solucién.

& f(f)
— 2 :
i i i |
| | L | ,
i T T i T T v i >
: | -27 - o 27 i ! £
T I L
Solucién.
f(t) = Toenlt + Loent + Lsendt + L sen2t 4 ...
T 2 T 3r 2 5rn 2

9) Obtenga los cuatro primeros términos del desarrollo en serie coseno de Fourier de la

funcidon mostrada en la figura siguiente:
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2 3
Parabola
Solucién.
5 16 4 T 4 16 4 37X
f(X)=—=+|-—5 + —5|COS=X + | — — [COSX + =+ > | cos + ...
12 T s 2 Vs 27 97 2

10) Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) = Ax(z — x)(z + x) en

elintervalo - 7 < x < 7«

Sugerencia: Verifique si la funcién es par o impar.

Solucién.

s (= 1)°
f(x):—IZAz . sen n x
n=1
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