CINEMATICA DE LA PARTICULA

Movimiento rectilineo
Como su nombre lo indica, este movimiento es el que tiene lugar cuando una particula se desplaza a lo largo de un
trayecto recto.

Describiremos tres casos para el movimiento rectilineo: a) el rectilineo uniforme, b) el rectilineo uniformemente
acelerado y c) el movimiento rectilineo con aceleracién variable.

Movimiento rectilineo uniforme
El primer caso consiste en que la particula no tiene aceleracién. Y por lo tanto su velocidad es constante y queda
definida completamente por la siguiente ecuacién:

dx
— = v = constante
dt

Para encontrar la posicion final de la particula en un tiempo t se multiplica por dt para despejar la diferencial dx. Esta
diferencial se va a integrar desde x, (que corresponde a la posicion inicial) hasta x; (que corresponde a la posicion final).
En el lado derecho de la ecuacidn se integra el producto v dt desde el tiempo t = 0 (cuando comienza el analisis del
movimiento) hasta un tiempo t deseado o tiempo final:

Xf t
f dxzfvdt
Xo 0

Pero en este tipo de movimiento la velocidad es constante, y esto nos permite sacar la velocidad v de la integral. Y
entonces solamente integramos la diferencial dt. Esto es:

xXf t
dx = vf dt
Xo 0
Al realizar la integral se obtiene:
Xf—Xg =Vt

Despejando, finalmente se obtiene:

X =Xgtvt

Esta ecuacidn sélo puede utilizarse cuando la velocidad de la particula es constante.

Movimiento uniformemente acelerado

Consideremos ahora el segundo caso, movimiento uniformemente acelerado. En este movimiento la particula tiene una
aceleracidn, la cual es constante.
dv

— = a = constante
dt

En este tipo de movimiento para obtener la velocidad se multiplica por dt para despejar la diferencial dv. Esta
diferencial se va a integrar desde v, (que corresponde a la velocidad inicial) hasta v¢ (que corresponde a la velocidad
final). En el lado derecho de la ecuacién se integra el producto a dt desde el tiempo t = 0 (cuando comienza el analisis
del movimiento) hasta un tiempo t deseado o tiempo final, asi:




143 t
f dv=fadt
v 0

0

Pero en este tipo de movimiento la aceleracién es constante, y esto nos permite sacar la aceleracion a de la integral. Y
entonces solamente integramos la diferencial dt. Esto es:

Vf t
f dv=afdt
Vo 0

vp—vg=at

Al realizar la integral se obtiene:

Despejando, finalmente se obtiene:

H vf=v0+at H

A esto le llamaremos la primera ecuacién cinematica para el movimiento uniformemente acelerado.

Para obtener la posicién en el movimiento uniformemente acelerado, partimos de la expresién:

dx
— = v = variable
dt

En este tipo de movimiento la velocidad no es constante y estad dada por la expresion:
Vp=vptat
Por eso tenemos que sustituirla en la ecuacién anterior, quedando asi:

dx +at
—=vy+a
dt ~ °

Para resolver esta ecuacion se multiplica por dt para despejar la diferencial dx del lado izquierdo de la ecuacidn. Y del
lado derecho se integrara el producto (v, + a t) dt quedando asi:

dx = (vyp +at)dt

Para resolver esta ecuacion se integra dx desde su posicion inicial x, hasta su posicion final x¢. Y la diferencial dt se
integra desde 0 hasta t.

xXf t
f dx=f(v0+at)dt
0

X0

Al ver la integral del lado derecho de la ecuacién nos damos cuenta que v, es un valor fijo, que podemos considerar
como constante. También la aceleracion a es una constante y puede salir de la integral quedando asi:

Xf t t
f dx=v0jdt+ajtdt
Xo 0 0

Ahora se hacen las integrales:
1 .2
X — Xg =v0t+5at

Despejando x; queda:




xf=x0+v0t+%at2

A esto le llamaremos la segunda ecuacion cinematica.

Es posible encontrar una tercera ecuacion para el movimiento rectilineo uniformemente acelerado. Esto se hace si
partimos de las ecuaciones siguientes:

__dv dx

= v =—=
dt y

a
dt

Despejamos dt de la segunda ecuacién y lo sustituimos en la primera:

d . / d
dt =& sustituyéndolo en a==
" dt
se obtiene:
J dv
v av
a= =1
dx — dx
v v

|ll

sandwich”) se tiene:

B dv
a—vdx

Resolviendo el quebrado (usando la ley de

Para resolver esta ecuaciéon multiplicamos ambos miembros por dx:
adx =vdv

Ahora integramos asi: dx desde x, hasta xr; y dv desde v, hasta vy.

xf vy
f adx = f vdv
x0 )
Aqui vemos que a es constante y puede salir de la integral. Pero v es variable y no podemos sacarla de la integral.
Realizando las integrales:

a(xy = x0) = 3(v — v)
Multiplicando por 2 queda:
2 a(xy — x0) = (vf — v§)

Despejandov]?:

vf =v§ +2a(x; —x,)

A esto le llamamos la tercera ecuacidon cinematica.

Movimiento rectilineo con aceleracion variable

Existen movimientos donde la particula se desplaza con una aceleracidn variable. Esto significa que la aceleracion es
funcién de la variable tiempo, de la variable posicidn o velocidad. O sea que no tendremos una aceleracidn constante,
sino una funcidn aceleracidn que depende del tiempo t, de la posicién x o de la velocidad v.

Consideremos el caso en que la aceleracidn dependa del tiempo, esto es:




a = a(t) = variable

T dt
Para resolver esta ecuacion, se multiplica por dt ambos lados y queda:
dv = a(t) dt

Ahora integramos ambos lados de la ecuacidn con los limites que siempre usamos:

vf t
f dv=f a(t)dt
v0 0

Veamos un ejemplo, para entender esto mas facilmente.

Un auto deportivo viaja a lo largo de una linea recta con una aceleracién de a = 3t? — 10 en m/52 donde t esta en

segundos. Determine su velocidad cuando t = 4 segundos. El auto parte del reposo.
Solucioén:

Primero nos fijamos en qué tipo de movimiento tenemos. Es un movimiento rectilineo con aceleracién variable,
entonces utilizando la definicién hacemos:
vf t
j dv = f a(t)dt
v0 0

Como el vehiculo parte del reposo, la velocidad inicial es igual a cero v, = 0. Y sustituimos la funcién a(t) por 3t? — 10:

vf t
f dv=f3t2—10dt
0 0

t3
v —0=35-10¢

Haciendo las integrales:

Ahora sustituimos el valor de t = 4 porque es el tiempo en que nos interesa conocer la velocidad final.

vp = 3%—10(4)

ve =24 M/ |

Consideremos el caso en que la aceleracidon dependa de la posicidn, esto es:

dv
a =v— = a(x) = variable
dx

Para resolver esta ecuacidn, se multiplica por dx ambos lados y queda:
vdv = a(x) dx
Ahora integramos ambos lados de la ecuacidn con los limites que siempre usamos:
vf x
f vdv = f a(x)dx
Vo Xo

Veamos un ejemplo:




Una particula viaja a lo largo de una linea recta a una velocidad de a = 20 — 0.1x m/sz donde x esta en metros.

Determine su velocidad cuando x = 15 m si se sabe que su velocidad es de v = 2 ™/, cuando x = 0.
Solucioén:

Primero nos fijamos en qué tipo de movimiento tenemos. Es un movimiento rectilineo con aceleracién variable,
entonces utilizando la definicidén y sustituyendo valores hacemos:

vf x vf x 1 1 xz
f vdv = f a(x)dx f vdv = f 20 — 0.1x dx Evf — 522 =20x —0.1—
0 0 2 0 2

Despejamos v¢ y sustituimos x = 15:

, X (15)2
vf=2(20x-015+2) v = [2(20015) - 01—~ +2

| v =241/ |

Consideremos el caso en que la aceleracidon dependa de la velocidad, esto es:
v .
a =v— = a(v) = variable
dx
Para resolver esta ecuacién, se multiplica por dx ambos lados y dividiendo entre a(v) y queda:

vdv_

M—dx

Ahora integramos ambos lados de la ecuacidn con los limites que siempre usamos:

f”f v p xfd
—— dv = x
Yo a(v) o

Veamos un ejemplo:

Un tractocamion se desplaza a lo largo de una carretera recta. Cuando el operador oprime el freno, el tractocamidn esta
sujeto a una aceleracidn negativaa = —2v en m/sz' Si su velocidad es de 20 ™/, al oprimir los frenos, determine la
distancia que recorre para detenerse.

j-VfL dv = xfdx X =fvf—ldv xr = —2(0 — 20)
20 —2V 0 4 20 2 4 2

Particulas conectadas

En ocasiones el movimiento rectilineo de un cuerpo guarda relacidon con el movimiento de otro. Esto ocurre cuando
tenemos dos particulas o cuerpos conectados mediante cuerdas. Para el estudio de particulas conectadas, se
consideraran cuerdas ideales (inextensible, de peso despreciable y flexible).

Generalmente las cuerdas se encuentran sujetas o apoyadas alrededor de poleas que también consideraremos ideales
(libres de friccion, peso despreciable).




Consideremos el siguiente arreglo de planos inclinados con los cuerpos A y B conectados por una cuerda que pasa sobre
una polea cuyo eje es O. Observamos que las distancias S, y Sp son tramos de cuerda rectos, medidos desde el eje O
hasta cada uno de los cuerpos. De esta forma podemos concluir que la longitud total de la cuerda estara formada por el
segmento S, y Sg mds un arco de cuerda apoyado sobre la polea al que le llamaremos arco CD y lo denotaremos por
Ycp.

Entonces la longitud total es:

Yror = Sa+¥cp + S

Sentido

positivo de‘aSA/

(+)

Sentido
positivo de Sg

(+)

Fuente: HIBBELER, Russell. Ingenieria mecdnica Dindmica, 12¢ edicion. México D.F. Pearson Prentice Hall, 2010

Si ahora derivamos con respecto al tiempo para observar la variacion de las longitudes:

d(fror) _ d(Sa) | dCfcp) | d(Se)

dt dt dt dt
La longitud total de la cuerda no varia respecto al tiempo, puesto que la cuerda es inextensible y siempre medird lo
. ac . age . . . .
mismo. Por lo tanto % = 0. Y lo mismo ocurre con alfep) _ 0, porque independientemente si cualquiera de los

cuerpos sube o baja, siempre existird sobre la polea una longitud €5 de igual magnitud. Entonces la ecuacion queda
como:

A0, 46k

0
dt dt

De la definicion de velocidad sabemos que la variacidon de una longitud respecto al tiempo es la velocidad, entonces:
O=v4+vg o© —Vp = Vy

El signo menos de vg indica que el cuerpo B se desplaza en sentido contrario al sentido positivo en el que fue medido
Sg; esto quiere decir que el cuerpo B sube; y entonces el cuerpo A baja. Esto lo comprobamos porque v, tiene signo
positivo y se dirige en el sentido positivo en el que fue medido S,.

También puede pasar que el cuerpo B baje, entonces A subira. Esto quiere decir que la velocidad de B sera positiva
porgue va en su sentido positivo; y la velocidad de A sera negativa porque el cuerpo va en sentido contrario al
establecido como positivo, esto es: —v, = vp.

Sia la ecuacién 0 = v, + vp la volvemos a derivar respecto al tiempo, obtenemos:
0=ay+as
Y si de ahi despejamos, ya sea la aceleracién de A o la aceleracion de B, obtenemos:

—ap = Qy —ay = ag




Consideremos el siguiente ejemplo:

Se tiene el siguiente arreglo de cuerdas, cuerpos y poleas:

B

Si se sabe que el cuerpo A baja con una velocidad de 2 /¢ aumentando a razén de 1 m/Sz. Determine la velocidad y

aceleracion de B en el mismo instante.
Solucioén:
La longitud total de la cuerda es igual a:
Lror =S4 + arcol + arco2 + 25g
Las longitudes arcol y arco2 son los segmentos de cuerdas sobre las poleas, las cuales siempre serdn constantes.
Derivando respecto al tiempo:
0=v4+0+0+2vg

Despejando vg:

1
UB - _EvA
Sustituyendo la velocidad de 4, se tiene que vy = —%(2) =—1 M/
Para las aceleraciones tendremos la misma relacién:
1
aB —_— —ECLA
Sustituyendo la aceleracién de 4, se tiene que ag = —2(1) = —0.5 m/52

Notamos que el signo menos indica que el cuerpo B va en sentido contrario al positivo. Si el positivo seiiala hacia abajo,
el negativo lo hara hacia arriba.

Por lo tanto la velocidad de B serd de 1 ™/ hacia arriba, y tendra una aceleracién de 0.5 m/sz también hacia arriba.




