UNAM. FACULTAD DE INGENIERIA. DIVISION DE CIENCIAS BASICAS.
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APERTURA

1. Presentacion del profesor y bienvenida a los alumnos.
2. Objetivo del curso y especificacion del temario.

3. Establecer la forma de evaluacién y calificacion.

4. Fomento al uso de los servicios universitarios.

OBJETIVO DEL CURSO

El alumno manejara los conceptos fundamentales relacionados con las funciones de variable compleja y el
analisis de Fourier, para la resolucién de problemas de ingenieria.

TEMARIO
1. Variable compleja 24.0 horas
2. Anélisis de Fourier. (Series de Fourier) 12.0 horas
3. Andlisis de Fourier. (Transformada de Fourier) 28.0 horas

Total: 64.0 horas

FORMA DE EVALUACION, CALIFICACION Y ALUMNOS EXENTOS

Para aprobar la asignatura durante el curso es necesario lo siguiente:

Aprobar cada uno de los exdmenes parciales.
Realizar las tareas y series del curso las cuales son obligatorias.
Cubrir un minimo de 95% de asistencia al curso.
Los alumnos exentos son aquellos que cubran los 3 puntos anteriores
Calificacion: Porcentajes detallados se dan en el cronograma

a. Anexo cronograma del curso.

b. Elementos de evaluacion.

c. Trabajo en equipos.

d. Elaboracidn de proyecto escolar.

arwhE

EXAMENES FINALES

Aquellos alumnos que no exenten se presentaran al primer examen final (con identificacion oficial); de ser
aprobatorio el examen, se asentara en el acta la calificacion correspondiente considerando el trabajo realizado
durante el curso. En caso de no ser aprobatorio se realizard un segundo examen final; donde, la calificacion
obtenida se asentara en el acta. Por otro lado, si algin alumno no termina el curso o0 no presenta los examenes
finales se asentara NP o CINCO segun corresponda.

Nota 1: Aquellos alumnos que por razones extraordinarias no puedan presentar alguno de los examenes
parciales o finales deberan hacerlo saber por escrito con una semana de anticipacion al examen. También,
para tener derecho a presentar examenes finales el estudiante tendra que haber presentado los examenes
parciales.

Nota 2: Se aceptaran ALUMNOS OYENTES siempre y cuando se comprometan a realizar todas las
actividades del curso y aprueben necesariamente el segundo examen final.
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1. Variables y funciones.

2. Funciones univocas y multivocas.

3. Funciones inversas.

4. Transformaciones.

5. Coordenadas curvilineas.

6. Funciones elementales

La variable Z=X-+1y es llamada variable compleja, al escribir W= f(Z) como funcién de z se

identifica a ésta como variable independiente y W como variable dependiente. Cuando hablamos de funcion
es conveniente suponer que es univoca salvo se diga lo contrario. Al escribir z como funcién de W se tiene

-1 . o
z=f (W) y comdnmente se le conoce como funcion inversa.

La funcion valuada compleja W = f(Z) Z € C se obtiene otra variable compleja We C . Al escribir
W=U+iV y al sustituir Z=X+1iy se obtiene U+iv = f(X+iy), entonces al considerar la igualdad

previa se construyen el conjunto de ecuaciones U = u(x, y) y V= V(X, y) que constituyen las ecuaciones
de transformacion.

Con base en la transformacion W = f(Z) y siendo Z = X+1Y es de notar que las coordenadas rectangulares
(X, y) de un punto P en el plano z le corresponden las coordenadas curvilineas (u,v) en el plano W.

Al considerar las curvas U = u(x, y): CyVv =V(X, y): C, asignando C; y C, constantes se llaman
curvas coordenadas.

Ejemplo: Encuentre la imagen en el plano W de la recta Y =1 X e [—1,1] en el plano z usando la
transformacion W=z .

Ejemplo: Encuentre la imagen en el plano W de la recta Y =1 X € [—1,1] en el plano z usando las
transformaciones W=2+1, W=z+i y W=Z+1+1i.

Ejemplo: Obtenga el mapeo en el plano W de la recta Y =1 Xe[—l,l] en el plano z usando la

., 2
transformacion W= 2".

Dada la transformacién: Traslacion. W=z + f, [ constante compleja. Las figuras en el plano z se
desplazan o trasladan en la direccion del vector /3.

La transformacion: Rotacion. w=e'%z . Las figuras en el plano z se rotan un angulo 6, siendo 6,

constante real. Si 6, > 0 la rotacion es en sentido positivo, mientras que &, < O la rotacién es en sentido
negativo.

CIERRE

Estudiar: Funciones elementales de variable compleja.
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Con la transformacién: Dilatacion. W=az , a constante real; las figuras en el plano z se dilatan (o
contraen) en ladireccion z sia>1o00<a<1.

. . . 2
Cuando analizamos el comportamiento de las funciones W =2 y W = Z" es util pensar que forman parte de
un conjunto mas amplio de funciones tipo polinomio; entonces, la funcién polinomial se define como:

w=a,z"+a,2"" +---+a,,z+a, = P(z)

Donde los coeficientes &, € C,ne Z * son constantes complejas y el grado del polinomioes Ne Z ™.
EJEMPLOS

1. Encuentre la imagen en el plano W de la recta Y =2X+4 en el plano z, Z = X+1y bajo el
mapeo W =2Z+6.

2. Sea W= f(z)=z%. Hallar los valores que correspondena z, = —2+1i; z, =1-3i

Determinar la ecuacion de la curva en el plano w.

Si C, y C, son constantes reales, determinar el conjunto de todos los puntos en el plano z que se aplican en
las rectas, (a) U =C, , (b) V=2C, enelplano W por medio de la aplicacion W = 2%,

e llustre considerando los casos C, = 2,4,-2,—4 y C, =2,4,-2,—4

e Hallar la imagen de la region en el primer cuadrante acotada por
2 2 2 2

X“—y°=-2, xy=1 x -y =-4, xy=2

e Las coordenadas curvilineas del punto en el plano XY cuyas coordenadas rectangulares son (2,—1)

3. Seaun cuadrado de vértices 0, 1, 1+i, i en el plano z ;Cudl serd su imagen por aplicacion W = 2" ?

APLICACIONES

Toda funcién compleja realiza una aplicacién univoca unilateral de un conjunto en otro. Las funciones
complejas se utilizan en hidrodindmica y aerodindmica, pues describen el movimiento de un volumen de
liquido (o de gas). Las funciones armonicas tienen aplicaciones en areas tales como el analisis de esfuerzo en
placas, el flujo de fluidos en dos dimensiones y la electrostatica.

Cuando razonamos el comportamiento de una funcion de variable compleja dada como W = f(Z) es
importante comprender casos basicos como W= z", ne Z* y comenzar a explorar los mapeos cuando N

es impar o par. Ahora bien, si consideramos W=2z",neZ ~ para comenzar es Gtil analizar la

1

., ., -1 . . Sy = .

transformacion: Inversion. W=2"=—;Z #0 y continuar el analisis con las construcciones como
z

1 , .
wW=——a=cte. 6 bien w=

- b =cte. para entender escrituras mas amplias
Z+a Z+bi
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W= ﬁ’z—’ Z, € C donde la importancia consiste en comprender que sucede cuando varian «, ﬂ, v,
+7Z,

lo anterior puede ser simplificado con ayuda de la computadora.

La transformacion W=qz+ f donde & y [ con constantes complejas dadas, se llama una
transformacion lineal; pues, es una combinacion de las transformaciones de traslacion, rotacion y dilatacion.

La transformacion:
al+ ﬁ
W=——

, ao—pPr =0

yZ+0
Se llama una transformacion racional o bilineal. Esta transformacion se puede considerar como
combinacion de las transformaciones de traslacion, rotacion, dilatacién e inversiéon. La transformacion
bilineal tiene la propiedad de que circulos en el plano z se aplican en circulos en el plano W .

Ejemplos:
1
1. Encuentre el mapeo de Yy =1 Xe [—1, 1] usando las transformaciones W=—, W=——y
z z+1
1
wW=—
Z+1
2. Dada la circunferencia X* + y2 =4 obtener su mapeo mediante la transformacion W = 2.
z+1
3. Obtengael mapeode Y =1, X € [—1, 1] siendo W = —1
Z j—
4. Encuentre la transformacion bilineal que mapea los tres puntos 7, = i, z,=1lyz,= 0 enlos tres
puntos W, =0, W, =—i y W, =1 enel plano W respectivamente.
CIERRE

Estudiar: Funciones elementales.
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Las funciones exponenciales estan definidas como W= e’

e=2.7182...

es la base de los logaritmos naturales. Si a €

=e*Y =e*(cosy+isen y) donde

zlna
=€ .

R* se define a’

Las funciones trigonométricas o circulares definidas en términos de funciones exponenciales son:

iz —iz iz —iz

iz —iz

e’ +e senz e“-e
senz = —; c0SZ = ; tanz = =z
2i cosz ile“+e
2i 1 2 cosz ile”+e™
CsCz= = —iz ! Secz = iz —iz ! cotz = =T —iz
senz e“-— cosz e“+e senz e“"-e
Para las funciones trigonométricas complejas, se cumple:

2 2, _ 1. 2, _ 2. 2, _ 2.
sen‘z+cos“z=1, l+tan“z=sec°z; 1+cot°z=csc”z
sen(—z)=—senz; cos(-z)=cosz; tan(-z)=—tanz;
sen(z, + z,) = senz, cos z, + COS Z,5eNZ,;
cos(z, +2,) = c0os z, COS Z, F sen z,5en z,;

tanz, £tanz
tan(z,+z,)= ——L1—— 2
1¥tanz tanz,
Las funciones hiperbdlicas se definen como:
e’ —e”’ e’ +e’’ senhz e’-¢e”*
senhz = , coshz =———; tanhz = =
coshz e‘+e
coshz e’+e™
cschz = =———, sechz= =———, cothz= =—
senhz e‘-e coshz e’+e senhz e’-e

También, para las funciones hiperbolicas complejas son validas las propiedades siguientes:

cosh?z—senh?z =1; 1-tanh?z =sech?z;

senh(-z
senh
cosh

—senh z; cosh(-z)=cosh

):
(z,%z2
(2,
tanh z, £tanhz,

tanh(z, = z
(n27,) 1+tanhz, tanhz,

Adicionalmente, son validas las siguientes relaciones:

sen iz =isenh z;
senh iz =isen z;

cos iz = cosh z;
cosh iz = cos z;

coth® z—1=csch?z;
tanh(-z) = —tanh z;

Z, =

,)= senh z, cosh z, + cosh z;senh z,;
z,)= cosh z, cosh z, +senh zsenh z,;

tan iz =itanh z;
tanhiz=itan z
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Funciones logaritmicas:
z=e", w=Inz, w=Inr+i(@+2kz) k=0%1+2; z=re" =rel®?)

Funciones trigonométricas inversas:

sen”z = lln(iz +4/1— 22) cos?tz= %In(z +4/2° —1) tantz = %In(“—'zj;
i

i I \1-iz
- ' 2 ' 2 -

csc z :iln u ; sectz :_1|n ﬁ : Cotlz:%In(z—ﬂj
| z | z | Z—1

Funciones hiperbdlicas inversas:

e T} oz ET) e 2e{122)
-1z
1+47% +1 1++41-72°

csch?z=In|]—/——=——=|; sechz=Inj—/———|; coth‘lzziln(z_ﬂ)
Z Z 2 \(z-1

Funciones algebraicas y trascendentales:
PzwW" +P(zwW™+...+P_(zw+P,(z)=0; P(z)%0,nez", w=f(z)
Ejemplo:

Demostrar sen’z +cos®>z =1

_ 1 7.
Probar que se cumple: Ssen 7= =In (IZ +4/1-17? ) al escoger la rama principal sen'z de para la cual
|
-1
sen " 0=0

1
seaw=f(z)= (22 +1)2 , mostrar que Z = i son los puntos de ramificacion de f ().

Limite de una funcion de variable compleja.

Sea f (Z) definida y univoca en una vecindad de Z = Z, con la posible excepcion de Z, (o sea, en una

vecindad reducida de Z,). Decimos que el nimero | es el limite de f(Z) cuando Z tiende a Z; y

escribimos lim f(Z)=| si para cualquier nimero positivo & (posiblemente muy pequefio) podemos

11

encontrar algin numero positivo O (generalmente depende de & ) tal que |f(Z)—I|<g cuando

0<|z-7z|<5.
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Teoremas sobre limites

Si lim f(Z)=Ay [im (Z)=B,entonces

717 17

L lim{f(z)+g(z)}=1lim f(z)+limg(z)=A+B

2. lim{f(z)-g(z)}=lim f(z)-limg(z)=A-B

77, 717 77,

5 lim {f(z)g(z)}:{lim f(z)}{nm g(z)}=AB

4. lim == =
2> g(z)  limg(z)

717,

B#0

f(z) le;ngof(z) A
B,

1
Por medio de la transformacion W= — el punto Z =0 (o sea, el origen) es aplicado en W = oo, llamado el
z

punto en el infinito en el plano W . Andlogamente denotamos por Z =0 el punto en el infinito en el plano
Z.

Limite cuando Z — o©

Decimos que lim f (Z) =l oque f (Z) tiende a | cuando Z tiende a infinito, si para cualquier & >0
77—

podemos encontrar M > 0 tal que |f (Z)—I| < & cuando |Z| >M .

Limite cuando Z — Z,

Decimos que lim f(Z):oo 0 que f(Z) tiende a infinito cuando Z tiende a Z,, si para cualquier
117,

N > 0 podemos encontrar & >0 tal que |f (Z)|> N cuando 0<|Z—ZO|<§.

Continuidad de una funcién de variable compleja

Sea f (Z) definida y univoca en una vecindad de Z = Z,, asi como en Z = Z. La funcién f (Z) se llama

continua en Z =7y, si lim f(z)=f(z,). Observe que para que f (Z) sea continua en z =z debe

7117,
cumplir:

1. lim f(Z)=| debe existir

1517

2. f(z,) debeexistir, 0 sea f(z) esta definidaen z,
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3. 1="1(z)

Continuidad uniforme

Una funcion f (Z) es Illamada continua en una region si es continua en todos los puntos de la region.

Entonces por definicion, en cada punto Z, de la region y para cada & > 0, podemos encontrar & >0 (el

cual en general depende de & y del punto particular Z,) tal que | f (Z) —f (Z0 )| < & cuando |Z — ZO| <0.

Si podemos encontrar 0 que dependa de & pero no del punto particular Z, se dice que f(Z) es

uniformemente continua en la region.
EJEMPLOS

Utilizando teoremas sobre limites comprobar:

1. lim (z2 —57 +10): 5-3i

z 51+
2. ||'m_—(222+3)(2_1)=—1+£i
1>-2i 72°-27+4 2 4

o dim LB 3.3,
' 572 +47°+16 8 8

z—2e3

CIERRE

Estudiar: Derivada de funciones de variable compleja.
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1. Introduccién a MATLAB.

Introduccion a matlab. Basado en el uso de matrices. Algunos comandos: date, calendar, pwd, Is, dir, help,
demo, etc. Comprension del significado de vector, dimensidn (size), suma de vectores, producto punto (dot) y
producto cruz (cross). Solucién de ecuaciones algebraicas solve, obtencion de limite de funciones limit,
aproximacion a la derivada diff, calculo de integrales int; raices de polinomios roots, determinante de una
matriz det(A); etc. Realizar operaciones de suma, resta, producto y division con nimeros complejos,
identificando médulo y argumento.

Comprension para graficar funciones dadas en forma explicita, establecer dominio de la variable
independiente mediante el concepto de particion y establecer la variable dependiente. Comando Utiles
asociados a la descripcion de graficas: plot, xlabel, ylabel, zlabel, title, grid, legend, figure, hold on, hold off.
Con base en lo anterior invocar al editor mediante edit y hacer uso de archivos script identificados como
archivo.m y después modificarlos para graficar algunas funciones: Constante, Identidad, Valor absoluto,
Cuadrética, Cubica, Polinomial, Raiz cuadrada, Raiz cUbica, Trigonométricas (seno y coseno); etc.
Comprension del concepto de mapeo de una funcién de variable compleja.

Comprender la sintaxis para graficar ecuaciones dadas en forma paramétrica con el comando plot y plot3
asociados a dos y tres dimensiones. Casos particulares: circulo, elipse, hipérbola y una hélice. Introduccion a
curvas en el espacio y determinacién de ejes coordenados. Comentar la importancia de poder graficar en otros
sistemas coordenados tal como: coordenadas polares, cilindricas o esféricas. Graficar algunas funciones:
Cardioide, Espiral de Arquimides, Astroide, Folio de Descartes, Lemniscata.

Dar la idea fundamental para graficar superficies definiendo el dominio en el plano X-Y mediante una reticula
usando meshgrid y posteriormente proceder a la gréfica de superficies usando surf. Algunos ejemplos son:
planos en el espacio, cilindros, conos, paraboloides, paraboloides hiperbélicos, etc. También identificar
visualmente la interseccion de superficies en el espacio. Asociar curvas de nivel y contornos.

A continuacion se procede con la gréfica las funciones seno y coseno en el plano y se crea el script en el
editor para ser ejecutado en la linea de comandos.

1. Codigo en matlab;
%UNAM.FI.DCB
%MATEMATICAS AVANZADAS
%FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
x=-2*pi:0.1:2*pi;
yl=sin(x);
y2=c0s(X);
plot(x,y1,x,y2);
xlabel('EJE XY);
ylabel('EJE Y");
title(FUNCIONES TRIGONOMETRICAS');
grid;
legend('sen x','cos X');

Ahora, se resuelve en matlab el siguiente ejemplo:

2. Encuentre la imagen en el plano W de la recta Y =2X+4, Xe[—l, 3] en el plano z ,
Z = X+1Yy bajo el mapeo W=2Z+6.
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Las lineas de cddigo en el script de matlab son:

x=-1:0.1:3;

y=2*x+4,

plot(x,y);

xlabel(‘'Eje x);
ylabel('Eje y");

grid;

title('Grafica en plano z');

figure();

Z=x+i*y;

w=2*z+6;

plot(w);

grid;

xlabel('Eje u’);

ylabel('Eje v");
title('Grafica en plano w');

Las gréficas en el plano z y en el plano w se muestran a continuacion:

Gritlcaen pore =

GrvoR on 2o W

1 .
Ejemplo: Dada la funcion y = EX y considerando Z = X+ 1Y ; trazar el mapeo (usando matlab) en el plano

W mediante las transformaciones:

W=z W,=2z; W,=z+1 w,=z+i; w,=2°

Ejemplo: Dado Z, =1+ 2i obtener el mapeo (usando matlab) de W = Z,Z.

. . z+1
Ejemplo: Usando matlab analizar el mapeo de W = ——

z-1
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Derivada de la funcién de una variable compleja

Se llama derivada de la funcion sz(z) en el punto 2z si existe el limite

aw_ f'(z)= lim f(Z+AZ)_f(Z): IimM%@+i@:—ia—u+@ cuando Az tiende a
dz Az—>0 Az a0 AZ oX  OX oy
cero.

Funciones analiticas

Si la derivada f'(Z) existe en todo punto z de una regién R, entonces diremos que f(Z) es analitica en

SR vy nos referiremos a ella como una funcion analitica en $R . Los términos regular y holomorfa son usados
algunas veces como sinénimos de analitica.

Ecuaciones Cauchy-Riemann

Una condicion necesaria para que W = f (Z) = u(x, y)+ iV(X, y) sea analitica en una region R es que, en

SR, u y v satisfagan las condiciones de Cauchy-Riemann

ou ov ou_ ov

>y
Las funciones U(X, y) y V(X, y) que satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann son llamadas algunas
veces funciones conjugadas.

Ejemplos:

1. Obtenga la derivada de la funcién f(z)= z? y verificar que se cumplen las condiciones de
Cauchy-Riemann.

2. Dada u(x, y): x? — y2 +2X , encuentre la funcion conjugada V(X, y) tal que
f(z)=u(x,y)+iv(X, y) es una funcion analitica de z en todo el plano z .

3. Verificar que las partes real e imaginaria de las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann y deducir entonces que cada funcién es analitica.

(a) f(z)=2"+5iz+3-i, (b) f(z)=ze", (c) f(z)=sen2z

FUNCIONES ARMONICAS

Dada W = f(z): u(x, y)+ iV(X, y) y si las segundas derivadas parciales de U y V con respecto a X e
Y existen y son continuas en una region R , entonces de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
ou ov ou  ov

x oy oy ox

Se obtiene
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o’u  ou ov o
7 + =7 = O 2 + ~ 2 = 0
ox® oy ox° oy
Las partes real e imaginaria de una funcion analitica satisfacen la ecuacion de Laplace
82 82 82 82
1/2/+ l/ZIZO VZI/IZO v25—2+—2
x> oy ox" oy

El operador V? es llamado usualmente el laplaciano.

Ejemplo: Demostrar que U(X,y)= (Xsen y—ycosy) es armdnica; encontrar v tal que

g
f (Z) =U+IV es analitica. Hallar f (Z)

FAMILIAS ORTOGONALES

Si w= f(Z):u(X, y)+iV(X, y) es analitica; entonces las familias de curvas de un parametro

u(x, y) =q, V(X, y) = [ donde & y S son constantes, son ortogonales, es decir, cada elemento de una

familia es perpendicular a cada elemento de la otra familia en su punto de interseccion. Las curvas imagenes
correspondientes en el plano W consistente de rectas paralelas a los ejes U y V, constituyen también

familias ortogonales. Cuando la funcion f(z) es analitica el &ngulo entre dos curvas C, y C, en el plano
Z sera igual (en magnitud y sentido) al angulo entre las curvas imagenes Cl' y C'2 correspondientes en el
plano w .

CURVAS

Si ¢(t) y y/(t) son funciones de variable real t supuestas continuas en t; <t <t,, las ecuaciones
paramétricas Z = X +1y = ¢(t)+ [ (//(t)z Z(t) definen una curva continua o arco en el plano Z que une
los puntos @ = Z(tl) yb= Z(tz). Si t, # 1, mientras Z(tl) = Z(tz), los puntos finales coinciden y la curva
se llama cerrada. Una curva cerrada que no se interseca a si misma se llama curva simple cerrada. Si ¢(t) y

l//(t) tienen derivadas continuas en t;, <t <1, la curva es llamada frecuentemente una curva lisa o arco.

CIERRE

Estudiar: Gradiente, Divergencia, Rotacional y Laplaciano.
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APERTURA
DERIVADA
. z X .
Dada Z = X+1Yy y considerando el pardmetro t entonces % = ((ji_t+ 1 % conocida como la velocidad.
Coordenadas conjugadas: F(x, y)= F(%, ZZ—_Zj G(z, Z)
|
0 o o. o0 [0 0
Operadores: — = —+—; — =]l ———
OX 0z 07 oy oz oz
Operador nabla: V Eg+ig = 23_; v Eﬁ—i— _2 9
oXx oy 0z OX oz

Considerando A(X, ¥) = P(X, y)+iQ(X,y), entonces el Gradiente, la Divergencia, el Rotacional y el

Laplaciano son:

VA= (a_ax +i %j(P(x, y)+iQlx,y)=22

oz

V.A=RelVAl= Re{[%_i%j(m@)} _ az LR

x oy

x A= Im{iVA!= ﬁ_ﬁ i :@_E

v A_Im{VA}_Im{aX |ayj(P |Q)} Py
vovzvzzRe{vv}zRe{ﬁ—i2 [g+igj}:a_22+a_22:4 82_
ox oy \ox oy x> oy°  oz0z

Ejemplo: Sea f(z) = ]1'+—§ hallar f'(Z)

. d 1
Ejemplo: Demostrar —1Inz ==
dz z

Ejemplo: Derivar f (Z) =c0s’ (22 + 3i)

10
. TR A §
Ejemplo: Calcular el limite 1im 5
2-i 77 +1
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Ejemplo: Sea A(X, y): 2xy—ix’y® hallar VA, V-A, VxA V?A

APLICACION DE UN SEMI-PLANO SOBRE UN CIRCULO

Sea Z, cualquier punto P en el semi-plano superior del plano z denotado por ‘R . La transformacion

W:e”"(z_Z j
z-7,

Aplica este semi-plano superior de una manera biunivoca sobre el interior R’ del circulo de radio unitario
|vv| =1, y reciprocamente. Cada punto del eje X se aplica sobre la frontera del circulo.

LA TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL-SCHWARZ

Considere un poligono en el plano W teniendo vértices en W, W,, ..., W, con angulos interiores
correspondientes &, &,, ..., &, respectivamente. Los puntos W;, W,, ..., W se aplican respectivamente
en los puntos X;, X,, ..., X, sobre el eje real del plano z .

Una transformacion que aplica el interior R del poligono del plano W sobre el semi-plano superior R’ del
plano 7 vy la frontera del poligono sobre el eje real, esta dada por

dw

E— A(Z—Xl)al/ﬁ_l(z—Xz)aZ/ﬂ_l"‘(Z—X )an/zr—l

n

w= A_[(z %)z =%, ) (2= %, ) dz+ B

Donde A y B son constantes complejas.

Considérese tener en cuenta:

Tres de los puntos X;, X,, ..., X, se pueden elegir arbitrariamente.

Las constantes A y B determinan el tamafio, orientacion y posicion del poligono.
Es conveniente escoger un punto X, en el infinito.

Poligonos abiertos infinitos se pueden considerar casos limites de poligonos cerrados.

A

La transformacion de Schwarz-Christoffel se aplica a problemas de flujo de fluidos y de la teoria de potencial
electrostatico. Matematicos alemanes, Schwarz (1843-1921) y Christoffel (1829-1900).

CIERRE

Estudiar: Integral de una funcion de variable compleja.
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INTEGRALES INDEFINIDAS

Si f(Z) y F(z) son analiticas en una regién R tal que F'(z)= f(z), entonces F(Z) se llama integral
indefinida o antiderivada de f(z) denotada por F(z)= _[ f(z)dz.

INTEGRALES COMPLEJAS DE LINEA

Sea f (Z) continua en todos los puntos de una curva C de longitud finita. Se llama integral compleja de linea
definida desde a a b lo largo de la curva C.

jbf(z)dz, I

a

f(z)dz

C

Si f(z) es analitica en todos los puntos de una region R y si C es una curva en R, entonces f(z) es
integrable a lo largo de C . Si f(z)=u(x, y)+iv(x, y), entonces

IC f(z)dz :fc(u+iv)(dx+i dy):J'Cu dx —v dy+iICv dx+u dy

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES

Si f(z) y g(z) son integrables a lo largo de C , entonces

L fc{f(z)+ 9(z)} dz =.fc f(z)dz +'[Cg(z)dz

2. IC Af(z)dz = AJ.C f(z)dz , Aes una constante
b a
3. Lf(z)dz=—_[bf(z)dz
a, j:f(z)dz:jam f(z)dz+I: f(z)dz, a, b, m estanen C
5. J-C f(z) dz| < ML donde |f(z)| <M osea M esuna cota superior de |f(Z] sobre C y L es

la longitud de C..

REGIONES SIMPLE Y MULTIPLEMENTE CONEXAS

Una region ‘R se llama simplemente conexa si cualquier curva simple cerrada contenida en SR se puede

contraer a un punto sin salirnos de R . Una regién R que no es simplemente conexa se llama mdltiplemente
conexa.
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FORMA COMPLEJA DEL TEOREMA DE GREEN

Sea F(Z, Z) continua y con derivadas parciales continuas en una region R y sobre su frontera C, donde
Z =X+1y, Z=X—1Y son las coordenadas conjugadas complejas. Entonces, el Teorema de Green se puede

escribir en la forma §c F(z, Z) dz = ZiIIaa—lf dA donde dA representa el elemento diferencial de area
Z
R
dxdy .

TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

Sea f(Z) analitica en una regién R y sobre su frontera C . Entonces

§C f(z)dz=0.

Este teorema fundamental, llamado usualmente el Teorema integral de Cauchy es valido para regiones simple
y multiplemente conexas.

TEOREMA DE MORERA

Sea f (Z) continua en una region YR simplemente conexa y supongamos que
:fc f(z)dz=0

Alrededor de cada curva simple cerrada C en R . Por esta razon, f(Z) es analitica en $R . Este teorema,
debido a Morera (1856-1909), se llama con frecuencia el reciproco del teorema de Cauchy.

INTEGRALES DEFINIDAS

Sea una funcién de valor complejo F de una variable real t

F(t)=u(t)+iv(t) a<t<b

["F@)dt = [ uft)dt+i] v(t)at

Re [ F(t)dt = | Re[F (t)]dt

Para cada constante compleja = C, +1iC,

b
a

I:?F (t)dt = I (cu—c,v)dt+ ij:(czu +cv)dt
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J:;F(t)dt = (c, +ic, )Ubu dt + ij:vdt) = yj:F(t)dt

Consideremos que el valor de la integral definida es un nimero complejo diferente de cero. Si I, es el modulo

; b
y O, es el argumento de ese nlimero entonces I‘Oe“gO = I F(t)dt
a

Se tiene: I:F (t)dt

< j:|F(t)|dt

Se tiene:

ij(t)dt‘sj:|F(t)|dt

a
CONTORNOS

Un arco C es wun conjunto de puntos Z= (X, y) en el plano complejo tal que
X= X(t), y= y(t); a<t<b donde X(t) y y(t) son funciones continuas del pardmetro real t.

t+it 0<t<1

Ejemplo: Analizar Z(t):{t i 1<t<?
+1 SU=

Ejemplo: Analizar la curva cerrada simple Z(t) =cost+isent, 0<t<2r.
Longitud de arco L = I:|Z'(t)|dt sit= ¢(I’), c<r<d entonces L = Ld |z’(¢(r))|¢’(r)dr; por lo que

L:jcd

Ejemplos: Evaluar I:e“ dt; Evaluar J‘: e?dt, Rez>O0;Derivar lafuncion f(t) —e".

z'(r)dr.

CIERRE

Estudiar: Integrales de linea de variable compleja.
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INTEGRALES DE LINEA

B
La integral de linea depende del contorno C y de la funcién f , es decir : J‘f(Z)dZ 0 I f(z)dz;al
C

considerar el contorno Z(t) = X(t)+ iy(t), a<t<Db entonces ar = Z(a), B = Z(b). Si la funcion
f (Z) = U(X, y)+ iV(X, y) es continua por tramos en C se define la integral de lineade f alo largo de
C como I f(z)dz= .[:f[z(t)]z'(t)dt , donde

C

Fz(0)]z' (1) = {ulx(t). y(O) ]+ iv{x(t). yO) I )+ iy (0)]

Asi I f(z)dz = judx—vdy+ ijvdx+udy
C C C
El contorno —C se describe por medio de la ecuacién Z = Z(—t) donde —b <t <—a, es decir

[f(z)dz= J'::f [2(-t)]-2/(-t)]dt = -] £ (z)dz

Propiedades: b
1. J';/ f(z)dz = 7_[ f(z)dz
2. J.[f(z)+ g(z)]dz =.|.f(z)dz+jg(z)dz

3. Si C consta de un contorno C,, desde &; hasta £, y de un contorno C,, desde &, hasta f3,,

donde B, = &, se cumple j f(z)dz = I f(z)dz + I f(z)dz
Cc C C;

Con base en lo anterior

f f(z)dz

C

< I:| f [Z(t)z'(t)] dt; | f (Z)| <M siempre que z se encuentre en el contorno C entonces:

<M[[Z(t)dt=ML; L= z(t)dt

J.f(z)dz

Ejemplo: Calcular la integral |, = Izzdz donde C1 es el segmento de recta que va desde Z =0 hasta
C
Z=2+I.
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Ejemplo: Evalte la integral de contorno IZZdZ alo largo de la trayectoria C de —1+i a 5+ 3i y formada
C

por dos segmentos de recta, el primero de —1+1 a 5+1i yel sequndode 5+i a 5+3i .

Ejemplo: Demuestre que I(Z +1)dz =0 donde C es lafrontera del cuadrado con vérticesen Z=0, z=1
C

L Z2=1+1, z=1.

Ejemplo: Calcular I f(z)dz donde f(z)=y—-x—3x%yC es
C

a) Esel segmento de recta que vadesde Z=0a Z =1+1
b) Consta de dos segmentos, uno quevade Z=0a z =1 yelotro,de Z=1 a Z=1+I

De acuerdo al Teorema de Green para integrales de linea en el calculo de variables reales

_[P dx+Qdy :II(QX - Py)dxdy

Al considerar la funcion f (Z) = U(X, y)+ iV(X, y) que es analitica en toda la region R del plano z se tiene
Iu dx—vdy = —J‘J.(vX +uy)dxdy , J'v dx+udy= J.J.(uX —vy)dxdy
C C R

R

Al considerar las ecuaciones Cauchy-Riemann, los integrandos de estas dos integrales dobles son cero en toda
la region R.

Un dominio simplemente conexo D es un dominio tal que todo contorno simple cerrado dentro del mismo,
encierra solo puntos de D .

Ejemplo: Calcular _[Zdz donde C es x=3t, y=t*> —-1<t<4.
C

1
Ejemplo: Calcular §—dz donde C es Xx=cost, y=sent 0<t<2r.
Z
C

TEOREMA DE COUCHY-GOURSAT

Si una funcion es analitica dondequiera en un dominio simplemente conexo D, entonces para todo contorno
simple cerrado C , dentro de D, se cumple

Goursat (1858-1936)
Ejemplo: Probar el teorema de Cauchy-Goursat para una regién maltiplemente conexa.
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Ejemplo: Sea f(z) analitica en una region R limitada por dos curvas simples C, y C, y también sobre C;

y C,. Probar que § f(z) dz = § f(z) dz, donde C, y C, se recorren en el sentido positivo relativo a sus
G S,
interiores.

Ejemplo: Analizar _[dz =0, IZ dz =0, J-Z2 dz =0.
C C C

Ejemplo: Hallar el valor numérico § donde C es una curva simple cerraday z = a esta

lz-a

a) Fuerade C
b) Dentrode C

dz
Ejemplo: Analizar IW =0; donde B consta de la circunferencia |Z| = 2 descrita en la direccion
Z°\Z" +
B

positiva, y de la circunferencia |Z| =1 descrita en la direccion negativa.

La funcion F(Z) es una integral indefinida, o antiderivada de f y se escribe F(z) :_[ f(z)dz ; es decir,

F (Z) es una funcion analitica cuya derivada es f (Z)

Una integral definida se puede evaluar como el cambio en el valor de la integral indefinida, esto es

i 1+i 2 1 %
Ejemplos: Calcular IO Z° dz; evaluar .[12 dz

Ejemplo: Calcular .[oZeit dt

Ejemplo: Integrar IZdZ donde C es el circulo |Z| =1
C

Ejemplo: Integrar I:e_Zt dt, Rez>0

TEOREMA DE MORERA

Si una funcién T es continua en todo un dominio simplemente conexo D 'y si para cada contorno cerrado

simple C que se encuentraen D
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[f(z)dz=0
C

Entonces f esanaliticaentodo D .

Morera (1856-1909)

FORMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

Teorema: Se establece que f sea analitica dondequiera, dentro y sobre un contorno cerrado simple C tomado

en sentido positivo. Si Z,, es un punto cualquiera interior a C, entonces

2rig z-1,

] z Vd . .
Ejemplo: Comprobar que I 5 ~dz == ; donde C es la circunferencia |Z|: 2 tomado en
L9-22fz+i) 5

sentido positivo.

. coSzZ _ .
Ejemplo: Calcular §—1dz donde C es el contorno triangular dado por los puntos Z=0, Z=2+2i,
Z —_
C

z2=2-2i
1 cosz .
Ejemplo: Calcular —§ > dz , donde C esel circulo |Z—2I| =2.
bﬂch +1)

EXTENSION DE LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Si una funcion f (Z) es analitica en cierto dominio, entonces posee derivadas de todos los 6rdenes en dicho
dominio. Estas derivadas son también analiticas en el dominio. Si f (Z) es analitica a lo largo de un contorno

cerrado simple C asi como en su interior y si Z, es un punto del interior de C, entonces

dz .

n+l

f(n)(ZO): n! § f(Z;

27ric(z—z0

_ _ 2°+2z+1
Ejemplo: Determine el valor de § 3 dz , donde C es el contorno |Z| =2

c (Z_l)

Ejemplo: Calcular §%dz ,donde C es el circulo |Z—4| =2
J(z- _

CIERRE

Estudiar: Integracion alrededor de contornos diferentes.
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eZ
Ejemplo: Integrar -dz
‘2‘24 Z - 7Z-I
eZ
Ejemplo: Calcular §W dz donde C esta dada por |Z + 3|| = 2 recorrida una vez en sentido negativo.
Z+Z1
c

_ z°
Ejemplo: Integrar g(Z) =

+1 ) _ . ) _
71 en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de
Z —

una circunferencia de radio 1y con centro en el punto

(@)z=1 (b)z= (c)z=—1+%i (d)z=i.

1 3
Ejemplo: Integrar g(z)=(22 —1) fanz alrededor del circulo C:|Z|:E (en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj).

si C es un contorno que contiene al origen.

. . dz (271 n=1
Ejemplo: Analizar §—n =
z
c

0 nez

dz
Ejemplo: Hallar el valor numérico de § n=2,3,4,... donde z = a esta dentro de la curva

C(Z_a)n,

simple cerrada C .

dz .
Ejemplo: Evalte la integral §—2 alrededor de cualquier contorno que contenga al punto Z = 2+1.
Z—~2L—1
C

Ejemplo: Evaluar la integral f

)dz en algin contorno que contenga a los puntos
C

z
(z-1)z +2i

. Z .
Ejemplo: Integrar § > donde C es el circulo |Z| =3
sZ°+1

52+7

dz donde C esel circulo |Z - 2| =2
+272-3

Ejemplo: Integrar § 3
A
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SUCESIONES CONVERGENTES O DIVERGENTES

U (2)=w(2)u,(2).....u,(2)

Sumas parciales iun(z), convergencia limu, (z)=0

n—oo
n=1

Convergencia absoluta

0 0
La serie Zun(z) se llama absolutamente convergente si la serie de valores absolutos Z|un (Z] converge.
n=1 n=1

Si la serie iun(z) converge, pero i|un(z)| no converge, decimos que iun(z) es condicionalmente
n=1 n=1 n=1
convergente.

u, (Z) converge uniformemente, o es uniformente convergente.

El residuo de la serie es:

Ry(2)=Upa(2)+Uy5(2)++-=8(2)-8,(2)
R,(z)=[s(z)-S,(z)<e V n>N

CIERRE

Estudiar: Criterios de convergencia de series.
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. S 1
Ejemplo: Demuestre que ZZJ 1-_— |Z| <1
j:]- 1_ Z
Ejemplo: Usar la expresién para la suma de una serie geométrica para sumar Z e
n=0

. Determinar la region de

convergencia.

La serie iun(z) diverge si lim un(z) # 0 , considerar Iim|un(z)| =0
n=1

n—o n—ow

Ejemplo: Demostrar que la serie Z 7"t diverge para |Z| >1
n=1

CRITERIO DEL COCIENTE

) © N Tt uj+l(z)
Sea la serie ;Uj(z) yI'= JILnl uj(z)

a) Laserie converge si I <1 y la convergencia es absoluta.

b) La serie divergesi I' >1.

¢) Cuando el limite no existe y I' =1 no se proporciona informacion acerca de la convergencia de la
serie.

Ejemplo: Usar el criterio del cociente y el criterio del término n-ésimo para estudiar la convergencia de la serie

00

Z(_l)j j2j+122i .

j=1

Definicion: Convergencia uniforme
0

Decimos que la serie Zuj (Z) , Cuya n-eésima suma parcial es Sn(Z), converge uniformemente a S(Z) enla
j=1

region R siparatodo & > 0 existe un nimero N que no depende de z tal que paratodo z de R
S(z)-S,(z)<e, ¥ n>N

Teorema: Criterio M de Weierstrass

0 o0
Sea Z M j una serie convergente cuyos términos l\/ll, M 2y --. SON constantes positivas. La serie Zuj (Z)
j=1 j=1

converge uniformemente en una region R si ‘uj(zj <M, paratodo Z de R.
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Teorema: Sea Zuj(z) una serie que converge uniformemente a S(Z) en cierta region R . Sea f(Z) una
j=1

funcion acotada en R, es decir, tal que |f (Z] <k (K es constante) en todo punto de R . Entonces, en R

2. f(2);(2)= 1 (2(2)+ F (2, (2)+--- = F(2)8(2)
j=1
La serie converge uniformemente a f (Z)S (Z)
Ejemplo: Zw:ezzj_l = &
i1 —Z

Teorema: Integracion término a término

Sea U.lZ) una serie que converge uniformemente a S(z) en R Yy suponga que todos los términos
J
i=1

U, (z), u,(z), ... son continuosen R . Sea C un contornoen R, entonces

[S(2)dz = z JLu, @)z = [ u(2)dz+ [ u(2)dz+---,

Es decir, cuando una serie de funciones continuas que converge uniformemente se integra término a término,
la serie que resulta de la operacion tiene por suma la integral de la suma de la serie original.

Teorema: Analiticidad de la suma de una serie

Si iuj(z) converge uniformemente a S(Z) para todo Z en R y si ul(Z), uz(z), ... son funciones
j=1

analiticas en R entonces S(Z) es analiticaen R.

Teorema: Diferenciacion término a término
Sea Zuj(z) una serie que converge uniformemente a S(Z) en una region R. Si ul(z), uz(z), ... son
j=1

du;(z)
dz

. . o . L, dS &
funciones analiticas en R, entonces en todo punto interior de dicha region — = E
z .
j=1

d

SERIES DE POTENCIAS

. 0 (;
f(z)=>c,(z-2)"; c, _ (=)

n=0 n!

Ejemplo: Desarrollar la funcién €* como a) Serie de Maclaurin; b) Serie de Tayloren Z =1
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. . 1 . N N
Ejemplo: Desarrollar la funcién f (Z) = 1— en la serie de Taylor ch (Z +l) ¢Cudles son los valores
- n=0

de Z para los que la serie debe convergera f (z)?

TEOREMA

Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de una funcion f (Z) alrededor de Z . El mayor circulo dentro
del cual esta serie converge a f (Z) en cada punto es |Z — Zo| =a, donde @ es la distancia entre Z, y la

singularidad de f (Z) mas cercana.

Ejemplo: Calcular el radio del circulo méximo en todo punto del cual el desarrollo indicado es valido

f(2)=——==c,(z-2)

7°+1 =

Ejemplo: Obtenga la serie de Maclaurin de

Si(z) =], f(2)dz’

Donde f (z')=

La funcion Si (Z) se conoce como funcidn seno integral y no puede evaluarse en términos de funciones
elementales. Aparece frecuentemente al resolver problemas de radiacion electromagnética.

1
Ejemplo: Mediante un producto de series, obtenga el desarrollo de Maclaurin de f (Z) = ez(l_j .
A

z

Ejemplo: Obtenga la serie de Maclaurin de a partir de las series de Maclaurin de € =1y cosz .

C0Sz
Aplicacion

Las integrales de Fresnel C(P) y S(P) se usan en optica y en el disefio de antenas de microondas. Estan
definidas por

P 2 P 2
Cc(P)= Icos(%j dt y S(P)= Isen(%jdt; p>0, teR
0 0
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Ejemplo: Desarrollar f (Z) = 2;2 en serie de Taylor alrededor del punto Z =1.

7" —171—

Ejemplo: Desarrollar f (Z) = en serie de Maclaurin.

z
(z+1Y(z-2)
CIERRE

Estudiar: Series de Laurent.
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Serie de Laurent, asi Ilamada en honor a su descubridor, el matematico francés Paul Mathieu Hermann Laurent
(1841-1908). El desarrollo de una serie de Laurent de una funcion f (Z) es de la forma

f(z)= icn(z—zo)” =tC,(z-2) " +c (z—2,) +cy+c(z—2, ) +---

Donde la serie converge a f (Z) en cierto dominio o region.

Teorema de Laurent
Sea f(Z) una funcion analitica en un dominio anular D definido por I, < |Z - ZO| <T,.Si Z pertenece a

D, f (Z) puede representarse mediante un desarrollo en serie de Laurent

f(z)= icn(z—zo)n =tc,(z-2) 2 +c,(z-2,) " +cy+c(z—25)+Cy(z -2, F +--

n=-ow

Los coeficientes estan dados por

Cn = 21 § f(Z)n+1 dZ
7id(z-12,)

Donde C es cualquier contorno cerrado simple contenido en D vy tal que la frontera interna |Z - ZO| =0
quede confinada por C . La serie converge uniformemente en toda region anular de D centrada en Z,. La
serie de Laurent de una funcién es Unica en una region anular dada.

Definicion: punto singular aislado

El punto Z, es un punto singular aislado de f(Z) si f(Z) no es analitica en Z, pero si en una vecindad

punteada de Z p

Ejemplo: Desarrolle f (Z) = en una serie de Laurent en potencias de (Z —1). Determine el dominio a

z-3
que la serie convergea f(z).
1

Ejemplo: Desarrolle f ()= —————
(z+1)(z+2)

en una serie de Laurent en potencias de (Z —1) gue sea valida

7
en un dominio anular que contenga el punto Z = E . Determine el dominio en el que la serie converge a f (Z)

Cauchy-Goursat

Sea C un contorno cerrado y simple y sea f(Z) una funcién analitica en el interior de C y sobre C

entonces § f(z)dz=0

Cc
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Ejemplo: Demuestre §Zn dz=0; n=-2,-3, ...

2| =r

1
Ejemplo: Desarrolle f(Z) = —) en una serie de Laurent que sea valida en una vecindad punteada de

2(z-1
Z =1. Determine el dominio de validez de Ia serie.

Para entender el calculo de residuos es preciso estar familiarizado con las series de Laurent; los residuos son
una valiosa herramienta para la evaluacidon de muchas clases de integrales.

Definicién: Residuo

Sea f (Z) una funcién analitica sobre un contorno simple cerrado C y en todo punto del interior de C , salvo

Z, . Entonces el residuo de f (Z) en Z,, que se denota por Res [f (Z), ZO] esta definido por
Res[f(z), z ]:i f(z)dz
° 2zide
Considere

f(z)=-+c,(z2-2)"+c,(z—2,) " +cy+c(z—2,)+C,(z2—2,) +--

Para evaluar el residuo Res [f (Z), ZO] tomamos un circulo de radio I' centrado en Z, , entonces

Res[f(z),zo]:i § icn(z—zo)”dz:i wcn §(z—zo)”dz

2ri A 27l =,

|z-zp|=r

0 -1
Donde §(Z—Zo)nd22{2ﬁi :;:t—l

|z-29|=r
Todas las integrales valen cero excepto la que corresponde a N = —1, entonces Res [f (Z), ZO] =C,

Teorema: El residuo de la funcion f (Z) en el punto singular aislado Z, es igual al coeficiente de (Z -1, )71

en la serie de Laurent que representaa f (Z) en una region anular dada por 0 < |Z - ZO| <R

. 1 _ _ 1
Ejemplo: Sea f(z):— haciendo uso del teorema del residuo hallar — f(Z)dZ donde el
2(z-1) 27iy

contorno es |Z —Zq =1.

Teorema de los residuos
Sea C un contorno cerrado y simple y sea f (Z) una funcion analitica sobre C y en todo punto de su interior,

excepto las singularidades aisladas Z;, Z, ..., Z, . Entonces,
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%if f(z)dz = Res[f(z), z, ]+ Res[f(z), ,]+---Res[f(z), z,]
T C
Que puede escribirse de manera mas compacta como

§ f(z)dz = 27zikzr:I Res[f(z), z,]

C

1 1
Ejemplo: Calcule —§ zsen| — |dz integrada alrededor de |Z|:2.
27 ¢ Z

Ejemplo: Determine §

1
cz(z-1)

dz, donde C esel circulo |Z —1| =6 usando el teorema del residuo.

Sea Z C, (Z -7, )n el desarrollo de f (Z) en serie de Laurent alrededor del punto singular aislado Z, .
f(z)=40,(2-2)) " +C,(2-2)) +C+C(2-25)+C,(2-2,) ++

Definicion: Parte principal
Los términos de la serie de Laurent que contienen exclusivamente potencias negativas de (Z - ZO) se conoce
como parte principal.

Definicion: Polo de orden N
Decimos que una funcién tiene un polo de orden N en Z, si la potencia mas negativa de (Z - ZO) que

aparece en la parte principal de su desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto singular Z, es -N..

Definicion: Singularidad esencial aislada
Decimos que una funcion posee una singularidad esencial aislada en Z, si la parte principal de su desarrollo

en serie de Laurent alrededor del punto singular aislado Z, contiene un nimero infinito de términos distintos
de cero.

- 1 71 1 73 1 75 - - -
Ejemplo: sen| — | = _QZ +§Z —-++ posee una singularidad esencial en Z=0.
Z ! !
1
) -1 -2 3 1 4 . ) _ _
Ejemplo: ﬁ:(z—l) +(Z—1) +§(Z—1) +--- la funcién dada tiene una singularidad
z-1 !

esencial en z =1.

Definicion: Punto singular removible o evitable
Decimos que la funcion f (Z) tiene un punto singular removible (o evitable) en Z, si la singularidad en Z,

se puede eliminar por medio de una definicion adecuada de f (Z) en dicho punto.
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senh z

Ejemplo: La funcion f (Z) = no tiene poloen =0

1
Ejemplo: Funciones multiformes como log z, \/_1 presentan ramas analiticas cuyos modulos se hacen
Z —

infinitos en los puntos singulares Z =0, Z =1 respectivamente. Dichos puntos singulares no son polos, sino
puntos de ramificacion.

Reglas para determinar la existencia de un polo

Regla 1: Sea Z, un punto singular aislado de f (Z) Si existe el limite lim (Z—ZO)N f (Z) y si dicho

77

limite no es cero ni infinito, entonces f (Z) tiene un polo de orden N en z,.

0 n>N

Regla 2: Si el polo f(Z) en Z, esdeorden N | entonces Il’m(z—zo)" f(Z):{ T<N
e 0]

77,

7C0S7
(z—l)(z2 +1)2(z2 +3z+2) '

Ejemplo: Estudie las singularidades de f (Z) =

Calculo de residuos

Para obtener el residuo de una funcion f (Z) en Z = Z, se encuentra el desarrollo de Laurent de f (Z) en

toro a Z = Z, . Enel caso donde Z = Z,, es un polo de orden K se calcula C_, como
. 1 d<t k
C_ =I|m——{ Z—1 f Z}
boon (k-1)Hdz* (2-2,) 1(2)

Si K =1 (polo simple) el resultado est4 dado por ¢_, = lim (Z — Zo) f (Z)

217,

(z——l)(z—+1)2'

z

(22+1)z2

Ejemplo: Determine el residuo de f (Z) =
en todos los polos.

Ejemplo: Determine el residuo de f (Z) =

CIERRE

Estudiar: Integrales reales mediante el calculo de residuos.
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Evaluacién de integrales reales mediante el calculo de residuos.

2z
El método es el mismo para todas las integrales de la forma JO R(Sené?, COSH)dQ. Las funciones R son

cocientes de polinomios de Sené y c0sSE .

La expresion dada se transforma en una integracion de contorno en el plano z , por medio del siguiente cambio
de variables:

z=¢€", dz=¢"ido, de:ﬂi
iz
i0 -io -1 i0 —-io -1
sen9=e —_e =Z—-Z : COS(9=e +e :Z+Z
2i 2i 2 2
T de T c0s26
Ejemplo: Utilizando residuos calcular: a) | = j—, k>1yb) I = I—
k+send 5-4send

0 0

INTEGRALES IMPROPIAS:

[ t0dx [T f)dx; |7 f(x)ax

k -0

2

Ejemplo: Calcular I 2

dx usando el célculo de residuos.
o X" +1

Teorema: Sea f (Z) una funcién con la siguiente propiedad en el semiplano IMZ > 0. Existen tres constantes

k>1, R, y 4 tales que |f(Z] < ﬁ , para todo |Z| > R, en el semiplano considerado. Luego, si C, esel
YA

arco semicircular Re'?, 0< O <7 y R> R, tenemos F!I'm ¢ f(z)dz=0.
—>o©

. P(z

Si tenemos wuna funcion racional lim —( )dZ =0 donde P,Q son polinomios con
R—w QQ(Z)

grado Q—grado P> 2.

Teorema: Sean P(X) y Q(X) dos polinomios de X y supongamos que el grado Q es superior al de P en
dos unidades 0 mas. Supongamos ademas que Q(X) es distinto de cero para todo valor real de X, entonces

+wix) X=2ri P(Z)
| dx=27i) a

en todos los polos del semiplano superior.

- Q(X) res Q
2
+oo X
Ejemplo: Calcular ——dx.
jemp J. —o x4 x%2+1
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Tipo de integrales aplicadas en la transformada de Fourier:

f f(x)cos pxdx J. x)sen pxdx

Donde f(X) es una funcion racional de X y P una constante real.

+» 008(3x) i

Ejemplo: Calcular J:w (X—l)z ")

Teorema: Sea f (Z) una funcion con la siguiente propiedad en el semiplano Imz > 0. Existen tres constantes

es el arco semicircular Re'?, 0< @< 7 y R> Ry, tenemos Iim | f(z)e"dz cuando V>0

R—wdC;

k>0, R, y 4 tales que |f )I_ , para todo |Z| > R, en el semiplano considerado. Entonces, si C,

Lema de Jordan

lim £;e‘”dz:o, v>0, gradoQ-gradoP>1

j+R_X)eiv>< dX+.[ iz)eivzdz _ ZEiZiz)eiVZ

G Q(Z) res Q(Z)

En todos los polos del semiplano superior.

Usando el lema de Jordan

Ij%e“’de:Zﬂi;%em, v>0, Q(x)#0, —<x<w

Grado de Q superior al grado de P al menos en uno.

Considerando €"* = COS(VZ)+ iser(vz) sea para el semiplano superior

+OOP()cosvx +isenvx))dx = 2ri )'VZ
I g costo s isentox=2e13 o

Entonces:

" cos(vx () X =Re| 271 e () senvxﬂ il e'V—Z)
[ el g =Re| 2 5 e x) m2xige” )|
grado Q—grado P >1, Q(x)#0, —oo< X< oo,

CIERRE

Estudiar: Series de Fourier.
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