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TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

;. F
»NO es un teorema unico. “*

»ES un conjunto de teoremas;con variaciones sobre un
mismo tema:

“*Bajo ciertas condiciones, la distribucion de probabilidad de
la suma de un numero grande de variables aleatorias se
aproxima a una distribucidn normal.

»Lo gue veremos aqui son las situaciones que dieron
origen al descubrimiento de este concepto matematico
y las dificultades en su desarrollo.

»Su génesis llevomas de 300 afos, a'través de los cuales
se fueron descubriendo las razones par las que las
distribuciones normales soh tan comunes.
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APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO DE
MATEMATICAS EN INGENIERIA

1.Etapa intuitiva A 0

- A
2.Etapa rigurésa
1 | A

+ (J)3.Etapa post-rigurosa

B




DOS AFLUENTES DEL TEOREMA

3MOS
ditivo

Distribucion de
probabilidad
de los errores

Distribucion de
probabilidad
delasuma 10



DISTRIBUCION DE
PROBABILIDAD DE LOS ERRORES

»¢Como tratar los errores?

» ¢ Como se distribuyen los
errores?

» ¢ CoOmo aproximarse a la
magnitud verdadera?

» ¢ Cconvienen tener varias
mediciones?

» ¢ Toda medicion es buena?

» ¢ Como obtener un solo valor O

representativo? .




TYCHO BRAHE
(1546 - 1601)

*Cada medida tiene un posible error

“*Se puede incrementar la precision si se

hacen varias mediciones.

* i,




GALILEO GALILEI
(1564 - 1642)

Errores de medicion, inevitables
Errores sistematicos

Errores aleatorios:
+» Fluctuaciones al azar

% La incertidumbre es intrinseca a la
magnitud medida

% Se pueden minimizar
% Sé puede determinar el valor mas
probable




GALILEO GALILEI

»1632. Propiedades de |los errores aleatorios:

L)

L)

Existe un unico valor verdaé@lero de la magnitud medida.
Son mas frecuentes los erfrares pequefios que los grandes.

Los errores por defecto son tan frecuentes como los errores
poOr exceso.

La mayoria de las mediciones se agrupan alrededor del
verdadero valor.

0
Un pequeino ajuste en una observacion angular podria

significar una gran variacion en una distancia calculada.
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GALILEO CON LA MEDIANA

» Valor més probable, aquel que minimiza la suma de errores:
n n

fo) =) g=) |x -7l

i=1 i=1
s Corresponde a la mediana de los datos:
Xn+1, Si n impar
20,

G = (x% + x%_ﬂ)
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GALILEO CON LA MEDIANA
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ROGER COTES
(1682 - 1716)

Procedimientos de integracion
numérica, conocidos como
formulas de Newton-Cotes.

Intuyo el método de los minimaos
cuadrados, a partir de la ley de la
palanca de Arguimedes.
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COTES CON LA MEDIA

+ Yalor mds probable, aguel gue minimiza la suma de errores:
n
g() = ) (x— %)
i=1

s Corresponde ¢ la media de los datos:
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COTES CON LA MEDIA

(x;- x)?
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THOMAS SIMPSON
(1710 - 1761)

# Las reglas de integracion numérica
Simpson 1/3 y Simpson 3/8

» El método de Newton — Raphson.

» La media aritmética, mejor opcion
que una unica observacion.

»Supuestos:
Y—a<e<a

 P(g) = P(—¢)



PROPUESTAS DE SIMPSON PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES

1756

: P(Ei) = 0.2 — 04"91' :

1757




PIERRE SIMON LAPLACE
(1749 - 1827)

“Mécaniqgue Celeste”

Matematicas
“* Ecuacion de Laplace
“ Transformada de Laplace
“ Laplaciano

Probablilidad

*Modelos probabilisticos
*Métodos estadisticos y aplicaciones
“*Teoria de errores




PRIMERA PROPUESTA DE LAPLACE PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES

»1774, primera propuesta
< Simétrica
+Mondtona decreciente , sie > 0
Area unitaria (FDP)
+Razdn de cambio proporcional a la funcién probabilidad:
o'(e) =—kole) = oe)= ge‘k”', —00 < £ < 00

» Conocida ahora como disfribuciéon de Laplace o distribucidn

exponencial doble

28



PRIMERA PROPUESTA DE LAPLACE PARA LA

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES
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SEGUNDA PROPUESTA DE LAPLACE PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES

#1777, segunda propuesia
»Simétrica
“»Area unitaria
% Recinfo acotado por error méximo a
“Singularidad infinitfaen e = 0

()—1z(a) <e<0,0<es
w(e) =55 ln (7). a<e<00<e<a

25



SEGUNDA PROPUESTA DE LAPLACE PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES
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PROPUESTA DE DANIEL BERNOULLI PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES
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PROPUESTAS DE LAGRANGE PARA LA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LOS ERRORES
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EL METODO DE
MINIMOS CUADRADOS

» ¢, ES una técnica estadistica?

» Obtener la ecuacion de la curva que mejor ajusta a los
datos en un diagrama de dispersion

29



EL METODO DE LOS MINIMOS
CUADRADOS DE LEGENDRE

»Empezo siendo una técnica para resolver
sistemas de ecuaciones lineales donde el ._
namero de ecuaciones superaba al niumero & =
de incognitas. :

o(e) =7 (1-£)

»Era una técnica geodésica, creada para
apoyar a los astronomos:

» Establecer una Orbita celeste
» Determinar la forma de la Tierra
» Medir el arco del meridiano terrestre

30



LA FORMA DE LA TIERRA

Sil



EL MERIDIANO TERRESTRE
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EL MERIDIANO TERRESTRE

a = x + y sen®\

a = S/a = longitud unitaria de arco

x = longitud unitaria de arco en el ecuador

y = longitud excedente en el polo respecto
al ecuador

* 1 modulo = 12.78 pies

A
Seamento de arco Longitud Diferencia Latitud del
d de arco de latitudes | punto medio
(modulos?) (grados) (grados)
De Dunquerque a Patris 62 462.59 2.18910 49°56°30”
De Paris a Evaux 76 145.74 2.66868 47°30°46”
De Evaux a Carsassone 84 424.55 2.96336 44°41°48”

De Carsassone a Barcelona 52 749.48 1.85266 42°17°20%3



EL MERIDIANO TERRESTRE

+4 funciones lineales con 2 incognitas
28538.02476 = x + 0.5858212y
28533.11000 = x + 0.5438000y
28489.46804 = x + 0.4947050y
28472.29389 = x + 0.4527527y

»MMC: 4x + 2.077078y — 114032.8966 = 0
2.077078x + 1.0886221y — 59219.24971 = 0

»Solucidon: x = 28227.13109, y = 341.3241

=32'778,162 pies =10'000,000 metros

»>Metro: diezmillonésima parte del cuadrante del
meridiano terresire

34



CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777 - 1855)

También descubrid el método de
los minimos cuadrados, con un
enfoque diferente, netamente
probabillista.

Predijo donde y cuando volveria
a aparecer el asteroide Ceres.

Determind la curva de
distribucion de errores, conocida
como campana de Gauss.




LEY DE ERRORES DE GAUSS

#1809, la curva de Gauss
<+ Simétrica
“Mondtona decreciente , sie > 0
Area unitaria (PDF)

+Razdn de cambio proporcional a la magnitud del error y @
su funcién probabilidad:

0'(e) = kep(e) = o(e) = %e"‘zez, —o<e<®

» Conocida como distribuciéon de probabilidad de los errores,
de Gauss.

36



LEY DE ERRORES DE GAUSS

1. Numero suficientemente grande de observaciones
I

2. Haber eliminado todos los errores sistematicos

{EHN DEUTSCHE MARK

37
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“Todo el mundo admite la ley exponencial de errores:
los experimentadores porque piensan que ha sido probada
por los matematicos, y éstos porque creen que ha sido
establecida por observacion”

GABRIEL LIPPMANN

34



ERROR CUADRATICO MEDIO

n
h 2.2 1
) el SN A= —Z &;%
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— 00 0
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DISTRIBUCION DE
PROBABILIDAD DE LAS SUMAS

»¢COmo se comporta una variable aleatoria?

» ¢ Como se distribuye una variable generada a partir de
un mecanismo de tipo aditivo?

» ¢ Como obtener un solo valor representativo?

» ¢ Qué tan dispersos estan los valores de |la variable?

41



BERNOULLI - BINOMIAL

L

42
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ABRAHAM DE MOIVRE
(1667 - 1754)

+ Cuando el nuUmero de ensayos
crece, se dificulta el cdlculo de
probabilidades:

BE=x)i=

(1/2)"

x!(n—x)!

» Pero la grafica de la binomial se
asemeja d und curva suave,

» Habia que enconfrar una
aproximaciéon paran! y, con ellq,
una funcidén que ajustara a esa
forma de curva.




APROXIMACION DE UNA BINOMIAL
MEDIANTE UNA NORMAL

# Distribucién binomial: X~B(n, 0.5)
» Distrioecldh nomrel 20~N (o) 50= nm= 10 (1 r 2 200

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

ﬂ_
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APROXIMACION DE UNA BINOMIAL
MEDIANTE UNA NORMAL

n

+1730: Férmula de Stirling: n! = v2rn (g)
»1733: Para una probabilidad de éxito p = %

n (N (YL )
o ) gl e —-2d?/n
p(2+d) (E-I_d)(z) VZmn
n d
: : (n) (1) \/4 /ﬁe_zuzdu
|lx—-n/2|<d 21 Jo

Pi<k<))= Z (n m 2!—11, ‘zuzdu

»Correccion por con’ran|dc:d

Nl o aa o WY e NE ~ NE o an L | NN




TEOREMA DE MOIVRE - LAPLACE
ensayos de Bernoulli, con probabilidad de éxito p:
X~B(n,p)

i = np y varianza a? = np(1 — p).
X~N(np,np(1 - p))

satisfagan determinadas condiciones.

46



TEOREMA DE MOIVRE - LAPLACE

*1809: Laplace probéd el teorema para cualquier p, ni
demasiado pequena, ni demasiado grande.

»El resultado también resultaba valido para sumas de
variables aleatorias discretas, idénticamente distribuidas,
con media y varianza finitas.

< Aprovechaba la propiedad reproductiva de las distribuciones mds
comunes.

47



BINOMIAL
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GEOMETRICA - BINOMIAL NEGATIVA
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POISSON - POISSON
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EXPONENCIAL - GAMMA

A>0,k>0
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CHI CUADRADA

Densidad de probabilidad Chi Cuadrada

sy =1 -y =2 =y = 4 - =8 =y =16

\
/

SN
- X N
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SINTESIS GAUSS - LAPLACE

»Laplace se dio cuenta de la conexion entre:
“*Su teorema central del limite y
“*La curva de errores de Gauss

»Y formulo la hipotesis de los errores elementales:

*»*Si los errores en la ley de Gauss son agregados de un
ndmero elevado de pequeiios errores, el teorema central
del limite implicaria que estarian aproximadamente

distribuidos como |la curva gaussiana.

o)



LA DISTRIBUCION NORMAL

son generadas por unda enorme cantidad de
variables incontrolables

+Cada posible valor de la variable se puede considerar
como la suma de muchas pequenas causas individuales e
independientes.

pardmetros y cuya ecuacion es:

At

2T

54



DISTRIBUCION LOGNORMAL

de pequenas causas actuando de forma aditiva e
independiente, es razonable pensar que |la variable
aleatoria tiene distribucidn normal.

multiplicativa, mds que aditiva, la normalidad no
estd justificada; ahora es el logaritmo de |la variable
aleatoria el que estd distribuido normalmente.

= X1X2 ...Xn, Iy = ln(X1X2 ...Xn) = lnX1 + In Xz + - In Xn

5)



SUMA DE VARIABLES INDEPENDIENTES
IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS

»Seda X1,X5, ..., X, una sucesidn de variables
aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas con
pardmetros E(X;) = u y Var(X) = o2, Y sea
Sp=X;+ X5+ -+ X,. Enfonces, sineslo
basfcégicﬁ grande, la variable aleatoria

o= o~ tiene aproximadamente la

distribucion normal estandarizada N(0,1)

Laplace

56



SUMA DE VARIABLES INDEPENDIENTES
NO IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS

»Seda X1,X5, ..., X, una sucesidn de variables
aleatorias independientes, con
pardmetros E(X;) = p; Y Var(X) = o;°,
i=12,..,nYseaS,=X;+X;+ -+ X,.
Luegc? bajo cierTc:s. condic}gpﬂ?s .genercules, 4
la variable aleatoria Z,, = N fiene
aproximadamente la distribucion normal

estandarizada N(0,1)

Denis Poisson

S



CONVERGENCIA DE SUCESIONES
DE VARIABLES ALEATORIAS

»Si §,, es una sucesidon de variables aleatorias
independientes, con pardmeftros E (X;) = u;
y Var(X) = g;%, entonces, bajo ciertas
condiciones generales, la variable suma

/3 of es una variable aleatoria que

converge en ley a la distribucion normal
estandarizada N(0,1)

(Lindeberg-Lévy)




MECANISMO DE TIPO ADITIVO

»Sl una variable aleatoria es generada mediante un
mecanismo de tipo aditivo, su distribucion de
probabilidad es normal.

5Y



UN EFLUENTE DEL TEOREMA

Poblacion

Muestra
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Distribucion
muestral de
la media
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DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

tamano n de cualquier poblacidén con media u y
varianza ¢%, cuando n es grande, la distribucién de
la media muestral X se aproxima mucho a la
distribucién normal N (u, a?/n)

61



“SUPERFICIE ACAMPANADA”

AN
©




“DISTRIBUCION NORMAL”

El término distribucion normal se empezo a utilizar con la idea
de enfatizar lo comun que resultaba tal distribucidon en muy
diversas ramas del conocimiento.

Wilhelm Lexis Francis Galton Charles S. Peirce
(1837 —1914) (1822 - 1911) (1837 — 1914)

63



“DISTRIBUCION NORMAL”

»Pero en la literatura francesa, se sigue llamando:

“Ley de Gauss - Laplace”

64



