ANTECEDENTES DE ELECTRICIDAD Y
MAGNETISMO “OPERADOR NABLA".
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OPERADOR NABLA.

El operador NABLA, el cual se escribe 0 , es el operador diferencial del vector. En
coordenadas cartesianas,

0= 9 a,+ 9 a,+ 9 a
ox X o9y Y o9z ¢

Este operador diferencial del vector, también llamado operador gradiente, no es un
vector en si mismo, pero cuando, por ejemplo, opera sobre una funcidén escalar, genera
un vector. Este operador es util para definir:

* Elgradiente de un escalar V, el cual se escribe V.

e Ladivergencia de un vector A, la cual se escribe [J[A

e Elrotacional de un vector A, el cual se escribe [Ix A

» Ellaplaciano de un escalar V, el cual se escribe [1?V,

Para obtener V en términos de p, ¢ y z, se debe recordar que:

p=|x?+y?, tang="Y

X
De ahi que
9 _ cosqai _sery 9.
0x op  p 0@
0 _ 0 cosg 0
= Serwi -
oy op p 0¢

De lo anterior se obtiene L , en coordenadas cilindricas.
0 10 0
O=a_ —+a ——+a_—
Pop Ppop Zoz
De igual forma, para obtener V en términos de términos der, 8 y ¢, usamos
2 2

+
r=x2+y2+22, =" tang=Y
X

z

Para obtener
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i:serﬂcosgoi+ cosfcosp 0 _serp 0
0x or r 6 p dg

i:serﬁserwi+ cosfdsenp 0 cosg 0
oy or r 06 p Odg¢
0 0 sew 0

—=c0sf— -
0z or Jo, 6

De lo anterior se obtiene como resultado que V en coordenadas esféricas

0 10 1 0
+

O=a —+a,-—-+a —
ror froo @ rserdogp

GRADIENTE DE UN VECTOR.

El gradiente de un vector escalar V es un vector que representa tanto la magnitud
como la direccion de la maxima rapidez de incremento espacial de V.

Una expresiéon matemadtica para este gradiente puede obtenerse evaluando la
diferencia en el campo dV entre los puntos P1y P2, donde V1, V2y V3 son contornos en
los que V es constante. Con base en el calculo,

dv —a—vdx+a—vdy+a—vdz
0X oy 0z

ov ov
dav =| — — — d d d
[ax Aoy "oz azjﬁé e SR Zazj
De donde obtenemos

OVa +0Va +6V
ox X o9y Y o9z ¢

O

dVv =G [l = Gcosadl
d—v = Gcosd

dl

Donde dl es el desplazamiento diferencial de P1 a P2 y 6 es el angulo entre G y dl. De

av =Gcosf se deduce que d—\l/es maximo cuando 06=0; esto es, cuando dI esta en la

direccién de G. En consecuencia,

davi _dv
dil,.,  dn
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Donde % es la derivada normal. Asi, la magnitud y direccién de G son las de la

maxima rapidez de cambio de V. Por definicion tenemos que G es el gradiente de V. De
este modo:
gradV =0V =a—vaX +6—Vay +a—vaZ
0X oy 0z
El gradiente de V puede expresarse en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.
De esta forma podemos obtener lo siguiente:
En coordenadas cartesianas:
v =0—Vax +a—vay +a—vaZ
0X oy 0z
En coordenadas cilindricas:
ov 10V ov
O0=—a +-—a +_-a
op P pop ¢ o9z 2
En coordenadas esféricas:
ov 1oV 1 ov
O=-"-a +-——a,+————a
o ' raf ¢ msedop ¢
Basandonos en el calculo, el gradiente se puede aplicar de la siguiente forma:
a) O(V+u)=0Vv+0U
b) 0(vu)=vOu +unv
J D{v} _uov —ZVDU
U )
4 ovl=nv" 1oy
Donde U y V son escalares y n es un entero.

Las propiedades fundamentales del gradiente son las siguientes:

1. La magnitud de Y] equivale ala maxima rapidez de cambio en V por unidad
de distancia.

Y apunta en la direccién de la maxima rapidez de cambio en V.

N

OV en cualquier punto es perpendicular a la superficie constante V que pasa

w

por ese punto.

4. La proyecciéon o componente de [V en la direccién de un vector unitario a es
OV [a y se llama derivada direccional de V alo largo de a. Esta es la rapidez de
cambio de V en la direccién de a.

5. Si A=[V, se dice que V es el potencial escalar de A.
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DIVERGENCIA DE UN VECTOR Y TEOREMA DE LA DIVERGENCIA.

La divergencia de Aen un punto dado P es el flujo hacia afuera por unidad de volumen
amedida que el volumen se contrae alrededor de P.

Por tanto
§ ADS

divA=CO[A= lim S
Av 0 Av

Donde Av es el volumen encerrado por la superficie cerrada S en la que se ubica P.
Fisicamente la divergencia del campo vectorial A en un punto dado puede
considerarse una medida del grado en que ese campo diverge o emana de tal punto.

La divergencia de un campo vectorial en un punto P es positiva cuando el vector
diverge o se aparta de P. Por lo contrario cuando el vector converge hacia el punto P,
tenemos un campo vectorial con divergencia negativa. También podemos obtener un
campo vectorial con divergencia cero hacia un punto P.

fAns

De la definicion div A=0CA= lim S A se puede obtener una expresidon para
Av - 0 Vv

(1CAen coordenadas cartesianas. Supongase que se desea evaluar la divergencia de un
campo vectorial A en el punto P(xo, Yo, Zo); sea que ese punto esté encerrado por un
volumen diferencial, como se muestra en la figural.

z .
N Lado Superior

] dz
Lado Anterior

Lado Derecho

>

Figural.
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La integral de superficie se obtiene de

S Anterior Posterior lzquierdo Derecho superior inf erior

§AEDS=I+I+I+I+I+IJAHB
Un desarrollo tridimensional en series de Taylor DE Ay alrededor de P es:

+(y_y0):% +(Z_20)a(—%(
P P

+termonogieordensuperior

oA
A;((X y.2)= '%((Xo: y0,20)+ (X_ Xo)aiX o
respecto del lado anterior:

_ dx _ .
x-x0+? y dS—dydza)l( Asi,

- dxapy
JACES = dyd{py(xo Yot 20)+26x

+terminosdeordensuperior
Anterior

P
Respecto al lado posterior:

x=xo—d2X y dS=dyd{—aX) Asi,

dxaps(
JALE = 'dyd{ps((xo Yot Z0)_20

+terminosdeordensuperior
Anterior X

P

En consecuencia

0
[ATS + jAEtS:dxdydz& +terminosdeordensuperior
Anterior  Posterior ox P

Siguiendo pasos analogos, obtenemos:

0A
JAOB+ [AOS= dxdydz—y +terminosdeordensuperior
Izquierdo  Derecho oy

Y

G)
[ADS + fAEbS:dxdyd,_& +terminosdeordensuperior
Superior  Inferior 0z,

Considerando las ecuaciones anteriores y sustituyéndola en
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fADS

OB= lim S
Av- 0 Av

Y considerando que Av=dxdydz, obtenemos

fAns
lim S :(aA‘+aA/+aAzj

Av_0 Av ox oy 0z

enP

Puesto que los términos de orden superior tienden a cero conforme Av - 0. En un
sistema cartesiano, asi, la divergencia de A en un punto P(Xo, yo, Zo) esta dada por:

DD&:(M(+6AV+6AZJ
ox ody o0z

Para coordenadas cilindricas la divergencia de A en un punto P, resulta:
" 0.
0 m:ii(pAp).Fiﬁ +aﬁ
p oo p oy 0z
En Coordenadas esféricas:

A=t 0(a)e L0 (aserg)s L%

r2or r serf 96 r serd og

Las siguientes son las propiedades de la divergencia de un campo vectorial:

1. Produce un campo escalar (ya que esta implicado el producto escalar)
2. Ladivergencia de un escalar V, div V, carece de sentido.
3. OfA+B)=0A+0B

4. OvA)=VOA+ADV
Con base en la definicion de la divergencia de A en la ecuacion
fADs

divA=0O[A= lim =2 , cabe esperar que:
Av .0 Av

k& [0S = [, 0 CAdv

Esto se conoce como teorema de la divergencia, o teorema de Gauss-Ostrogradsky.
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El teorema de la divergencia establece que el flujo total hacia afuera de un campo
vectorial A a través de la superficie cerrada S, equivale a la integral de volumen de la
divergencia de A.

“«_n

Para comprobar el teorema de la divergencia, el volumen “v” se subdivide en gran
numero de pequefias celdas. Si la celda de orden “k” tiene un volumen Ov,y esta

circunscrita por la superficie Sk.

) jg, ALK
fsA[tB = ;§SA[CS - ;AVKAVK
Puesto que el flujo hacia afuera de una celda es para algunas celdas vecinas un flujo
hacia adentro, hay anulacién en la superficie interior, de modo que la suma de las
integrales de superficie sobre la de Sk es igual a la integral de superficie sobre la
superficie S. La adopcion del limite del miembro derecho de la ecuacion

~ §S< AS
§SAD'S = Z§SA|1€ = ZTAVK y la incorporacion de la ecuacion
k

k k
§Amos
divA=0O0A= lim S resulta en:
Av -0 Av

[ADE =], 0 Adv

“u__»n

Es decir, el teorema de la divergencia. Este teorema se aplica a todo volumen “v
circunscrito por la superficie cerrada S, siempre que A y [[A sean continuos en la

region.

ROTACIONAL DE UN VECTOR Y TEOREMA DE STOKES.

Se ha definido a la circulaciéon de un campo vectorial A alrededor de una trayectoria

cerrada “L” como la integral ﬁA [dl

El rotacional de A es un vector axial cuya magnitud es la circulacion maxima de A
por unidad de area conforme el area tiende a cero y cuya direccién es la direccion
normal de drea cuando el drea se orienta de tal forma que de ello resulta la circulacion
maxima.
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Esto es:
) | Arr
rotA=0xA=| lim*t—— |a,
£s-0  AS |
Donde el area AS esta circunscrita por la curva L y an es el vector unitario normal a la
superficie AS, el cual se determina aplicando la regla de la mano derecha.

Z
)\l
C
A ¢ ¢
P
dz | T . -
A - = 7
dy
Figura 2.

A fin de obtener una expresién para OxA a partir de la definiciéon

Aldl
< e AL
rotA=[0xA= AIISTO AS r?:X , considérese el area diferencial en el plano “yz”

de la figura 2. La integral de linea, de la definicion, se obtiene de la siguiente forma:

LA =(ap +loc *lea *lda JATI

Se desarrollan entonces las componentes del campo en desarrollo en series de Taylor

alrededor del punto central P(xo, yo, Zo) y se evalua la ecuacion. En el lado ab, dl=dy ay
_dz0A,

y z=z0 -dz/2, de modo que:
Al =d Yoo
7 &%%%)ZWP
En el lado bc, dl=dz a, y y=yo +dy/2, de modo que :

. dy 0A,
J.bf\w = dz{Az(XO’yO’ZO)-FZGy J
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En el lado cd, dl=dy ay y z=z0 +dz/2, de modo que :
dz oA, }

A@r = _d ’ 1
7 {Ay(xo YosZo)* )
En el lado da, dl=dz a, y z=yo -dy/2, de modo que :
Al = _d{AZ(Xoi)’o’Zo)_ }
P

La sustituciéon de las ecuaciones anteriores en

§L Addl = Uab + jbc + ch + jda )A [l y considerando AS=dy dz, resulta que:

Il’mif A@F:aAZ_aA, o (rotA), = _O0A _0A
2s-0dL AS 9y 0z oy 0z

“w__» “u_n9

Las componentes “y” y “x
Asi obtenemos:

(rotA), = _OA_0A

del rotacional de A pueden hallarse de la misma manera,

0z 0Xx

0
(rotA)Z:Ay_aAX

ox oy

La definicién de VX A es independiente del sistema de coordenadas. En coordenadas
cartesianas, el rotacional de A se encuentra facilmente mediante:

aX a, a,
DxA_i i 0 0
ox oy oz
Ao A A
gx;\{%_a‘\y}aﬁ[%_aﬂ {aAy a&}
dy 0z 0z x|’ | ax oy
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En coordenadas cilindricas:

aﬁ pa(ﬂ a,
D X A:l i i i 0
plop Odp o0z
A, PRy, A
xaz| oA AT Toa, on] 1 [olo) oa,
pop o0z |” |0z dp|7p dp By,
En coordenadas esféricas:
a, ra, rsenfa,
OxA= T o 9 0
reserg|or 06 (7
A A, rsendA,
Ox A= 1 G(Av,serﬁ)_aAg ar+1 1 oA _6(rA¢) ag +
rsend 06 09 | r| serd dg or

Las siguientes son las propiedades del rotacional:
1.

El rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial.

}az

1
r

|

o(rA,)
or

_OA
06

2. Elrotacional de un campo escalar V, [xV , carece de sentido.

3. Ox(A+B)=0xA+0xB

4. Ox(AxB)= A[D®B)- B0 mA)+ (BmA)-(Am)B

5. Ox(VA)=VOxA+0OV xA

6. La divergencia del rotacional de un campo vectorial tiende a cero, esto es:
OV xA)=0

7.

Ox0OV =0

El rotacional del gradiente de un campo escalar tiende a cero, esto es,

El significado fisico del rotacional de un campo vectorial proporciona el valor maximo
de la circulacién del campo por unidad de area (o densidad de circulacién) e indica la
direccion a lo largo de la que ocurre este valor maximo. El rotacional de un campo

[11
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vectorial A en un punto P puede considerarse una medida de la circulaciéon o del
grado en que el campo gira alrededor de P.

Asi mismo, de la definicién del rotacional de A , cabe esperar que:
j Al = [o(01x A) @S

Esto se conoce como el teorema de STOKES.

El teorema de Stokes establece que la circulacién de un campo vectorial A alrededor
de una trayectoria (cerrada) L es igual a la integral de superficie del rotacional de A

sobre la superficie abierta S circunscrita por L, siempre que Ay 0% A sean
continuos en S.

LAPLACIANO DE UN ESCALAR.

El laplaciano de un campo escalar V, el cual se escribe V2V, es la divergencia del
gradiente de V.Asi en coordenadas cartesianas, laplaciano

V=DDT]V=D2V=[aaX+aa +aaz}EEaVa Vo +6Vaz}

ox * ay ' oz x X oy Y oz
Esto es,
2
0% = az\z/ax+a\2/ay+az\2/aZ
0x oy 0z

Notese que el laplaciano de un campo escalar es otro campo escalar.
El laplaciano de V en coordenadas cilindricas es:
2 2
|j2V :10( al +iaiv+aiv
pop\" op) p?og? 07°
Y en coordenadas esféricas:

2
EZV:lZa(I'ZaV)"' 21 a\/[serﬂa\/]+ 5 1 aiv
r2or\' or ) r2serg 08 068 ) r?serf@ a¢?

Se dice que un campo escalar V es armoénico en una region dada si su laplaciano tiende
acero en esa region, es decir, si

OA =0

La ecuacién [V =0 se llama ecuacién de LAPACE.
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Como el operador [1? es un operador escalar, también es posible definir el laplaciano
de un vector A . En este contexto [1?A no debe interpretarse como la divergencia del
gradiente de A, lo cual carece de sentido, sino como el gradiente de la divergencia de

A menos el rotacional del rotacional de A .

Es decir:

N2A=0(0A)-0x0x A

Esta ecuacién puede aplicarse al calculo de [J?A en cualquier sistema de coordenadas,
en el sistema cartesiano, y solo en él, la ecuacién N2A= D(D Dﬁ)— OxOx A se

convierte en:

2% _ =2 2 2
O0A=0 A§<ax+D Ayay+D Azaz
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EJERCICIOS.

Gradiente de un escalar.

1.- Halle el gradiente de los siguientes campos escalares.
a) V =€~ %serPxcoshh

b) U = p*zcos2¢p

¢) W =10rserf@cosg

Solucién:
a)

OV = 6V 0V 6V

—a
axX ayy 0z Z

[V =2e~ % cos2xcosh ya +e” Zserﬁxsenhy?, -e~ %serPxcosh ya,

b)

g2, ,lou L ou

——a
6,0 ,0 poQ (ﬂ 0z <
OuJ = 2pzcoquoap -2p0 zserﬁwaw + ,02 cosga.,

. 0W 10w 1 ow
= +- - —a,+ - ——a
o I rof 0 rserdop @
OW = 1Oser?6?cosqaar +105er29cos¢a9 -10serd senqoa¢

2.- dado W =x2y2+xyz calcule Ow y la derivada direccional dW/dl en la direccion

3ax+4ay+12a; en(2,-1,0).

Solucioén.
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oW oW ow
a +—a +—a
ox X oy Y o0z Z

OW = (nyz + yzjax + (szy + xzjay + (xy)aZ

OW =

En (2,-1,0), JW =4a,-8a, -2a,

Por tanto,
diw = DW ﬁl = (4’—8'—Z)M = —ﬁ
dl 13 13

Divergencia de un vector.

1.- Determine la divergencia de estos campos vectoriales.

a) P= x2yzaX +xz,

b) Q= ,oserrpap + p22a¢+ zcosgm.,

21
T= 2 cosé’ar + rserﬁcowae + cos@a¢

Solucion.

a)
DEP:EP +iP +EP
ox X gy Y o0z Z

=92 j 90+ 2
op OX[X ye +6y(0)+az(xy)

OP = 2xyz+ X

b)

D@:;;(mpj+;:¢(Q¢j+:zQz

O@= 1a(p25er¢j +£ip22+i(zcosqo)
pop yoXol7)] 0z

0 [Q = 2senp+ cosg

[15




DETzla(rzT )+ 1 a(T ser9)+ 1 a(Tj
(20r\ 1) rserg90' o rserd dg\ ¢

ar=2t9 (cos®) + a(rser?é’cosqp) + 9 (cos®)
2 or rserg 09 rserd 0¢
O =0+ 1 2rserdcosfcosp+0
rsend

O[T = 2cosfcosy

2.-Si G(r)=10e 2Z(,oalo + aZ) , determine el flujo de G hacia afuera de la superficie

entera del cilindro p=1,0<z<1.

Solucioén.

Si Y es el flujo de G a través de la superficie dada como se muestra en la figura,
entonces:

Z

i

(O}
Vil

N
L

N
¢ s

W=§GDS=Wt+LIJb+WS

Donde th + qu +W_ son los flujos a través de la parte superior, inferior y superficie
curva del cilindro.

Respecto de W z=1 o5 = pdpdga, . Asi
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1

2
W, =jGD:S=j/10 12” 106~ 2,0d,0d¢=10e_2(2ﬂ)%
0
W, =107~ 2
Respecto de qu’ z=0, B= ,od,od(p(— az) . Asi
2 1
Yo =pGIB=1, _ o 157 110e° poadgp=10(2m) -
0
l-I-’b =10
Respecto de W, p =1, &5 = pdzdga,, . Asi
- 22

=[G =1} _ o [57 4106 2 pdzdp=10{1)? (277)—

- _a—2
ll—’b—1077(1 e )

En consecuencia:

W=+, W =107 2 —1077—1077(1—e_ 2) =0
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