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Resumen.

Se presenta una revision didactica del
concepto de carga de polarizacion,
tema correspondiente al curso de
Electricidad y Magnetismo de Ia
Division de Ciencias Basicas que se
dicta en la Facultad de Ingenieria.

Presentacién

Siempre hemos quedado maravillados
cuando observamos la vinculacion
ineludible entre la fisica y las
matematicas y al darnos cuenta que
cuando nos acercamos a la mejor
descripcion de la naturaleza no
podemos distinguir entre una y oftra.
Lamentablemente este es un
sentimiento que no todos comparten.
Sirva pues este trabajo para mostrar un
ejemplo de lo que se menciona,
esperando que pueda motivar a todas
las personas que estén relacionadas
con estas materias a tener el mismo
sentimiento.

Introduccion

Cuando estudiamos fisica pocas veces
recordamos que el conocimiento
adquirido durante nuestra educacion
primaria ha sido fundamental para el
mejor desempeio de nuestra labor
académica. Como ejemplo,
consideremos la siguiente aseveracion
hecha por alguno de nuestros

profesores de educacién primaria y
que utilizaremos en este articulo:

“Recuerden ninos, soélo pueden
sumar manzanas con manzanas O
elefantes con elefantes, pero
jiinuncal!l! manzanas y elefantes,
eso no se puede”

Esto, que pareceria algo sin
importancia se vuelve fundamental
cuando queremos verificar si algo anda
mal en nuestros calculos o para sacar
alguna conclusién fisica sin la
necesidad de desarrollos matematicos
tediosos. Lamentablemente durante
nuestra labor académica hemos notado
que muchos de nosotros no hemos
comprendido ni aprendido a utilizar
esta ensefianza que tan noblemente
nuestros profesores de educacion
basica nos dieron. En este trabajo
mostraremos cémo podemos utilizar
esta ensefanza y el calculo vectorial
en la teoria electromagnética para
obtener las expresiones que permiten
calcular las densidades de carga de
polarizacion.

Matematicas

El calculo vectorial es una herramienta
indispensable para el
electromagnetismo, basta recordar que
es gracias a estas matematicas que




podemos entender y manejar muchos
de nuestros conceptos fisicos. Para el
caso particular que estamos
analizando utilizaremos las siguientes
propiedades vectoriales’:

Sea r un vector de posicion cuya

magnitud  denotaremos  por r,
entonces:
| r
Vi—|=—
donde V es el operador nabla.

Ademas, si / es una funcién escalar y

F' una funcién vectorial , entonces:

V(fF)=fV-F+F-Vf. (2

También, si A es una campo vectorial
y consideramos un volumen V

encerrado por una superficie S.
Entonces, la siguiente igualdad es
cierta:
A-dS=V-Adv.
3
] o

Esta se conoce como el teorema de la
divergencia y relaciona la integral de

superficie del campo vectorial A con la
integral de volumen de su divergencia.

Electromagnetismo y Matematicas
En electromagnetismo se necesita
tener una descripcion macroscopica
del comportamiento de los medios
dieléctricos bajo la influencia de un
campo eléctrico externo en funcion del
comportamiento microscopico
promedio de los constituyentes de la
materia. Suponemos que, en promedio
las caracteristicas dominantes de la
materia que pueden ser de interés para
este proposito son aquellas asociadas
exclusivamente con los momentos
dipolares eléctricos, es decir, en este
estudio partimos de la siguiente
hipotesis®.

En lo que concierne a sus propiedades
eléctricas, la materia eléctricamente

neutra es equivalente a
configuracion de dipolos eléctricos

una

Ahora, para formular esta hipodtesis de
manera cuantitativa definimos una
cantidad vectorial conocida con el
nombre de vector de polarizacion.
Para ello consideremos un elemento

de volumen AV de un medio
dieléctrico que, como un todo, es
eléctricamente neutro. Si el medio esta
en un campo eléctrico externo aquel
estara polarizado, como se muestra en
la figura 1.

Fig. 1

Entonces se ha producido wuna
separacion de cargas positivas vy
negativas y el elemento de volumen se
caracteriza por un momento dipolar
eléctrico dado por la expresion

Aﬁ=z_;z3m : 4)

n
donde me es la suma de los
m=1

momentos dipolares de cada molécula
que se encuentra en el elemento de

volumen AV ®  Ahora, como Ap
depende del tamafno del elemento de
volumen, es mas conveniente definir
una nueva cantidad que sea el
momento dipolar eléctrico de la
ecuacion (4) por unidad de volumen, la

cual se denota por P y debe
definirse como el Ilimite de esta
cantidad a medida que AV se hace
muy pequeno desde el punto de vista
macroscopico. Este vector recibe el
nombre de vector de polarizacion
eléctrica o simplemente polarizacién
del medio, esto es:




B i 2B P
WAy ar ®)
de modo que P se convierte en una
funcion puntual. Ahora, utilizando el
hecho de que el potencial para un
dipolo eléctrico tiene la forma

1 p7 1 p-F

3 b

Vi= (6)

dre, ¥ Admg, r

donde P es el momento dipolar

eléctrico y r indica el punto donde se
quiere calcular el potencial, vamos a
calcular el potencial en un punto
exterior a una porcion finita de material
dieléctrico polarizado, es decir, que

estd caracterizado en cada punto 7'

. . D =/
por una polarizacion P(V) , COMo se
muestra en la figura 2.

A

Fig.2
Entonces, cada elemento de volumen

dV'  del medio dieléctrico se
caracteriza por un momento dipolar:

dp=Pdv’ (7)

Asi, de acuerdo con (6) en el punto 4
se produce un potencial dado por la
ecuacion:

gy o L A (o) 1 P-(F-7)av’
4 4re, |;7_;7’3 Are, |;7’_;7'3

, (8)

donde 7-7# es el vector dirigido hacia

fuera desde 4r’, cuya magnitud esta
dada, en coordenadas cartesianas,
por:

(= (=2 +(r=y) +(z=2),
(9)
por tanto, el potencial total en el punto

A se obtiene sumando las
contribuciones de todas las partes del
dieléctrico, es decir, integrando Ia
relacion (8), esto es:

1 jf’(F')-(F—F’)dV’

3
— —
77

|7 -7

V. o=
! 47,

. (10)

V

Ahora vamos a darle otra forma al

integrando de la ecuacion (10).
Utilizando la relacion vectorial (1),
obtenemos:

(11)

1 ;7
, —
V - -/ - — _.,3
‘I/'—I”‘ ‘r—r !

aqui la prima indica derivacion con
respecto a las coordenadas primadas.
Con esta relacion el integrando de la
ecuacion (10) toma la forma :

P-(F-7) 5 [ 1
(=

Ahora, utilizamos la identidad vectorial

‘—» —/

r—r

1 .
(2), con f "—;_I—;r y F=P para
obtener
P-v{ ! j:V'-[ P j— ! V' P,
|7 -7 P -7 ) |F-F
(13)

sustituyendo (13) en (12) y después el
resultado en (10) obtenemos:

1 P 1 B,
- r. _ ,'P ’
£ 47zgoj{v (|;7—17'|) |F—F’V }dV’

Vv

distribuyendo y aplicando el teorema
de la divergencia, ecuacion (3), a la
primera integral tendremos que:




(14)

De manzanas y Elefantes

Pues bien, es tiempo de utilizar lo que
mencionamos en la introduccion, es
decir, lo que aprendimos de nuestros
profesores de educacién basica.
Obsérvese cuidadosamente la relacion
(14), del lado izquierdo de la igualdad
tenemos una cantidad que se mide en
volts, digamos elefantes; por tanto del
lado derecho de Ila igualdad Ilos
términos que se suman deben tener
como unidades elefantes, es decir,
volts. Entonces para que esto suceda

la cantidad P-7 da’ del primer término
del lado derecho debe tener unidades

de <carga, igual que Ila cantidad
—V'-PdV' del segundo término. Asi
podremos sumar elefantes con

elefantes, para que el resultado sea
elefantes. Como esto se escucha
extraio y poco profesional digamoslo
nuevamente: debemos sumar volts
con volts para obtener como
resultado volts y asi nuestra igualdad
sera correcta. Esto se puede expresar

matematicamente de Ila siguiente
forma:
dg = .
=P-n,
da’ (14)
dq ~
=-V'.P.
dq dq

La expresiones @ y gy, hos

indican la cantidad de carga por unidad
de superficie y de volumen en el
dieléctrico, el cual esta polarizado por
estar en un campo eléctrico. Por tanto,
el nombre comun que reciben estas
cantidades son: densidad superficial
de carga de polarizacion o, vy
densidad volumétrica de carga de
polarizacion p, y donde 7 es un vector
unitario perpendicular a la superficie
da'. o, es la carga por unidad de

superficie que se forma a partir de los
extremos del dipolo con igual
orientacion, de modo que crea una
densidad de carga en cada superficie.
ppdV’ representa el exceso de carga o
la carga neta del elemento de volumen
dV’. De todo esto podemos concluir
que la carga de polarizacion total de un
cuerpo dieléctrico es:

QP ZI(—V"ﬁ)dV’+§F-ﬁda’, (16)
V S

y debe ser igual a cero ya que nuestra
premisa fue que el dieléctrico, como un
todo, era eléctricamente neutro.

Conclusiones

Utiizando  conceptos de  teoria
electromagnética hemos tratado de
poner en evidencia la estrecha
vinculacion entre matematicas vy fisica,
mostrando también que los
conocimientos previamente aprendidos
en los primeros cursos de educacion
basica pueden resultar de gran utilidad
si queremos entender conceptos mas
complicados. Con estas
consideraciones hemos presentado
una revision sobre el calculo de las
densidades de polarizacion para un
medio dieléctrico en presencia de un
campo eléctrico externo.
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MOMENTO ANGULAR DEL ELECTRON
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El momento angular es una
magnitud muy importante en todas
las teorias fisicas, que abarcan
desde la mecanica clasica hasta la
mecanica cuantica.

En mecanica newtoniana, el

momento angular (L) de wuna
particula, es igual al producto
vectorial del vector de posicion r, en
relacion con la recta considerada
como eje de rotacion, por la cantidad
de movimiento p (también llamado

momento lineal o simplemente
momento),

—

L=rxp=rxmy

En ausencia de momentos de
fuerzas externas, el momento
angular de un conjunto de particulas,
de objetos o de cuerpos rigidos se
conserva. Esto es valido tanto para
particulas subatdmicas como para
galaxias.

En el dibujo que aparece a
continuacion se muestra una
particula de masa m que se
desplaza a una velocidad v . El
momento angular de esta particula,
con respecto a la recta perpendicular
al plano que contiene a  y v, es,
como ya se indico:
L=rxmy

El vectorZes perpendicular al plano
que contiene a r y v y, por lo tanto,
es paralelo a la recta considerada
como eje de rotacidon (en este caso,

el vector momento angular se dirige
hacia el lector). Su médulo es:

L=mrvsenl = prsen6 = pl

Eie de rotacion

Es decir, el médulo del momento
angular es igual al momento lineal
multiplicado por la distancia mas
corta entre el eje de rotacion y la
recta que contiene la velocidad de la
particula.

Si se deriva el momento angular con
respecto al tiempo,

I drxp) . dr - dp
Oc%: (;itp):(dep)+(Fxc;;)

La expresion dentro del primer

paréntesis vale cero, ya que la

derivada de r con respecto al tiempo

es la velocidad v, la cual es paralela

a la cantidad de movimiento p. Por

lo tanto:

dL _ P d(m)
dt dt dt
Es decir, la derivada temporal del

momento angular es igual al torque
(t) aplicado a la particula.

=rxma=rxF=t

La expresion anterior se puede
generalizar al considerar torques
producidos por fuerzas internas
(entre particulas) 'y  torques
producidos por fuerzas externas,

—

dl _ <7
s




Sin embargo, en el caso de fuerzas
internas, los torques producidos por
cada una de las fuerzas sobre las
particulas son iguales y de signos
contrarios, de tal manera que su
suma se anula. Si aunado a esta
condicibn no  existen fuerzas
externas, se tiene que,

dL _p

E_O
Que significa que en ausencia de
fuerzas externas, el momento
angular de un conjunto de particulas
es constante; es decir, el momento
angular se conserva.
En el dibujo que se muestra a
continuacion, una particula de masa
m gira, sostenida por un hilo de
masa despreciable, y que pasa por
un pequefno tubo. En ausencia de
fuerzas de friccibn vy efectos
gravitatorios, el momento angular de
la particula se conserva, al jalar el
hilo a través del tubito. Esto se
explica a través de la igualdad
siguiente:

mv1 1’1 =mv2 7”2

de donde, v, =v, (:1} Ya que al jalar
2

el hilo el radio de giro disminuye,

r
1

r
2
electrones en el atomo, implica que
los electrones mas internos giran a
mayor velocidad que los mas

externos).

> 1y v,>v, (esto aplicado a los

p— -
- -~

~

-
~~a -

Continuando con el estudio del
atomo, el tratamiento que sigue hace
intervenir el momento angular del
electrén en las relaciones
energéticas que se obtienen cuando
un electrén brinca de una capa mas
externa a una mas interna. Para
simplificar se considerara el atomo
de hidrégeno.

Cuando un electron realiza el brinco
cuantico anterior, se emite un foton
cuya energia es:

hf:h[z]:Ee _E, =AE

donde E. es la energia del electron
en la capa externa, y E,, es la
energia del electron en la capa
interna. Al despejar /11 e igualar a la

ecuacion de Balmer, se tiene,

1
:AE:R(I_nIZ)

1 hc 22
sin embargo, ya que el electron en
cada capa posee energia cinética y
potencial electrostatica,

1

AE:2m(ve2 —v? )—keZL ! ]]

e T

2
De la expresion L=mvr, v’ = L :
m2r2

la expresion

que sustituida en
anterior da,
L? L?
AE="1 e ge? [1—1], 0
2l m2r2 22 r, r.

sea,

NE= 1
2m

L2 _Lf]_kez{l_l}... (1)

]/'2 ]/2 Ve v
e i

Por otra parte, para que el electron
se mantenga girando en su Orbita,
se debe cumplir:

ke? _mv? - a5 decir, r= k¢’
72 r my2




Al introducir el valor de L en esta
expresion se tiene que,

- ke? _ mke?r?
12 } L2
m
2 2
m r
y al despejar nuevamente r se
obtiene,
N
=
mke?

de tal manera que la expresion (1)
se puede escribir como:

L2 L2
AE=_1_ e —ke?| L 1 2
2m| L? Lo {Lg L7 |k
m?klet m2k2e4

= mk2e {1 I }_mkze{ 11 ]

> nw e
Finalmente,
AE:mkze‘f{l_Jl,
2 L2 L2
por lo tanto,
=" | L RO

Para que los dos ultimos términos
fueran iguales, Bohr genialmente
consideré que el momento angular
del electron deberia expresarse
como,
_nh
L=2r
donde n es un entero positivo. Esta
igualdad implica intrinsecamente
que el momento angular del electrén
esta cuantizado (n es el numero de

capa u Orbita donde se encuentra el
electrén).

De esta manera, la constante de
Rydberg se expresa como:

R = 2m’mk?e?
ch’
Si se sustituyen los valores de las
constantes en la expresion anterior,
se obtiene el valor experimental
conocido de Ila constante de
Rydberg (1.09737x10” [m™).

Hay muchos fenébmenos en los
cuales la conservacion del momento
angular se verifica. A continuacion
se citan dos de ellos.

1.- Cuando una patinadora gira,
extendiendo los brazos, su rapidez
de rotacion disminuye. Si cruza los
brazos sobre su pecho, incrementa
Su rapidez.

2.- Algunas estrellas se contraen
convirtiéndose en estrellas de
neutrones (pulsares). Su diametro
disminuye hasta algunos kildbmetros,
y su velocidad de rotacion aumenta
enormemente. Se han detectado
pulsares con periodos de rotacion de
tan so6lo algunos milisegundos.
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No hay caso,

pasan los afios y siempre se llega la misma conclusion,

se educa con el ejemplo
Andnimo




EDITORIAL

Se acerca el fin de un semestre mas y con ello la alegria de haber concluido
satisfactoriamente nuestros deberes académicos o la tristeza de no haber logrado
nuestras metas; sin embargo, no cabe duda que para la gran mayoria de los
alumnos, profesores y empleados de esta nuestra DCB, es reconfortante el
periodo vacacional diciembre-enero, ya que nos permite recargar las baterias para
el alo que se aproxima y empezar con energias renovadas el semestre 2008-2;
por ello, los que colaboramos en la publicaciéon del boletin NATURALIS, les

deseamos unas felices fiestas decembrinas y un afio 2008 lleno de éxitos.
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