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El estudio de las matematicas y en particular del calculo es y ha sido desde siempre, fundamental en la
formacion del ingeniero, no solamente por las habilidades matematicas que permiten al estudiante desarrollar
proyectos de ingenieria, sino por la solida formacion de la capacidad de razonamiento y abstraccion. Esta
caracteristica peculiar de las matematicas hace de ellas una disciplina dificil de cultivar. No todos tenemos la
capacidad de abstraccion suficiente para lograr comprender algunos conceptos o visualizar mentalmente
comportamientos hasta cierto punto complejos; es por esto que las calculadoras o los programas de calculo
simbdlico como Maple V, pueden ser de gran utilidad en el proceso ensefianza-aprendizaje de estas
asignaturas.

Aunado a lo anterior, los métodos de solucién de problemas en varios de los campos de las matematicas
suelen ser variados tanto en su desarrollo como en su grado de dificultad, por lo que no es posible dominarlos
en muy poco tiempo. Asi, tradicionalmente muchos profesores ponen especial énfasis en sus cursos en
intentar lograr el dominio de las técnicas por parte de sus alumnos, lo cual puede ser importante, pero limita
el tiempo disponible para desarrollar en ellos otras habilidades tales como el planteamiento y analisis de los
problemas asi como el analisis de los resultados obtenidos y las conclusiones y decisiones a tomar con base
en tales resultados.

Consideramos que es muy importante, fundamental, como parte de esa formacion integral de los alumnos
para tener éxito en el desempefio profesional, ensefiarlos a aprovechar la tecnologia actual, tanto para
ayudar a la comprension como para generar resultados con rapidez y precision. Nos estamos refiriendo al
uso tanto de calculadoras (programables, graficadoras, etc.) que tenga a su alcance, como a equipo de
cdmputo y programas desarrollados con fines especificos, de manera que su formacién esté actualizada y
gue desarrolle al mismo tiempo, la capacidad de actualizarse en todos lo sentidos. Esta actualizacion, desde
luego, implica que aun los objetivos de nuestras asignaturas sean un tanto dinamicos, para que no sélo
permitan incorporar constantemente estos aprendizajes, sino que los fomenten.

Actualmente por ejemplo, consideramos que algunos de los objetivos que podemos leer en los temarios de
ciertas de nuestras asignaturas, pueden ser facilmente rebasados con el uso de algunas calculadoras con
que ya algunos de los alumnos cuentan, como pueden ser la HP49G, algunas Casio, o0 Texas Instruments en
las que ademas de los programas de que disponen ya desde su fabricacion, es posible instalarles programas
tan sencillos como DERIVE, que les permiten realizar por lo menos un analisis basico de funciones, como
puede ser su gréfica, raices, y en el peor de los casos, aproximaciones de maximos o minimos relativos. Tal
es el caso del objetivo del tema | de la asignatura Célculo Il que a la letra dice: “El alumno sera capaz de
identificar los maximos y los minimos de funciones de dos 0 mas variables y los relacionara con algunos
conceptos elementales de la optimacion en la solucion de problemas de ingenieria, con lo cual empezara a
comprender la importancia de la optimacion en el ejercicio profesional’. Este objetivo puede alcanzarse con
mayor facilidad al utilizar calculadoras programables o bien programas tales como Maple V, Mathematica o
Matlab entre otros. Con el uso de Maple V, la operatividad en los problemas de maximos y minimos se
reduce considerablemente; de manera que es posible darle un mayor énfasis a la formulaciéon y al analisis e
interpretacion de los resultados. Asimismo, el uso de las computadoras con los programas de matematicas
adecuados puede proporcionar una alternativa didactica al explicar la metodologia o procedimiento a
desarrollar.
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Considérese por ejemplo la condicién para encontrar puntos criticos de una funcién de dos variables independientes
z= f (X,y),lacuales [I f =0.Estacondicion se puede ilustrar con facilidad utilizando Maple V trazando las

curvas de nivel y asociandolas con la gréafica de la funcion, mostrar diversos vectores gradientes (lo cual constituye
un campo vectorial) que permiten precisar el comportamiento de dicha funcion, asi como visualizar facilmente
resultados importantes tales como la ortogonalidad del gradiante con la curva de nivel [Figuras 1 a 4].

No negamos, desde luego, la importancia tan grande que tienen el proceso de abstraccion y asimilacion de
conceptos, la comprension y conocimiento de las técnicas de solucion de problemas, y por tanto la capacidad
de realizarlos de forma manual. Lo que proponemos, por el contrario, es hacer esos aprendizajes mas
eficientes apoyandonos en la tecnologia como lo comentamos antes. Por ello, retomando el tema | de la
asignatura Calculo Ill, proponemos que después de deducir y realizar ejemplos sencillos que ilustren la
metodologia que se debe seguir para encontrar los puntos criticos de la funcion y determinar su naturaleza,
se pueden realizar ejemplos mas complicados utilizando calculadoras o computadoras en los cuales el alumno
pueda repasar la metodologia, y al mismo tiempo observar diversas aplicaciones de los conceptos que esta
aprendiendo. Estos apoyos permiten mostrar diversas posibilidades de aplicacién o variaciones del método
que han aprendido.

La complejidad de las funciones presentadas, cuando se apoya la solucién en las mas modernas herramientas
disponibles, ya no es importante, lo que permite analizar situaciones que estén mas apegadas a la realidad,
o bien, analizar el comportamiento bajo distintas variaciones en la funcion. Por otro lado, una vez estudiada
la metodologia para las funciones de dos variables, la generalizacién a tres 0 mas variables puede hacerse
por asociacion, con la ventaja de que sera la computadora o la calculadora la que realice las operaciones
adicionales que implican el estudiar funciones de mas variables. De esta forma el problema de una funcién
de cuatro variables, en la que se requieren cuatro derivadas parciales para obtener el gradiente y la resolucion
de un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, generalmente no lineal, para determinar los
puntos criticos, con la computadora puede ser resuelto en segundos. Evidentemente el alumno no debe
perder el conocimiento algebraico para llegar a la solucioén por si solo, pero resolver en clase o de tarea un
sistema asi no contribuye practicamente en nada al objetivo que se persigue en la asignatura.

Andlisis de la funcion f (x,y) :(X2 .|.3y2)(;_.1—x2—y2

Figura 1. Figura 2.
Grafica de la funcion Curvas de nivel.
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Figura 3. Figura 4.
Curvas de nivel y direccion de los gradientes. Curvas de nivel y gradientes a escala real.

2
ey =~

El método de los multiplicadores de Lagrange también puede ilustrarse con una computadora o una calculadora
gue trace graficas, y después de estudiarlo el anclarlo con el método para los maximos y minimos libres
resulta bastante sencillo e inclusive permitiria una interpretacion de los multiplicadores de Lagrange.

En el apéndice se muestra un programa en Maple V para obtener los puntos criticos de una funcién de dos
variables, lo Unico que debe hacerse es introducir la funcién y el programa calcula las derivadas parciales,
resuelve el sistema de ecuaciones, elimina las raices complejas, obtiene el hessiano y lo valGa en los puntos
criticos y finalmente determina la naturaleza de los puntos criticos, clasificandolos en maximos, minimos o
puntos silla. Los resultados mas significativos son los siguientes:

La funcién es:

2 2
1-x"-
f::(x2+3y2)e( y')
Las derivadas parciales son:
2 2 2 2
0 1-x"- 1-x"-
fx ::—f=2xe( Y )—2(x2+3y2)xe( y')
X
2 2 2 2
0 1-x"- 1-x" -
fy;:ayf:Gye( y )—2(x2+3y2)ye( y")
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Los puntos criticos son:

P1:=[0,1] P2:=[1,0] P3:5[-1,0] P4:=[0,0] P5:=[0, 1]

La matriz hessiana, valuada en los puntos criticos es:

4 e0 0 4 eo 0
H1:= H2 :=
0 -12.eY 0o 4¢
4, eO 0 Ee 0 E
H3:= H4 =
0 0 ©6e
0 4.e
4. eO 0
H5:=
0o -12.&°

Y los resultados son:

Punto, [0, -1., 3.], Naturalezg"Maximo relativo"
Punto, [1., 0, 1.], Naturaleza"Punto silla"
Punto, [-1., 0, 1.], Naturalezg"Punto silla"

Punta [0, O, 0], Naturaleza"Minimo relativo”

Puntg [0, 1., 3.], Naturalezga"Maximo relativo"

Otro punto a favor del uso de las herramientas mencionadas es el tiempo de solucién. Para un problema del
tipo del presentado antes es mucho menor, lo que permite concentrarse ahora en la formulacién o planteamiento
de la funcion, asi como realizar un analisis de sensibilidad de dicha funcién, esto es, analizar el comportamiento
de los maximos y minimos a variaciones en los coeficientes de la funcién original.

Un ejemplo interesante puede ser el del calculo de la distancia entre dos curvas planas.

Considérense los cursos de dos rios en cierta regién, los cuales se pueden representar por parabolas de

ecuaciones y= X2y y:—x2 +6Xx—8, Se desea construir un canal rectilineo que una dichos rios.
Determinar la longitud minima para el canal, asi como las coordenadas de los puntos en cada rio.

Este problema debe resolverse con multiplicadores de Lagrange, pero la formulacion lleva a un sistema de

seis ecuaciones con seis incognitas; sin embargo, la solucién con Maple V, es relativamente sencilla, y se
puede interpretar la solucion proporcionada por el programa.

12



La Ensefianza de las Matemadticas para Ingenieros

La gréfica de las parabolas es:

Planteando como funcion objetivo al cuadrado de la distancia,
: _ 2 2
FO. min D=( xo-x ) +( YoV, )
— 2_
s.a gl( X1:y1)_ yl-Xl_O

g, ( X2,Y, ):'Xg +6Xz'y2'8:0

donde ( x; ,yl) son las coordenadas del punto donde se construye el canal sobre el rio descrito por

y=x>y ( % Yo ) las coordenadas para el rio descrito por y=-x*+6Xx-8

La ecuacion de Lagrange queda

L=( xe=x Y+ ( Yo ¥y Y+ A ( Y% )+ A2 (=38 +6x.-Y,-8)
De donde, al utilizar Maple V se obtiene:

b6

1
yE:—4—6 +1,x2:—56 +3,y1:4—6 ,x1:§5

y la distancia es
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Es decir, la distancia es aproximadamente 1.350169 unidades.

La gréfica que representa esta situacion, también generada por MAPLE V es la siguiente:

En la misma asignatura, pero en el tema Il (Funciones Vectoriales), los conceptos de curvatura y torsién de
una funcién vectorial de variable escalar, asi como la divergencia y el rotacional de un campo vectorial
también puede ilustrarse con mayor facilidad, en eltemallll, (Integrales de linea) la interpretacién de trabajo
de un campo de fuerzas puede realizarse con facilidad al dibujar el campo vectorial de fuerzas y la trayectoria
de la particula, con lo cual es posible, en ejemplos sencillos, que el alumno identifique e interprete si el
resultado debe ser positivo o0 negativo. En el tema IV, Integrales mdltiples, las regiones de integracion pueden
visualizarse con mayor facilidad a través de Maple V, y la realizacion de las integrales puede hacerse de
forma practicamente automatica.

Hasta el momento hemos mostrado Unicamente algunos ejemplos con relacién a la posible aplicacion de
MAPLE V, del cual no es facil disponer en un salén de clases normal, sin embargo, las calculadoras pueden
también ser aprovechadas. Una calculadora HP49G cuyo costo en el mercado se esta reduciendo, es capaz
de hacer céalculos un tanto complejos con una simple instruccién. Con esta calculadora es factible calcular
analiticamente la derivada de una funcién real de variable real con la misma facilidad que obtener la matriz
Hessiana de una funcion real de variable vectorial.

Considérese por ejemplo la funcion f(x,y) = x?y2. Introduciendo a la calculadora la instruccion
HESS(x?y?, [x,y]), automaticamente proporciona tanto la matriz Hessiana como el vector gradiente.
Solamente es necesario evaluar los resultados en el punto de interés.

| ) [y

i H L2 % s b T
CRET [ VIEH | ECHG [ etEF [DRera] ThifG

i 1] il
HP 495 " |_
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Como se puede ver, esto no representa para el alumno ningun reto adicional, ni requiere ningln conocimiento
de célculo.

Si pensamos en una funcion real de variable real, considérese ahora el problema de determinar el valor de la
integral

J’_ Ze‘xzdx

la cual sabemos que se puede resolver de manera analitica utilizando un cambio a coordenadas polares. En
la calculadora, basta con saber introducir la expresién para obtener de manera casi inmediata el resultado
correcto de la integral.

[ () Jaeairats

HUHEZ

Expl-%"" lax
Lo
1. 77245355831

Wi GRAPH 2030 TELSET  TABLE

(ol ol ol ol il o)

Asi como estos sencillos ejemplos, se puede mostrar que el potencial de este tipo de calculadoras es mucho
mas amplio de lo que hemos mencionado. Es capaz de derivar implicitamente, calcular integrales con limites
infinitos, integrales con limites variables, calcular Transformadas de Fourier, etc., aunque las funciones
utilizadas aqui son sencillas, con el fin de mostrar facilmente las pantallas de salida.

Sin embargo, lo que estos aparatos no pueden hacer es verificar la congruencia de los resultados. No son
capaces de analizar los puntos de discontinuidad de una funcién (aunque apoyan, mediante la construccion
de la gréfica, y tal vez en funciones de varias variables la construccion de las curvas de nivel), ni identificar el
tipo de metodologia que se debe utilizar para resolver un problema especifico. Estos problemas, asi como la
obtencion de conclusiones y la toma de decisiones corresponde resolverlos al usuario (en este caso el
alumno), lo cual requiere un conocimiento profundo de los conceptos involucrados.

Ahora, si pensamos en el problema de la evaluacién del aprendizaje de los alumnos e intentamos basarlo,
aln cuando sélo sea parcialmente, en examenes que tienen como objetivo la solucion de una serie de
ejercicios, es claro que no seria representativo para un alumno que disponga de una calculadora de este
estilo, y también nos parece claro que el limitar su uso es equivalente a limitar su aprendizaje, desmotivarlo
para la utilizacién de tales herramientas, y por tanto ponerlo en desventaja con profesionistas egresados de
otras instituciones.

En conclusion, consideramos que antes que resultar nociva la utilizacion de calculadoras y programas de

computo actualizados, puede favorecer la consecucion de una formacién mas solida si va de la mano con
objetivos y técnicas de ensefianza acordes con estas tecnologias, asi como con las necesidades del mundo real.
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Apéndice

Maximos y Minimos

Aucxiliar en la obtencion de Maximos y minimos de funciones de dos variables
A. Leonardo Bafiuelos S.

I. Patricia Aguilar Juarez

( Se activan las librerias necesarias)

> with(plots):with(linalg):

Debe introducir la funcién. Por ejemplo: f 1= x"2+y"2;

> f:=(x"2+3*y"2)*exp(1-x"2-y"2);

Las primeras derivadas parciales son:

> fx:=Diff('f',x)=diff(f,x);

> fy:=Diff('f",y)=diff(f,y);

El sistema que debe resolverse es:fx;

> ecl:=rhs(fx)=0;

> ec2:=rhs(fy)=0;

La solucion del sistema es:

> sols:=evalf(solve({ecl,ec2} {x,y});

El nimero de soluciones encontradas para el sistema es:
>num_t:=nops({sols});

puesto que solamente interesan las soluciones reales se tiene:

>forifrom 1 by 1tonum_t do if (type(rhs(sols[i][1]), realcons) and type(rhs(sols[i][2]), realcons))=true then
sols_r.i:={lhs(sols[i][1])=rhs(sols[i][1]),Ihs(sols[i][2])=rhs(sols[i][2])} else sols_r.i:="compleja" fi od:
> sols2:=seq(sols_r.i,i=1..num_t);

> s0ls3:= ({sols2} minus {"compleja"});

> num_r:=nops(sols3);

> for i from 1to num_rdo if lhs(sols3[i][1])=x then x.i:=rhs(sols3[i][1]); y.i:=rhs(sols3[i][2]) else y.i:=rhs(sols3[i][1]);
x.i:=rhs(sols3[i][2]) fi od;

Los puntos criticos son:

> forifrom 1 to num_r do P.i:=[ (x.i,y.i)] od;

Las segundas derivadas parciales son:

> fxx:=Diff(f,x,X)=simplify(diff(f,x,X));

> fyy:=Diff(f,y,y)=simplify(diff(f,y,y));

> fxy:=Diff(f,x,y)=simplify(diff(f,x,y));

La matriz hessiana es:

> H:=hessian(f,[x,y]);

Y valuando la matriz hessiana en cada uno de los puntos criticos se tiene:
> for i from 1 to num_r do H.i:=subs(x=x.i,y=y.i,evalm(H)) od;

Y los valores caracteristicos de las matrices hessianas son:

> for i from 1 to num_r do lambda.i.1:=simplify(eigenvalues(H.i)[1]);lambda.i.2:=simplify(eigenvalues(H.i)[2])
od;

Por lo que la naturaleza de los puntos es:
>forifrom1to num_r do if (evalf(lambda.i.1)>0 and evalf (lambda.i.2) > 0) then nat.i:="Minimo relativo" elif
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(evalf (lambda.i.1)<0 and evalf(lambda.i.2)<0) then nat.i:="Maximo relativo" elif (( evalf (lambda.i.1)<0 and
evalf(lambda.i.2)>0) or (evalf(lambda.i.1)>0 and evalf(lambda.i.2)<0)) then nat.i;="Punto silla" else
nat.i:="El criterio no decide" fi od;

> for i from 1 to num_r do 'Punto ',[x.i,y.i,simplify(subs(x=x.i,y=y.i,f)) ], Naturaleza ', nat.i od;
La gréfica de la funcion es:
> plot3d(f,x=-2..2,y=-2.. 2,axes=normal);>

—_— O —_—
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