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Capitulo 1

Solucion de Sistemas de Ecuaciones
Lineales

1.1. Arreglos y Matrices

1.1.1. Definiciones

Una matriz A de n X m es un arreglo rectangular de nm elementos distribuidos en un orden de n renglones
y m columnas como se muestra a continuacién:

aix a2 @13 ... Qaim
a21 a2 a23 ... d2m

A= . . . . (1.1)
an1 an2 anp3 oo OQpm

A un conjunto de elementos horizontal se le conoce como renglén y a uno vertical, columna. El primer
subindice designa el nimero de renglén y el segundo, el niimero de columna. El elemento a1 se localiza en
la esquina superior izquierda de A. La matriz A tiene n filas y m columnas, por lo tanto, se dice que es de
dimensidn (n x m).

Las matrices con dimensiéon de uno en filas, n = 1, son wvectores renglén y el primer subindice se puede

eliminar:
b=[b1 by by ... by | (1.2)

y cuando la dimensién de columnas es uno, m = 1, se les llama vectores columna y el segundo subindice se
puede eliminar:

c=| . (1.3)

Al conjunto de elementos a;; (subindice igual) de una matriz se le conoce como diagonal principal.

Las matrices cuadradas (n = m) son particularmente importantes en la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales. Para tales sistemas, el ntiimero de ecuaciones (que corresponde al nimero de filas) y el nimero
de incdgnitas (que corresponde al nimero de columnas) tienen que ser iguales para que exista una posible
solucién unica.
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Definicién 1.1 (Transpuesta) Sea A = [a;;] una matriz de (n x m), entonces la transpuesta de A, AT,
es la matriz de (m x n) obtenida intercambiando los renglones por las columnas de A, es decir, AT = [a;;].

En otras palabras, si

air a2 A1m
ag1  G22 a2m
A= . , (1.4)
Gpl Qan2 Qpm
entonces
a1l az1 Gn1
ai2 Qa2 ccc Gp2
A" = . . ) . (1.5)
A1m  A2m " Onm
Por ejemplo, obtener la transpuesta de la siguiente matriz:
1 2 3 1 -7 4
A=| -7 5 2 = AT=12 5 0
4 0 8 3 2 8
Algunas propiedades
Propiedad 1. (A")" = A
Propiedad 2. (AB)” = B"A”"
Propiedad 3. (A +B)" = A" + B”
Propiedad 4. Si det (A) # 0, entonces (A7)~ = (A~1)7.
1.1.2. Matrices Cuadradas: Tipos especiales
= Una matriz simétrica es aquella en que a;; = a;; para todo ¢ y j, es decir, A” = A.
5 1 2
A=|1 3 7 (1.6)
2 7 8

es una matriz simétrica de orden (3 x 3).

= Una matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la diagonal principal son iguales

a cero.

aill 0 0
A= 0 ang 0 (17)

0 0 ass
= Una matriz identidad es una matriz diagonal donde todos los elementos de la diagonal principal son

iguales a 1
1
1

I= 1 (1.8)
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= Una matriz triangular superior es una donde todos los elementos abajo de la diagonal principal son
iguales a cero
a1 a2 413 a4

a22 A2 a24

U= s (1.9)
a3z as4
a44

= Una matriz triangular inferior es una donde todos los elementos arriba de la diagonal principal son
iguales a cero.

L= | %2 92 (1.10)
aszy asz a3z

41 A42 A43 Q44

1.1.3. Operaciones con matrices

La adicion algebraica de matrices se lleva acabo elemento a elemento y es conmutativa:
Cl‘j = aij + bij = bij + aij (111)

y asociativas:
aij + (Cl‘j + bij) = (aij + Cij) + bij (112)
La multiplicacién de una matriz A por un escalar « se obtiene multiplicando cada elemento de A por .

La multiplicacién de dos matrices, A y B, solo se puede realizar cuando se cumple la restriccion que el
nimero de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B. La dimension de la matriz resultante es
como se muestra (los superindices indican dimensién):

Amxm)g(mxp) _ c(nxp) (1.13)
Si las dimensiones de las matrices involucradas son compatibles, la multiplicaciéon de matrices es asociativa
(AB)C = A(BC) (1.14)

y distributiva
AB+C)=AB+ AC (1.15)

pero, en general, la multiplicacién no es conmutativa
AB # BA (1.16)

El orden de la multiplicacién es importante.

La multiplicacién de dos matrices A(™*™B(mxp) — C("xP) queda defina como:
m
Cijzzaikbkj7 V i=1,....nyj=1,...,p (1.17)
k=1
Es decir, cada fila de A por cada columna de B se multiplicardn para obtener C.

Ejemplo 1.1
Obtenga los productos AB y BA con

15 7 4 9 3 12
A=|7 5 4 |yB=|4 6 12
2 10 12 49 6
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Solucion
C = AB
[ 15(9) 4+ 7(4) +4(4) 15(3)+7(6) +4(9)  15(12) + 7(12) + 4(6)
= T(9)+5(4)+4(4)  7(3)+5(6)+4(9)  7(12) 4 5(12) + 4(6)
| 2(9) +10(4) + 12(4)  2(3) +10(6) + 12(9)  2(12) + 10(12) + 12(6)
[ 179 123 288
= 99 87 168
| 106 174 216
y
D = BA
[ 9(15) +3(7) +12(2)  9(7) + 3(5) + 12(10)  9(4) + 3(4) + 12(12)
= | 4(15) +6(7)+12(2) 4(7)+6(5)+12(10) 4(4)+6(4) +12(12)
| 4(15) +9(7) +6(2)  4(7)+9(5)+6(10)  4(4) +9(4) +6(12)
[ 180 198 192
= 126 178 184
| 135 133 124

Las operaciones anteriores realizadas con Maple quedarian como sigue:

> A:=Matrix([[15,7,4],[7,5,4],[2,10,12]1]):
> B:=Matrix([[9,3,12],[4,6,12],[4,9,6]1]1):
> A . B, B . A;

Atn cuando la multiplicacién es posible, la divisién de matrices no es una operacién definida. Sin embargo,
si una matriz A es cuadrada y no singular, existe una matriz A~!, llamada la inversa de A:

AA"'=ATTA=T1 (1.18)
De aqui que la multiplicacion de una matriz por la inversa es analoga a la division.

Unos de los requisitos para que exista la inversa de una matriz es que sea no singular. Esta caracteristica
se basa en la obtencién del determinante de una matriz, |Al; si |A| = 0, la matriz es singular; si |A| # 0,
la matriz es no singular.

1.1.4. Determinantes

1. Si A = [a] es una matriz de 1 x 1, entonces det (A) = |A| = a.
2. Si

A—[i Z} = det(A) =|A| =ad— bc (1.19)

Para matrices de orden mayor, se utiliza la definicién mediante cofactores.
3. El menor M;; es el determinante de la submatriz de (n — 1) x (n — 1) de una matriz A de (n x n)
suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima columna.

Por ejemplo, el menor M» 3 de la siguiente matriz se obtiene al calcular el determinante de la matriz
resultante de eliminar el renglén 2 y la columna 3

1 2 3

12
7 5 = ‘4 O‘—l(O)—4(2)——8
4 0 8
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4. El cofactor A;; asociado con M;; se define como A;; = (—1)i+jMij. Del ejemplo anterior, el cofactor
As 3 seria:

Agz = (—1)2T3(-8) =8

5. El determinante de una matriz A de (n x n), donde n > 1, estd dado ya sea por

det (A) = Z air A, para cualquieri =1,...,n (1.20)
k=1
o n
det (A) = Zaijkj para cualquier j = 1,...,n (1.21)
k=1

Ejemplo 1.2

Calcule por cofactores el determinante de la siguiente matriz

A =

— o W
N DO Ot
=W N

Solucion

Expandiendo por cofactores en la tercera columna, tenemos:

4 2 3 5 3 5
|A| —2‘ 1 9 ‘—3‘ 1 9 ‘4—4‘ 4 9 ‘:2(8+2)—3(6+5)+4(6—20):—69
La forma general estaria dada por:
3
|A| = arsAks = a13413 + ags A + asz Ass
k=1

Expandiendo por cofactores en el segundo renglén, tenemos:

5 2
NESESTIEY

3 2 ‘—3‘ 2 ‘:—4(20—4)+2(12+2)—3(6+5):—69

Propiedades

Propiedad 1. Si cualquier renglén o columna de A es el vector cero, entonces det (A) = 0.

Propiedad 2. Si el i-ésimo rengldn o la j-ésima columna de A se multiplican por una constante ¢, entonces
det (A) se multiplica por ¢, es decir:

ai;p  aiz2 - Qin air a2 - G1p
azi az2 e A2n @21 @22 cee Q2p
det(B)=| ) ' =c| ) | =clA| (1.22)
ca;1  Ciz - Clip a1 Q2 Qin
an1  Ap2 - OGnp apl  Qp2 - Gpn
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Propiedad 3. Si A, B y C son idénticas excepto por la j-ésima columna y la j-ésima columna de C es la
suma de las j-ésimas columnas de A y B. Entonces, det (C) = det (A) + det (B).

Propiedad 4. Si se hace un intercambio de renglones o columnas de A, entonces el determinante de esa
nueva matriz es —|A|.

Propiedad 5. Si A tiene dos renglones o columnas iguales, det (A) = 0.

Propiedad 6. Si un renglén (columna) de A es un multiplo constante de otro renglén (columna), entonces
det (A) = 0.

Propiedad 7. Si un miiltiplo de un renglén (columna) de A se suma a otro renglén (columna) de A, el
determinante no cambiard.

Teorema 1.1 Sea A(™*™)  entonces
det (A) = det (A7) (1.23)

Teorema 1.2 Sean A,B(*™) entonces

det (AB) = det (A)det (B) (1.24)

Existe una serie de métodos numéricos para la obtencién del determinante de una matriz, dentro de los
cuales podemos mencionar:

» Gauss-Jordan

= Montante

1.1.5. Inversa

La inversa de una matriz A, denominada A !, calculada mediante cofactores:

Adj(A)

Al =
Al

(1.25)
donde Adj(A) = [Cofac(A)]7.

Ejemplo 1.3

Para la matriz del ejemplo anterior, encuentre su inversa.

Solucion

Encontramos primero la matriz de cofactores:

2 3 4 3 4 2
A171 = 9 4 = 2 ALQ = —‘ 1 4 = -19 A173 = ‘ 1 9 = 10
5 2 3 2 3 5
A2,1 =719 4|7 —16 A2,2 = ‘ 1 417 14 A2’3 = —‘ 1 9= —11
5 2 3 2 3 5
A3’1 = 9 3|~ 11 A3’2 = —‘ 4 3= -1 A373 = } 4 9|~ —14
es decir,
2 =19 10
Cofac(A)=| —-16 14 -11
11 -1 -14
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para ahora obtener la adjunta, transponemos la matriz de cofactores:

2 —16 11
Adj(A) = [Cofac(A)T = | =19 14 -1
10 —-11 -14
Finalmente, la inversa de A es:
1 2 —16 11
Alt=——1| -19 14 -1
691 10 —11 —14

Para comprobar los resultados, podemos realizar la pre o posmultiplicacién de A por A~

AA'=ATTA=T1

1.2. Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan se auxilia de operaciones fundamentales en renglones de matrices. Estas opera-
ciones son las siguientes:

1. Multiplicacién de una fila (columna) por un escalar (# 0).
2. Intercambio de dos renglones (o columnas).

3. Reemplazo del renglén ¢ por la suma del renglén ¢ maés ¢ veces el renglén k, donde ¢ es cualquier escalar
y k #i.

El objetivo general lo podemos representar mediante una matriz aumentada de la siguiente manera:
(AT Elen At ] =[1]|C] (1.26)

y en el proceso se obtiene tanto la inversa de A (A1), como el determinante de A (JA|). El algoritmo es el
siguiente:

Realizar lo siguiente para ¢ = 1..n donde n es el orden de la matriz.

= Normalizar el renglén ¢ diviendo el renglén 7 por el elemento a; ;.
= Hacer ceros sobre la columna i mediante la tercera operacién fundamental en ma-
trices.

Para mayor entendimiento del método, se explicard con el siguiente ejemplo.

1.2.1. Muestra del Método con un Ejemplo

Se tiene la siguiente matriz

-4 7 8
A=| 10 =6 -8 (1.27)
-5 7 6

y se desea obtener su inversa. Para lograrlo, se genera la matriz aumentada con A y con I:

-4 7 811 0 0
A, = 10 -6 -8|0 1 O (1.28)
-5 7 60 0 1
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y deseamos obtener I en el lado izquierdo y A~! en el lado derecho de la matriz aumentada:

1 7 2
1 4 12

o104+ L I (1.29)
D 7923

00 1| 5 —1090 —%0

Definimos las matriz A y la aumentada:

> with(LinearAlgebra) :
> A:=Matrix([[-4,7,8],[10,-6,-8],[-5,7,6]1]):
> Au:=<A | IdentityMatrix(3)>:

Definimos el pivote como el elemento de la diagonal principal de A (a;, ¢ = 1,...) con el cual estamos
trabajando. Una vez que se haya guardado el pivote, normalizar el renglén donde se encuentra
7 8|1 0 0
10 -6 =80 1 0
7T 6]0 0 1
> d:=1; piv:=Aull,1]; d:=d*piv; Au:=RowOperation(Au,1,1/piv);

d=1, piv=-4, d=-4

7 1 1
1 -% -2|-% 0 (1.30)
A,=| 10 -6 -8 010
-5 7 6| 0 1]
— 7 1 —_
1 -1 —2[-1 00
Av=1 10 _6 —8| 0 1 0 (1.31)
L5 7 6| 0 1]

Seleccionar el primer elemento, comenzando en el primer renglén, que se encuentre sobre la columna del
pivote y que sea distinto de éste; multiplicar el renglén del pivote por ese elemento con signo cambiado y
sumarselo al renglén donde se encuentra dicho elemento.

Para nuestro ejemplo, el primer elemento en la columna del pivote y distinto de éste es el elemento Au[2,1]
y la operacion serfa ra «— ro —r; X (10):

> Au:=RowOperation(Au, [2,1],-Au[2,1]);

7 1
1 -f —2/-3 00
— 23 5
A, 0 % 12] 3 10 (1.32)
5 7 6| 00 1

El siguiente elemento en la misma columna del pivote es el elemento Au[3,1] cuya operacion seria r3 «—
r3 —r; X (=5):

> Au:=RowOperation(Au, [3,1],-Aul3,1]);
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1 -7 2| -4 00
Ay=|0 % 120 § 10 (1.33)
0 -7 —4|-2 01

Continuamos con el siguiente elemento sobre la diagonal principal, el elemento Au[2,2], y se normaliza ese
renglén con la operacion ry «— rg/(%):

10 (1.34)

e MY

> piv:=Au[2,2]; d:=d*piv; Au:=RowOperation(Au,2,1/piv);

(1.35)

EN{

5
0 -4 —4|-2 01

Repetir el proceso de seleccién de elementos en la nueva columna del pivote (columna 2). El primer elemento
en esa columna es el elemento Au[1,2]; el renglén del pivote se multiplica por este elemento con signo
cambiado y se le suma al renglén de ese elemento ry «+ r; — ro X (—Z):

> Au:=RowOperation(Au, [1,2],-Aul1,2]);

413 71
10 =931 33 55 0
Ay=0 1 Bl % Zo (1.36)
7 5
0 -7 —4|-3 01

El siguiente elemento en la columna del pivote y distinto de éste es el elemento Au[3,2] cuya operacion seria

I3 < Iy —ry X (—;I):

> Au:=RowOperation(Au, [3,2],-Aul3,2]);

4 3 T
_ 24 ) 2
A,=]0 1 53 93 93 0 (1.37)
50 20 7
00 =931-%3 75 !
El nuevo pivote es el siguiente elemento de la diagonal principal, el elemento Au[3,3] y se normaliza ese

renglén rz «— Pg/(—%—g)l

> piv:=Au[3,3]; d:=d*piv; Au:=RowOperation(Au,3,1/piv);

9
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(@)
jan}

piv=—2—, d =100

b _243 733 Zl% ’ (1.38)
A=lo1 BlE & o |

00 1] & -1y %

Se seleccionan los elementos sobre la columna del pivote (uno a la vez) y se realiza el proceso antes mencio-
nado; la primera operacién seria ry < r; —rs X (—%):

10 55|55 45 0
Av=]01 2| & (1.39)
> Au:=RowOperation(Au, [1,3],-Aul1,3]);
A,=]01 22| % & 0 (1.40)
00 1| 2 - -2
y la segunda operacién seria ro «— ro — rz x (2—31)
> Au:=RowOperation(Au, [2,3],-Aul2,3]);
1 0 0
A,=[0 1 0 (1.41)

La inversa de la matriz A se encuentra en la parte derecha de la matriz aumentada. Como se puede observar,
en la parte izquierda de esta misma matriz se encuentra la matriz identidad.

> Ainv:=Aul[l..3,4..6];

1 72
5 50 25
-1 1 4 12
A7 =| -3 55 of (1.42)
2 7 _23
5 100 50
Ejemplo 1.4
> A:=Matrix([[-3,7,6],[2,3,-2],[-9,-2,-9]11):
> Au:=<A | IdentityMatrix(3)>;
-3 7 6 1 0 O
A, = 2 3 =2 01 0
-9 -2 -9 0 0 1
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Solucion

> d:=1; piv:=Au[1,1]; d:=d*piv; Au:=RowOperation(Au,1,1/piv);

d=1, pw=-3, d=-3, A,=

> Au:=addrow(Au, [2,1],-Aul2,1]);

7 1
1 -7 2 -1oo

A, = 23 2
u 0 —g 2 3 1 O
-9 -2 -9 0 0 1

> Au:=RowOperation(Au, [3,1],-Aul3,1]);

7 1
1 -3 —2 -3 0 0

A, = 23 2
0 3 2 3 1 0
0 —-23 27 -3 0 1

7 1
1 -5 -2 —5 00
piv , o d 23, A, 0 1 o5 55 53 0
0 —23 —27 -3 0 1

> Au:=RowOperation(Au, [1,2],-Aul1,2]);

32 3 7
{1 0 —55 —33 93 0]
= 6 2 3
Ay 0 1 o5 g3 93 0
0 —-23 =27 -3 0 1
> Au:=RowOperation(Au, [3,2],-Aul3,2]);
32 3 7
= 6 2 3
0 0 -21 -1 3 1
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> piv:=Au(3,3]; d:=d*piv; Au:=RowOperation(Au,3,1/piv);

32 3 7
{1 0 -3% —5% % 0]
o _ — 6 2 3
piw=-21, d=483, A,=|0 1 53 53 93 0
1 1 1
> Au:=RowOperation(Au, [1,3],-Aul1,3]);
31 17 32
L0 0 —483 161 —183
_ 6 2 3
1 1 1
> Au:=RowOperation(Au, [2,3],-Au[2,3]); Aull..3,4..6];
31 17 32
100 —4g3 161 —483
_ 12 27 2
A/ll/_ O 1 0 1_61 1_61 1_61
1 1 1
31 17 32
83 161 483
12 27 2
161 161 161
1 1 _1
21 7 21
1.3. Meétodo de Montante
Ejemplo 1.5
Dada la matriz A, generar la matriz aumentada:
> A:=Matrix([[-4,7,8],[10,-6,-8],[-5,7,611);
> Au:=<A | IdentityMatrix(3)>;
-4 7 8 —4 7 8 1 0 0
A= 10 -6 -8 = Au= 10 -6 -8 0 1 O
-5 7 6 -5 7 6 0 0 1

Solucion

» Iniciar haciendo el pivote anterior igual a 1, piv, = 1.

= Los siguientes pivotes se irdn obteniendo sobre la diagonal principal de la matriz aumentada.

12
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= El primer pivote es el elemento piv = Au; 1 = —4.

= Una vez seleccionado el pivote, se desea hacer ceros en la columna del pivote (ceros arriba y abajo de
él).

» El primer elemento donde se desea hacer un cero es A, , que se encuentra en el renglén k = 2.

= Este elemento lo almacenamos como ceroy, cerop = Aus 1 = 10.

= El procedimiento para sustituir el renglén k donde se encuentra ceroy (el pivote en el renglén i) es el
siguiente:
ri — [(piv x i) — (cero, X r;)] /piv, (1.43)

Para nuestro caso, tenemos:
ro — [((—4) x r2) — (10 x r1)] /1 (1.44)

40 -70 -80 —-10 O
—40 24 32 0 —4
0 —46 -—-48 -—-10 -4

0 —46 —-48 —-10 —4

o|lojlo o

> pA:=1: Au:=Montante(Au,1,2,pA);

-20 35 40 5 0 O
20 -28 —-24 0 0 -4
=5 7 6 0 01 0 7 16 5 0 -4

El procedimiento termina con ceros = Aus; = —5.

> Au:=Montante (Au,1,3,pA);

0 322 33 70 28 0

184 —322 —368 —46 0 0

Ay = 184 0 —32 24 28 0
0 7 16 5 0 —4 —46 0 § -6 -7 0

Con lo anterior se terminan los elementos sobre la columna de piv (la columna 1) donde se desea tener ceros.

Ahora el pivote anterior toma el valor del pivote actual, pA = piv, y el pivote actual se mueve al siguiente
elemento sobre la diagonal principal: piv = Aug 2 = —46. Ahora se desea hacer ceros arriba (Au 2) y abajo
(Aus 2) del piv, es decir en la columna 2. Comenzamos con el renglén 1: cero; = Aug o.

> pA:=Au[1,1]: Au:=Montante(Au,2,1,pA);

0 322 336 70 28 0
0 —-322 -736 -230 0 184
0 0 —400 -160 28 184
0 16 5 0 —4 0 0 100 40 -7 —46

Ahora cerog = Aug 2 = 7 y realizamos la sustitucién de su renglén:

13
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> Au:=Montante (Au,2,3,pA);

46 0 6 7 0 0 0 —800 —320 56 368

—4600 0 800 —600 —700 0

Av= 0 246 48 10 —4 0 ~1600 0 0 —920 —644 368

100 0 0 20 14 -8
Con lo anterior se terminan los elementos sobre la columna de piv (la columna 2) donde se desea tener ceros.

Ahora el pivote anterior toma el valor del pivote actual, pA = piv, y el pivote actual se mueve al siguiente
elemento sobre la diagonal principal: piv = Aug s = 100. Ahora se desea hacer ceros arriba (Auy ) y abajo
(Aug 3) de piv, es decir en la columna 3. Comenzamos con el renglén 1: ceroy = Aug s:

> pA:=Au[2,2]: Au:=Montante(Au,3,1,pA);

0 0 4800 1920 —-336 —2208

0 —4600 —4800 —1000 —400 0

0 —4600 0 920 —-736 —2208

0 100 0 —20 16 48
Ahora ceroy = Aug 3 = —48 y realizamos la sustitucién de su renglén:

> Au:=Montante(Au,3,2,piv);

00w o s

0 0 —20 16 48
0 (U 100 40 -7 —46
Para terminar, actualizamos el pivote anterior: pA = piv = 100 multiplicamos la matriz por su inverso, para

asi obtener la matriz identidad en donde estaba A, y la inversa, A~! en donde estaba la identidad. El pivote
anterior guarda el valor del determinante de A, en este caso det(A) = 1.

> piv:=Au[3,3]; Au:=evalm(1l/piv*Au);

1 7 -2
1 — - P
00 5 50 25
-1 4 12
010 = % o
2 =7 =23
1 — - P
00 5 100 50
Ejemplo 1.6
> Au := augment(A,Id);
-3 7 6 1 0 0
A, = 2 3 =2 010
-9 -2 -9 0 0 1
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Solucion

> piv:=1; Au:=montrows(Au,1,2,piv); Au:=montrows(Au,1,3,piv);

-3 7 6 1 00
piv=1, A,=| 0 -23 —6 -2 -3 0
9 -2 -9 0 0 1

-3 7 6 1 0 0

A,=| 0 -23 -6 -2 -3 0

0 69 8 9 0 -3

> piv:=Au[1,1]; Au:=montrows(Au,2,1,piv); Au:=montrows(Au,2,3,piv);

—23 0 32 3 -7 0
piv=-3, A,= 0 -23 -6 -2 -3 0
0 69 81 9 0 -3

—23 0o 32 3 -7 0

A, = 0 -23 -6 -2 -3 0

0 0 483 23 —-69 -23

> piv:=Au(2,2]; Au:=montrows(Au,3,1,piv); Au:=montrows(Au,3,2,piv);

483 0 0 -31 51 —-32
piwv=-23, A,= 0 -23 -6 -2 -3 0
0 0 483 23 —69 -—23
483 0 0 -31 51 —-32
A, = 0 483 0 36 81 6
0 0 483 23 —69 —-23
> piv:=Au[3,3]; Au:=evalm(1l/piv*Au);
31 17 32
100 —483 161 483
piv=483, A,=|0 10 & & 4
001 55 -5 -5

15
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1.4. Solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Para resolver un sistema de ecuaciones de la formas:

Ei: anz + appra + o 4+ amrn, = b
Ey: anixy + axnra + -0 4+ aT, = b
En Doap11 + Gp2T2 + 0+ AppXp = bn
para Ti,..., T, dados los a;; para cada ¢, = 1,...,n y b; para cada i = 1,...,n, utilizaremos los métodos

de Gauss-Jordan y Montante vistos anteriormente.

Para aplicar estos métodos, necesitamos expresar el sistema de ecuaciones lineales como un sistema matricial
de dimensién n x (n + 1). Primero construimos:

ail a2 -+ Ain T1 b1

a21 Qa2 -+ A2p x2 bo
A= ) . ) ,Xx= . y b=

an1 Ap2 - Qpn Tn by,

y asi podemos expresar el sistema de ecuaciones lineales en forma matricial:
Ax=Db

para después combinar las matrices A y b, y formar la matriz aumentada

a1 a2 - G | b1

az1 G2 - G2n | b2
[A[b] =

an1 an2 o Qpn bn

Una vez generada esta matriz, se aplica el método, Gauss-Jordan o Montante, de igual forma que cuando
se desea obtener la inversa. Cuando se termina de aplicar el método, la solucién al sistema de ecuaciones
estard en la ltima columna (la n + 1) de la matriz aumentada.

Ejemplo 1.7

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

dry + x2 + 23 = 9,
2v1 + 4dxy — r3 = -5,
r1 + To — 3xz3 = —9.
Solucion
Obtenemos las matrices:
4 1 2 9
1 1 -3 -9
para formar la matriz aumentada
4 1 2 9
[Alb]=]2 4 —-1| -5
1 1 -3|-9
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Aplicando el método de Montante, obtenemos:

4 1 2 9
0 14 —-81|-38
1 1 =3 -9

4 1 2] 9
0 14 -81|-38

[0 3 14| 45 |
14 0 9| 41
0 14 —81|-38
0 3 —14|-45

14 0 9 41

0 14 81| —-38

0 0 —43|-129
—43 0 0] —43
0 14 -81| -38

0 0 —-43|-129
—43 0 0] —43

0 —43 0 43
0 0 —43| —-129

y multiplicando la matriz por 1/|A| = 1/(—43), tenemos:
1 0 0| 1
01 0]-1
00 1] 3

de donde la tltima columna indica la solucién al sistema de ecuaciones

1.5. Meétodos iterativos

1.5.1. Método de Jacobi

Las férmulas de recursién para el método iterativo de Jacobi se desarrollaran al resolver tres ecuaciones en
tres incognitas. La férmulas de recursién para resolver n ecuaciones en n incognitas se obtienen mediante
extension directa.

Si el sistema de ecuaciones algebraicas

a1121 + ap®2 +az3rs = by
a21%1 + a22%2 + ag3r3 = b (1.45)
as1x1 + asa®2 + azzrs = b3

tiene elementos de la diagonal a;;(i = 1,2, 3) distintos de cero, entonces se puede reescribir de la forma:

z1 = (l/an) [0 —a1pT>  —a13Ts |
zy = (1/az) [by —axnm —a2373 | (1.46)
z1 = (1/ass) [bs —amz1 —azw: ]

17
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esto es, hacer que en la i-ésima ecuacion la variable x; quede expresada en términos de las restantes variables
y bz

Se puede establecer un procedimiento iterativo para resolver estas ecuaciones de la siguiente forma:

1. Escoger valores arbitrarios 21%, 220, 220, (x%), y sustituir estos valores para x1, z2, 3 en el lado derecho
de la ecuacién 1.46. Los valores que se obtienen después de realizar los célculos son los nuevos valores
1 o1 .1 (1
dexl y L2, T2 ,(X )

2. Estos valores de x! se pueden sustituir en lado derecho de la ecuacién 1.46 para producir los valores
x? del lado izquierdo.

P = (1/an) [ b —a12m2®  —ajzws” ]
zP T = (1/az2) [ b2 —ag11" —agsrs” ] k=0,1,... (1.47)
o = (1/ass) [ b3 —az1z1®  —asemo® ]
o en forma matricial:
k+1 0 aio ai3 k b_l
m1k+1 a1 o _g_%%) xlk %11
$2k ) = | Taxn 0 ey T2 + a_222 (1.48)
T3 + B — ) 0 ka b3
as33 as33 Qa3
Ejemplo 1.8
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales
4x1 + 29 +223 = 16
1+ 3x9+23 = 10
r1 + 2x9 + 523 = 12
Solucion
El sistema se puede expresar de la siguiente manera:
oM = —1/4xok —1/2a5k + 4
ro Pt = —1/32,% —1/323F +10/3
z3ftl = —1/5m —2/53,+ 12
y en forma matricial:
TR 0 —1/4 -1/2 x* 4
wtl | = —1/3 0 —1/3 xk |+ | 10/3
x3ktl -1/5 —2/5 0 a3k 12/5

Las primeras iteraciones se muestran a continuacién comenzadon con x° = 0 como solucién inicial:

zp! 0 —1/4 -1/2 0
k=0 zt | =] —1/3 0 —1/3 0|+ | 10/3
x3t -1/5 -2/5 0 0 12/5
z1? 0 —1/4 -1/2 4 4
k=1 w2 | =] -1/3 0 —1/3 10/3 | + | 10/3
2
T3 -1/5 -2/5 0 12/5 12/5

18
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J)lg 0
k=3 | = —-1/3
{E33 —1/5
1'14 0
k=4 wt | = —1/3
3334 —1/5

~1/4

—2/5

—1/4

—9/5

~1/2
~1/3
0

~1/2
~1/3

0

59/30 ]
18/15
4/15 |

107/30
233/90

© 1997-2006. Dr. Horacio Martinez Alfaro

229/150 |

4 [ 107/30
+ | 10/3 233,/90
L 12/5 || 229/150
[ 4 1 [ 4661/1800
+ | 10/3 | =| 736/450
| 12/5 | 313/450

Con Maple se podria hacer de la siguiente forma, si definimos Ap como la matriz modificada de coeficientes
y bp el vector modificado de valores independientes:

bp:=evalf (<<4>,<10/3>,<12/5>>);
x0:=<<1.0>,<1.0>,<1.0>>;

x1:=x0 - x0;

X:=Transpose(x1):
nX:=[Norm(x1-x0,2)]:

x0 := x1;
x1 := Ap . x0 + bp;
nX := [op(nX), Norm(x1-x0,2)];
X := <X, Transpose(xl)>;
end do:
i,<nX[4..13]>, X[4..13,1..3];

VVVVVVVVVYVYVVYV

[ 1.732051
5.733333
3.638223
2.465079
1.621852

29,

0.000463
0.000308
0.000205
0.000136
| 0.000090

for i to 100 while Norm(x1-x0,2) > 0.0001 do

0.000000
4.000000
1.966667
3.566667
2.589444

2.999886
3.000076
2.999949
3.000034
2.999978
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0.000000
3.333333
1.200000
2.588889
1.635556

1.999893
2.000071
1.999953
2.000031
1.999979

Ap:=evalf (Matrix([[0, -1/4, 1/2],[-1/3,0,-1/3]1,[-1/5,-2/5,011));

0.000000
2.400000
0.266667
1.526667
0.651111

0.999901
1.000066
0.999956
1.000029
0.999981
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Si la solucién iterativa continda, la aproximacién converge a la solucién exacta (3,2,1) y su convergencia se
puede observar en la figura 1.1.

Figura 1.1: Convergencia de la solucién por Jacobi

Una condicién suficiente para la convergencia del método de Jacobi para n ecuaciones en n incégnitas es la
siguiente:

1

max
i\ Jail

> agl] <1, i=1,....n (1.49)
i

Dado que es una condicién suficiente, no necesaria, el método de Jacobi puede converger cuando 1.49 no se
satisface.

1.5.2. Meétodo de Gauss-Seidel

Este método iterativo para resolver sistemas de ecuaciones lineales es una modificaciéon simple al método de

Jacobi. El método hace uso inmediato de los valores de z;**! que se hayan calculado incluyéndolos en los
calculos de las siguientes z;4 1"
1 1
= a_il [bl — a1pxo" — arzwgh — - — GlnﬂUnk}
1 1
xktl = a_fQ [bz —ap @ T — aggzsh — - — G2n$nk}
B+l _ k+1 k+1 k
w3t = g by —ama T = agnet T — - — agpn ] (1.50)
N R | k+1 k+1 k+1
In + - [bn — an1T1 i (p2T2 = Gp,n—1Tn—1 + ]
Ann

La condicién 1.49 aplica también para este médoto. La taza de convergencia de este método es dos veces la
del método de Jacobi.
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