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PROLOGDO

Con el estudio del Cilculo Diferencial e Integral, inicia
do por Newton y Leibniz a fines del siglo XVII, surgen los
primeros conceptos relativos a las Ecuaciones Diferencia-
les. Estos conceptos fueron posteriormente desarrollados
por los ms connotados matemdticos europeos de los siglos
XVIII y XIX, entre los que podemos mencionar a Euler, La-
grange, Laplace, Gauss y los Bernoulli.

En sus inicios, las ecuaciones diferenciales se emplearon
para analizar problemas mecénicos y geométricos, extendién
dose posteriormente su campo de aplicaci6n a todas las ra-
mas de la fisica y, en los Gltimos anos, a disciplinas tan
diversas como la biologia, la economia, la sociolegia y la
fisiologia.

De aparicidn més reciente son las ecuaciones en diferen-
cias, aunque a mediados del siglo XIX ya existian tratados
sobre el célculo de diferencias finitas como el de George
Boole. Sin embargo, el c@lculo con funciones discretas y
el estudio de las ecuaciones en diferencias han adquirido
importancia relevante hasta la época actual.

Como el propio Boole lo sefiala, la relacifn entre los con
ceptos y métodos del cédlculo de diferencias finitas y 1los
del cllculo diferencial va, en algunos casos, mucho més
alld de una mera analogfa formal. El tratamiento de los
conceptos b&sicos relativos a las ecuaciones diferenciales
y a las ecuaciones en diferenciasen una misma obra es, qui
28, la caracteristica m&s relevante de estos apuntes, cuyo
objetivo es auxiliar a los estudiantes en el aprendizaje
de los temas correspondientes al programa de la asignatura
"Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias", que se impar-
te en la Facultad de Ingenieria de la U.N.A.M.

Aunque el estudiante encontrard aqui desarrollados todos
los temas comprendidos en el programa de la asignatura, es
de suma importancia gque conozca otras fuentes de informa-
cidén y que no se limite a un solo tratamiento. Para ello,
al final de la obra se recomienda una bibliografia basica
cuya consulta se le sugiere.

Los primeros cuatro capitulos de este trabajo est&n basa-
dos en los "Apuntes de Matem&ticas IV", los cuales fueron
elaborados por un grupo de profesores que impartieron di-
cha asignatura. La adaptacibn de este material al progra-
ma vigente v la elaboracibén de los capitulos restantes fue

realizada por los sefiores profesores

PROSPERO GARCIA MARQUEZ
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a quienes expresamos nuestro reconocimiento por su valiosa
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INTRODUCCION

Los presentes apuntes tratan el aspecto tefrico de las
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en diferen
cias. Asimismo, se plantean algunas aplicaciones espe-
cificas, para que el estudiante pueda apreciar la rela-
cibén que existe entre el campo de las matemfticas apli-
cadas y las ciencias fisicas y de la ingenieria.

Para ayudar a comprender estas ecuaciones, se puede de
cir que la diferencia fundamental entre las ecuaciones
diferenciales y las ecuaciones en diferencias, radicaen
el tipo de funcidn considerada; ya que en el primer ca-
so se trabaja con funciones continuas y en el segundoca
so con funciones discretas.

MGltiples problemas de significativa importancia en di-
versos campos del saber humano, requieren para su estu-
dio de la elaboracidén de un modelo matemitico que los re
presente. Estos modelos estin constituidos generalmente
por ecuaciones diferenciales o por ecuaciones en diferen
cias.

CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
I.1 LA ECUACION DIFERENCIAL

Con el fin de establecer el concepto de ecuacifn diferen-
cial, se considerard el siguiente problema:

Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba con una ve-
locidad inicial v,; considerando despreciable la resistencia
del aire. Se desea obtener una expresidn matemitica que re-
presente al desplazamiento del cuerpo en cualquier instante
de tiempo.

La primera etapa para resolver el problema, consiste en es-
tablecer un modelo matemitico del mismo. Por lo tanto, es
necesario identificar a las variables que intervienen en el
problema y relacionarlas por medio de leyes fisicas.

El problema planteado es dindmico, en donde las variables
involucradas son: el tiempo, el desplazamiento, la velocidad
y la aceleracién. De éstas, el tiempo es una variable inde-
pendiente y las otras son dependientes.

Para cada valor de tiempo "t", hay uno y s6lo un valor del
desplazamiento "y", por lo tanto se concluye que "y" es fun-
cifén de "t", esto es:

y = y(t)

El diagrama de cuerpo libre correspondiente se muestra en la

figura I.1.
!
)
(iiw
|
l
|
|
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Figura I.1



El movimiento del cuerpo estd regido por la segunda ley de
Newton:

IFy = ma eee (1)

del diagrama de cuerpo libre, se observa que la dGnica fuer-
za externa que actfia sobre el cuerpo es el peso del mismo,
ya que la friccién se considera despreciable, por lo tanto,
la suma de fuerzas en la direccidén vertical es:

IFy = - mg
y sustituyendo en (1):
-mg = ma
de donde:
a=-g oo (2)

pero la aceleracidn puede expresarse en términos de la velo
cidad o del desplazamiento, y en cada caso la expresién (2)
queda representada de la siguiente forma:

K=-g vee (3)

--gq cee (8)

Cualesquiera de las expresiones (3) 6 (4) representa el mo
delo matemitico del problema, es decir, la abstraccifn del
problema fisico. Se puede observar que dichas expresiones
son igualdades que contienen derivadas de la incdgnita, ya
sea de la velocidad o del desplazamiento, y que a diferen-
cia de las ecuaciones algebraicas, dicha incégnita es una
funcién y no una variable numérica. A expresiones de este
tipo se les llama ecuaciones diferenciales.

Definicifn: Toda igualdad que relaciona a una funcifén
desconocida con su(s) variable(s) indecpendiente(s) y
su(s) derivada(s), se llama ecuacibén diferencial..

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ligados a fend-
menos fisicos son los siguientes:

A) Oscilacién de un péndulo de longitud L:

2
g_t§+%sene=o; 8 = 0(t) ... (5)

o
1
!
|
!

Figura I.2

B) Distribucién de la temperatura en una placa:

32 92
,3?;*-5;: 0; T=T(x'Y) eeo (6)



C) Ecuacidn de un circuito eléctrico con resistencia R, in
ductancia L y fuente de tensidn e(t) en serie:

di ~ . _
L ac + Ri = e(t) ; i=1i(t) eee (7)

e(ﬂ("? m

Figura I.3

D) Oscilaci6n libre, con amortiguamiento de una masa sus-
pendida de un resorte:

2
mg—t¥+hg§+ky=o; y = y(t) e (8)

E) Ecuacién de Laplace:

326 3%e 3% _ 4 . = 9
Tu_2+ay2+az’"°' 6 0(x, vy, z) .o. (9)

Diversos fendmenos fisicos se presentan en el campo de la
ingenieria, &stos pueden ser modelados matemdticamente por
medio de las ecuaciones diferenciales.

Todas las ecuaciones diferenciales presentadas hasta ahora,
a excepcidn de las ecuaciones (6) y (9), contienen solamente
derivadas ordinarias, debido a que sus incdgnitas son funcio

nes de una sola variable. A ecuaciones de este tipo se les
llama ecuaciones diferenciales ordinarnias.

Las ecuaciones (6) y (9) contienen derivadas parciales de
la variable dependiente, la cual es funcién de dos o mis va-
riables. Todas las ecuaciones de este tipo se conocen con

el nombre de ecuaciones difenenciales en derivadas panrciales
o simplemente como ecuaciones diferenciales parciales.

NOTA: Un estudio mis detallado de estas ecuaciones se
presenta en el capitulo 1IV.

I.1.1 CONCEPTOS DE ORDEN Y GRADO

La forma general para representar las ecuaciones diferencia
les ordinarias-es:

Fé(x, v, ¥'» ¥''y ..o y(n)) =0

donde "x" es la variable independiente, y = y(x) la variable

dependiente o incégnita y y', y'', ..., y“ﬂ sus derivadas
ordinarias.

De los ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias da-
dos anteriormente, se observa que en cada una de las ecua-
ciones (4), (5), (6) y (9) el orden miximo de las derivadas
involucradas es dos, mientras que en las ecuaciones (7) vy
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(3), el orden miximo es uno. Las cuatro primeras ecuacio-
nes citadas, se dice que son de segundo orden y las dos Gl-
timas son de primer orden.

Definici6n: El orden de una ecuacibn diferencial es el
de la derivada de mayor orden que aparece en dicha ecua-
cién. :

Con el fin de establecer el concepto de grado en una ecua-
cidn diferencial ordinaria, considérese la siguiente ecua-
cidn: .

esta ecuacibn estd expresada como un polinomio de grado tres
en su primera derivada, gue es la derivada de mayor orden

que aparece en la ecuacidn; por ello se dice que es una ecua
cién diferencial ordinaria de primer orden y de tercer grado.

Definicibén: Si una ecuacibén diferencial ordinaria de
orden "n" puede expresarse como un polinomio de grado
"k" en la enésima derivada, se dice que es de grado "k"
siempre y cuando "k" sea finito.

La ecuacibn:

2
o oee(@) -

es de segundo orden y primer grado, y la ecuacién:

() o) e

es de segundo orden y segundo grado.

En el caso de que la ecuacidén diferencial no pueda ser ex-
presada como un polinomioc de grado "k" en su derivada de ma-
yor orden, entonces su grado no esté definido, tal es el ca-
so de la siguiente ecuacidn:

Y- xy' +y=0

I.1.2 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Definicién: La solucidn de una ecuacibn diferencial
ordinaria, es una funcién escalar de una variable es-
calar independiente, que sustituida en dicha ecuacién,
la transforma en una identidad.

En el problema del mdévil lanzado verticalmente, se obtuvo
como modelo matemitico a la ecuacidn (3):

av _ _
da "~ g

en donde la incégnita es la velocidad v = v(t). Para deter-
minar la velocidad a partir de la ecuacibn diferencial, se
representa a ésta en forma diferencial:

dv = - gdt
y se integra en ambos miembros:
fav = - [gdt
v=-=-gt+c .ee (10)

donde "c" es una constante de integracién y por lo mismo,
esencial y arbitraria.



Derivando la expresién (10) y sustituyéndola en la ecuacién
diferencial (3), se llega a la identidad:
-g=-g

esto es, la funcién (10) satisface a la ecuacidn diferencial
(3), y por consiguiente es su solucién.

Como la velocidad es igual a la derivada del desplazamiento
con respecto al tiempo, esto es:

e

en el caso visto anteriormente, donde la velocidad esti dada
por v = - gt + ¢, se tiene:

- gt +c

g%

en forma diferencial:

dy (- gt + ¢c) dt

integrando ambos miembros:

1

y=-5 gt? +ct +4d oo (11)

en donde "c¢" y "d" son constantes arbitrarias.

Sustituyendo la expresién (11) en la ecuacidén diferencial
4):

-

que representa también el modelo matemdtico del problema, se
llega a la identidad:

~g=-g

esto es, la funcibén (11) satisface a la ecuacién diferencial
(4), y por consiguiente es su solucidn.

Geométricamente la ecuacién (10) representa una familia de
rectas paralelas entre si con pendiente igual a -g.

Cada una de estas rectas corresponde a un valor diferente
de "c" y cada una de ellas satisface a la ecuacifn diferen-
cial (3).

El enunciado del problema indica que el mévil es lanzado
inicialmente con una velocidad v,, es decir en t=0, v = v,,
o bien v(0) = v,. Considerando esta condicién en la solu-
ciébn v = - gt + c:

vo = - gl(0) + ¢

de donde ¢ = v,, por lo tanto, la solucién del problema que
satisface la condicién inicial es:

v=-gt+ v, oo (12)

la cual pertenece a la familia de rectas representada por
la ecuacién (10). (Véase figura I.4).

Av(t)

Vo

Vi-gteve

R |

Figura I.4

1
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Dado que la solucién v = - gt + vy, fue obtenida para el ca
so particular planteado, y por lo tanto ya no contiene a la
constante arbitraria "c", se le llama so0fucibén particulanr.

En cambio, la solucién (10) que representa al conjunto de to
das las soluciones particulares (una para cada valor de "e"),
de la ecuacidn diferencial (3), se llama solucifn genenral.

Obsérvese que la ecuacidn diferencial (3) es de primer or-
den y que su solucidén general contiene solamente una constan
te arbitraria.

La solucidn general de la ecuacidn diferencial (4) es:

y=——]2'—gt2+ct+d

donde "c" y "d" son constantes arbitrarias. Esta solucidn
representa a la familia de paribolas mostradas en la figu-
ra I.5., Cada una de las cuales es solucidn particular de
la misma.

4y(t)

y= 'T| gta+vo'

-
-1
~
7
-~
-
-

-Y

Figura I.5

En este problema, se establecen dos condiciones, en t = 0:

y=0 y y' =vg

considerando la primera condicién en la ecuacién (11), se
tiene:

0=-%g(0)z+c(0) +a

de donde 4 = 0.

Derivando la ecuacidn (11):
y' = - gt +c
en donde, con la segunda condicidn:
v, = = g(0) +c

se tiene que ¢ = v,, por lo tanto, la solucidén particular co
rrespondiente es:

y:-—%—gtzi-vot e (13)

Como en el caso anterior, la solucidn particular se obtuvo
de la solucibn general por medio de las condiciones del pro
blema; ademis se puede observar que la ecuacidén (11) es la
solucién general de una ecuacién diferencial de segundo or-
den y contiene dos constantes arbitrarias.

Definicién: La solucibn general de una ecuacién dife-
rencial ordinaria de primer grado, es una funcién de una
sola variable que contiene un nfimero de constantes esen
ciales y arbitrarias igual al orden de la ecuacifn dife
rencial, y que sustituida en ella la transforma en una
identidad.

Las soluciones particulares no contienen constantes arbitra
rias. Sin embargo, algunas ecuaciones diferenciales tienen
soluciones que, al igual que las particulares, no contienen
constantes esenciales y arbitrarias, pero con la caracteris-
tica de que no se obtienen de la solucién general.

NOTA: Tales soluciones se llaman soluciones singulares
y no serdn tratadas en estos apuntes.



Definicibn: Una solucidn particular de una ecuacién di
ferencial ordinaria de orden "n" y primer grado, es una
funcién de una sola variable que se obtiene de la solu-
cién general, valuando sus constantes esenciales y arbi-
trarias y que sustituida en la ecuacién diferencial 1la
transforma en una identidad.

Ejemplo I.1

Dada la ecuacib6n diferencial:
y'' - 3y' + 2y = 2x + 1

Determinar si cada una de las siguientes funciones es so

lucién de la misma, y en caso afirmativo decir qué tipo
de solucibn es:

a) y-= c,ex + czezx + x + 2
b) y=-2 e+ x + 2
c) y=¢e*

Solucidn

a) Si al sustituir la funcibn y = c, &+ c, e+ x + 2

en la ecuacidn diferencial, 1la transforma en una
identidad, entonces la func16n sf es solucién.

Derivando la funcidén propuesta:

y' =c, e + 2c,e?* + 1

x 2%
. LI Y
y'' = c,e” + 4c,e

sustituyendo en la ecuacidn diferencial:

(c, e + 4c,e®™) - 3(c,e¥ + 2c,e? ¥+ 1) + 2(c,e¥+c,e? 4 x+2) = 2x + 1

simplificando:

(c, -3¢, + 2¢,)e¥+ (4c, - 6c, +2c,)e*F -3 + 2x + 4 = 2x + 1

O sea:

2x + 1 =2x + 1

por lo tanto, la funcidn propuesta es solucibn de la

ecuacibn diferencial. Como la solucibn tiene dos cons
tantes esenciales y arbitrarias y la ecuacibn diferen
cial es de segundo orden y primer grado, se trata de™

la solucibn general.

b) Derivando la funcibén y = - 2% + x + 2:
y' = - 2% + 1
y" = -~ 2%

sustituyendo en la ecuacibén diferencial:
“2e¥- 3(- 285 +1) +2 (2" +x+2)=2x+1

simplificando:

(-2 +6-4)eX-34+42x+4=2x+ 1

2x + 1 =2x + 1

por lo tanto, la funcibn propuesta es solucidén de 1la
ecuacién diferencial y como no contiene constantes
arbitrarias, se trata de una solucién particular, ade
mis ésta se obtiene de la solucibén general haciendo —
c; =-2yc¢c, =0.

13
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c) Derivando la funcibn y = e~ X

yl = - e-x

Y" = ﬁ—x
sustituyendo en la ecuacién diferencial:

e¥ o3 (- eX) + 207X =2x + 1
de donde:

6 ¢ X #2x + 1

por lo tanto, la funcibn propuesta no es solucién de la
ecuacifn diferencial.

I.2 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL

Una funcibn £(x, y) es lineal en "y" sipara y=oc,y, +c,y,
se cumple:

£(x, ¢y, + c,¥,) = ¢, £(x, y,) + c,f(x, y,)

Para una funcidn con mis variables, se tiene la siguiente
definicibn de linealidad:

Definicibn: Una ecuacibn diferencial ordinaria de or
den “n" expresada como F(X, y, ¥', ..., y(?)) = 0 es Ii
neal, si y s6lo si F es una funcibn lineal en la varia=
ble dependiente y en sus derivadas.

Ejemplo I.2

Para saber si la ecuacién (8):
my” + hy' + ky = 0

es lineal en "y", se representa por medio de la siguien
te funcibn:

Fi(x,y,¥', ¥°) =my" + hy' + ky = 0

la ecuacibén ser& lineal si se cumple:
F(x,0,y,+ C,¥,,C,y; + C,¥;, €,¥] + C,¥}) = ¢, FX,y,,¥}, ¥}) + C,F(X,¥,,¥},¥})

Verificando la linealidad de la ecuacién:

F(x,c,y, +c,¥,, €Y, +¢,Y;, cly'l’+czy;') =m (cty'l‘-i-czy;) +h (cly;‘i-czy;) +

+k (c,y, +c,y,)

c, (my§ + hy} +ky,) + c,(my; + hy} +ky,)

S F (X, ¥y, ¥)r Y1) + CF(X, ¥,,¥3,Y3)

por lo tanto, la ecuacién (8), es lineal.

Entonces, la ecuacidn:

g%+tsen6=1



es no lineal, dado que sen 6 es una funcidén de la variable de
pendiente no lineal. En cambio, la ecuacidn:

si es lineal, ya que la funcidén no lineal sen t es funcidn
de la variable independiente.

Las siguientes ecuaciones son no lineales:

(y')2 + y sen x = x
yy' + xy = 3x?
y" = 2y' = Lny

la primera por el término (y')2, la segunda por el producto
yy' y la tercera por la funcidn Lny.

En general, la ecuacidn diferencial:.

(n) (n-1)

+ a‘(x)y + ...4-an(x)y =0

F(x,Y,Y‘.---,y("))==a°(x)y

es lineal en "y" y en sus derivadas. Por ello la expresifén
mids general de la ecuacidn diferencial lineal de orden "n"
es la siguiente:

(n-1)

(n)

a,{x)y""" +a,(x)y too0o +a_ (X)y' +a (x)y = Q(x)

esta ecuacidn lineal es de primer grado. En general, toda
ecuacién diferencial lineal es de primer grado. Lo inverso
es falso; no toda ecuacidén diferencial de primer grado es
lineal.

I.2.1 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Con base en la definicidén de ecuacidn diferencial ordina-
ria lineal, descrita anteriormente y cuya forma general es:

(n)

(n-1)

ao(x)y + a1(x)y + .. + an(x)y = Q(x), ao(x) #0

se puede establecer la forma general de la ecuacidén diferen
cial lineal de primer orden, conn = 1, esto es:

a, (x)

- (x)
y' + e Y S ‘§:T§T , ag(x) #0

denominando:
- x - (x)
P(x) = =, % Yy gq(x) = f;-(;)-
entonces:

y' + P(x)y = q(x) cee (14)

Toda ecuacidn diferencial lineal de primer orden, tiene la
forma expresada en la ecuacidn (14).

Para llegar a la definicifn de la ecuacién diferencial ho-
mqgénia y no homogénea se ilustrari por medio del siguiente
ejemplo.
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En el caso (1), la fuerza que mueve al bote act@ia durante
todo el tiempo que dura el movimiento, es decir, existe una
excitacidn permanente en el sistema. En el caso (2), 1la
fuerza que provoca el desplazamiento se aplica instantédnea-
mente y desaparece, es decir, no existe excitacifn permanen
te en el sistema.

El modelo correspondiente al caso (1) es precisamente 1la
ecuacién (16). En el caso (2), el movimiento estd regido por
la segunda ley de Newton, esto es, la resultante F que actQa
sobre el bote, es tan solo la resistencia que presenta el
agua al movimiento, ya que no existe excitacidn permanente en
el sistema:

F =- kv
y por la segunda ley de Newton:
- kv = ma

sustituyendo los valores de "k" y "m" obtenidos para el caso

(1);

-%v=100a

= av .
como a = ac’ entonces:
a_.d: + 161 v=20 eoe (17)

Obsérvese que la finica diferencia entre las ecuaciones

(16) y (17) es el miembro derecho de ambas, ya que en la pri
mera, &ste es diferente de cero, y en la segunda es igual a~
cero; ademds la primera representa un problema con excita-
cidn permanente y la segunda un problema donde la excitacién
no es permanente. Esto conduce a distinguirlas llamindolas
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ecuacibn diferencial ondinaria Lineal no homogénea y ecua-
eibn difernencial ondinaria Lineal homogénea.

En general toda ecuacién diferencial ordinaria lineal de la
forma:

(n) (n-1)

a,(x)y + a,(x)y + eee + an(x)y = q(x)

se llama no homogénea y aquéilas de la forma:

.(n)

ao (x)y (n_l)

+ a,(x)y + o.. + an(x) y=20

son llamadas homogéneas: .

Como las ecuaciones (16) y (17) difieren solamente en el
miembro derecho debido a la excitacibn, pero ambas correspon
den al mismo problema, obsérvese que a partir de la ecuacibn
(16), se obtiene la ecuacibn (17), simplemente eliminando la

excitacién permanente en el sistema. Para distinguir este
hecho a la ecuacidn (17) se le 1llama ecuacifn diferencial ho
mogénea asociada a (16). '

En general toda ecuacién ordinaria lineal de la forma:

(n) (n-1)

a, (x)y + a, (x)y +a (x)y = Q(x)

tiene asociada a ella una ecuacién de la forma:

(n) (n-1)

a, (x)y + a, (x)y + ee. + an(x)y =0

la cual se conoce como ecuacién homogénea asociada.
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1.2.2 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN

Toda ecuacibén diferencial lineal homogénea de primer orden:

g% + P(x)y =0 oo (18)

puede ser resuelta separando las variables e integrando, co-
mo se muestra a continuacién:

%} = - P(x) dx

integrando:
Yoo spx) ax
Y
Lny = - [ P(x)dx + <,
o bien:
y = o JP(x)dx + ¢,
y = c ¢ /BX)dx eeo (19)

la funcién (19) es la solucidn general de la ecuacién homo-
génea (18).

Continuando con el problema planteado en el inciso I.2.1,
se analizari el caso en el que el bote se mueve exclusiva-
mente bajo el efecto de una fuerza impulsiva aplicada en
t =0, cuyo modelo matemitico es la ecuacién diferencial
homogénea (17):

g% + é% v=20

separando las variables:

7=-Wdt

integrando ambos miembros:

an.+c1=-3%t+cz

o bien:

L

Lnv = - €0 t +cy; Cy =C = C

el antilogaritmo en ambos miembros es:

v = ef'é;t + ¢y

v = e'ﬁ't eSs

V=C¢._Wt ceoe (20)

donde ¢ = %,

La funcidn (20) es la solucién general de 1la ecuacién (17).

Si la fuerza impulsiva aplicada al bote en t = 0, proporcio
na una velocidad inicial de 5 m/s, la solucién particular del
problema se obtiene de la solucibn general (20), valuando la
constante arbitraria con la condicién inicial:

v(0) = 5
sustituyendo la velocidad en (20) para t = 0:

s oo et @

de donde:




por lo tanto, la solucidn particular del problema que satis-
face la condicidn inicial dada es:

v="5¢ ®et ee. (21)

y su representacidn grifica es:

4;v(t)

-~

Figura I.7

1.2.3 RESOLUCION DE LA ECUACION NO HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN

Sea la ecuacién lineal no homogénea (14):

g¥ + P(x)y = q(x)
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como ya se demostrd en el inciso anterior, la solucién gene-
ral de la ecuacién homogénea asociada es la expresién (19):

y=c e-fP(x)dx

la solucibn de la ecuacién (14) se forma a partir de la solu
cién de la homogénea asociada, cambiando la constante arbi-—
traria "c" por una funcidén de la variable independiente g(x),
esto es:

y = g(x) e-IP(x)dx

para que esta expresifén sea solucibén de (14) la debe satisfa
cer, por lo tanto para obtener la funcidn g(x) se sustituye
la expresidn anterior en la ecuacién diferencial (14), esto
es:

-fP(x)dx_ng(x) Q-IP(x)dx

A% +P(x)g(x)e-fp(x)dx

-g(x)P(x)e =q(x)

simplificando y despejando la derivada de g(x):

dgd(xx) = q(x) eJ'P(x)dx

integrando:

JP(x)dx

g(x) = /g(x)e dx + ¢

sustituyendo en la solucibn propuesta:

y = g(x)e-IP(x)dx
y = [/q(x)e.fp(xmxdx+c:| o~ /P (x)dx
y = ¢ ¢ /B(XIAx  =/P(x)dx Faxye/PIaxg, o0
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Esta expresibn es la solucibn general de la ecuacibn dife-
rencial no homogénea (14). Como se observa, la solucién
(22) estd formada por la suma de la solucidn general de la
ecuacién diferencial homogénea asociada mis otro término, el
cual se investigari a continuacién.

La solucién (22) se puede representar como:

Y =Yp t Yy

donde:

c Z-IP (x)dx

Yh

es la solucién de la ecuacidén diferencial homogénea asocia-
da, y:

vp = ¢-fP(x)dqu(x)¢IP(x)dxdx

es una solucibn particular de la ecuaciSn no homogénea (14);
porque al sustituirla en &sta, la transforma en una identi-
dad, y ademis no contiene constantes esenciales y arbitra-
rias.

En el inciso anterior, se resolvif el problema planteado
correspondiente al caso en el cual, el movimiento del bote
se debe exclusivamente a una velocidad inicial producida
por una fuerza impulsiva. Se resolveri ahora, el problema
correspondiente al caso en el cual el bote se desplaza por
la fuerza impulsora de su motor, y cuyo modelo matemético
es la ecuacibn lineal no homogénea (16):

A($g§tir de la solucién de la ecuacién homogénea asociada
a :

v=e e‘?%'t

se cambia la constante “c" por una funcién de "t" .y se repre
sentaréd con g(t), con lo cual se obtiene: '

v(t) = g(t)e~T7t e (23)

esta funcidn se propone como solucibn de la ecuacién (16).

Derivando la ecuacién (23):

dv _ _ 1 -drt, dg(t) -gpt
13 go 9(t) ¢ 89 *""g‘t—‘*

??g;ituyendb la solucibn propuesta (23) y su derivada en

1
t,a (t)e-—t t 6

1
- g%g(t) e ®o 50 - + g]-b-g(t) e"s‘% = x5

de donde:

integrando:
fag(t) = %fﬁ'ﬁ‘t at

g(t) = ¢ + 72 e?lé't



esta funcién g(t) es la que permite que la solucién propues
ta (23), sea efectivamente solucifn de la ecuacibén (16), por
lo tanto:

1
v=g(t) 5ot
1
(c + 72 eﬁ't)e'*t

-t
v=ce 60 + 72 ees (24)

<
]

es la solucién general de la ecuacién no homogénea (16).

Como se puede observar de la solucién general (24), en el
lado derecho aparece la suma de dos términos, uno de esos
términos es precisamente la solucibén general de la ecuacibn
diferencial homogénea asociada. Entonces, se representa a
la solucién (24) de la siguiente forma:

vit) = vH(t) + vp(t)

donde:

es la solucibn de la ecuacidn general homogénea asociada y:

vp(t) = 72

es una solucifn particular de la ecuacidén diferencial no ho-
mogénea (16), ya que al sustituirla en dicha ecuacibn, ésta
se satisface.
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I.2.4 EL OPERADOR DIFERENCIAL

En el problema con el cual se inicié este capitulo y cuyo
modelo es:

1 6-
V""ﬁV:? P

o bien:

recordando que é% = D, se tiene:

Dv + gy v = & cen (25)

por otro lado, el operador diferencial D es una transforma-
cidén lineal, es decir:

D(£,(x) + £,(x)) = Df, (x) + D£, (x)

Dag(x) = aDg(x)

En general, cualquier operador de tipo Dn, n=0,1,2,3 ...
es una transformacidén lineal.

Se puede verificar que a,(x)D es también un operador lineal.
En general ao(x)Dn es un operador lineal.

Por otro lado, el dlgebra de transformaciones lineales, de
fine que la suma de dos transformaciones lineales es también
una transformacidn lineal; es decir, dados D2 y D se tiene
que D? + D es un operador lineal.

!

/
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La ecuacidn (16) puede escribirse como:

(P d)vat

También puede expresarse en términos del desplazamiento "x¥,

es decir: \
@€ o+t 48,
dt? 60 daE* " T !

empleando el operador D, se tiene:

2 i _ 6
Dx+€6-Dx--5—

o bien:

(D2+3%-D)x'=-g— A eee (26)

En general, ecuaciones diferenciales lineales de mayor or-
den pueden ser representadas de manera similar, como se ob-
serva en la siguiente ecuacidn:

y''' + 3y'' + 2y = sen x ; Yy = ylx)

su representacifn en términos del operador D es:

(D® + 3D% + 2)y = sen x ees (27)

En las ecuaciones (25), (26) y (27), el operador que actfia
sobre la variable dependiente tiene la apariencia de una ex-
presifn polinomial en D con coeficientes constantes, por lo
que se puede representar como P(D). A este operador se le
1lama operador polinomial. .

i

La siguiente ecuacidn:

x’y"+%y'+y=0;

expresada en términos del operador D, queda:

(x’D’+-%D+1)y=O

en donde:

P(D)=x’Dz+%D+1

En general, una ecuacién diferencial lineal no homogénea de
orden "n", se puede escribir como:

(n) (n-1)

a,(x)y + a,{x)y + ... +a (x)y = Q(x)

o bien:

n-1

LCa, (x)p" +.a,(x)D L +an(x)] y = Q(x)

donde:

n-1

P(D) = a,(x)D" + a, (x)D"" + ... + & (x)

la ecuacién diferencial queda representada simplemente como:

P(D)y = Q(x)



donde los coeficientes aj(x), a, (x),..., a, (x} son fun
ciones continuas en dicho 1ntervalo.

Definicibn:
nadon difenencial 2ineaf de orden "n" en el intervalo

x € [a, b] si puede expresarse en la forma:

P(D) =a, (x)D" + a, (x)D

El operador lineal P(D) serd llamado ope

L a (x); alx) #0 ... (28)

Al verificar que cualquier operador diferencial de la for-
ma (28) es lineal, se tiene:

rISsan ¥1{x), y,(x) dos funciones diferenciables de orden
n:

P(D) [y, x +y,x]=[a, x)0" +a, (x)0"""

+

+

+ooota (0)]JCy, (x) +
Y,(x) ] =
a, (x)D" [y, (x) +y, (x)J+a, GOD™ ™ [y, () + y, 0]+ ..o +

ap (x) [y, (x) + y,(x)]

= Cap D™ v, (x) + ... + a (x)y, (x)]+ [a, (x)D%y, (x) + ... +

+

a (x)y, (x)7]

P(D)y, (x) + P(D)y, (x)

P(D)ay, (x) = [a, (x)D" +a, (x)D™" " + ...+ ay(x)] Loy, (x)]

a, (x)0" [ay, (Ax)j + a, (x)p™"* Loy, (x)] + ... + a (x) [ay, (x)]

aa, (x)D"y, (x) + aa, (ID" 'y (x) + ... 4+ aa_(x)y, (x)

aP(D)y, (x)

por lo tanto el operador diferencial es lineal.

I.3 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL GENERAL

I.3.1 SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION HOMOGENEA

TEOREMA I.1

Cao(x)d™ + a, x)0™ " +... + a,(x)] y=

y sean y (x), y,(X), ... yo{x), "n" soluciones linealmente
independientes ée la ecuacifn, entonces:

Y(x) = c ¥, (x) + c,y,(x) + ... + cpy, (%)

es la solucidn general de dicha ecuacién.

Sea la ecuacibn diferencial lineal, homogénea de orden "n*":

Demostracién:

Sustituyendo la solucidén propuesta en la ecuacién diferen-
cial:

n n-1
(a,D + a,D +teeota) (Cyy+ Coypt .. 4 cnyn) =0
operando:

1
aoDn(cly‘ + c2y2+...+cnyn)+a,nn- (1Y) +C¥, +.eeu + cnyn) + oaee +

+aple,y, +C¥,+ ... +cpyn) =0

de donde:

c, (a0 +a, 0" + ...+ a )y, + ¢, (a,0" +a,0"" 4L+ 8y, + .ee+

+ cn(aol)n +aD" +..+aly =0
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COmO Y,s ¥pr +++ ¥, SON soluciones de
se tiene:

1

n n-
(a,D" + a,D + ee. + an)y‘ =0

-1
(a, 0" + a,p"" +

.

cee + an)yz =0

n n-1
(a,D" + a,D + .ee + an)yn =0

por lo tanto:

€, (0) +c,(0) + ... + ¢, (0) =0

0=0

con esto queda demostrado que y = c,y, + C,¥, + ...,+ Cn¥n

es soluci6n_de la ecuacidn diferencial homogénea. Ademis,
es la solucidén general, porque cualquier solucién particu-
lar de la ecuacidn, puede obtenerse a partir de ella.

Ejemplo I.3

Dada la ecuacibn:

xy'' - (x+3)y' +y=0, x# 0

y dos soluciones de ella:
Yy, =x+3

e* (x? - 4x + 6)

Y

determinar la solucibn general.

la ecuacibn homogénea,

Por el teorema I.l, se ve que para esta ecuacibn de se
gundo orden, se necesitan dos soluciones linealmente in
dependientes.

Una condicién suficiente para que un conjunto de "n"
funciones sea linealmente independientes, es que el
wronskiano de las mismas sea diferente de cero.

En este caso, y,, ¥, est8n definidas para toda x eR.
Determinando el valor del wronskiano para y, Y Y,:

x + 3 eX(x? - 4x + 6)
W(Y1 'Yz) =
1 eX(2x - 4) + X (x? - 4x + 6)
X, 2
x + 3 e™(x® - 4x + 6)
=
1 eX(x? - 2x + 2)

= eX(x+3) (x2 - 2x +2) - eX(x2 - 4x+6) = ¢

w(eryz)¢ot ¥ x#0

Por lotantoy, =x+3 y y, = e®(x% - 4x + 6) son
linealmente independientes y en consecuencia: .

y(x) = ¢, (x + 3) + ceX(x? - 4x + 6)

es la solucibn general de la ecuacibén propuesta.

*x



Ejemplo I.4

Sea la ecuacibn:

y" + (tg x - 2 cot x)y' =0

y dos soluciones de ella:

¥, (x) = sen® x

y,(x) = sen x - %% sen 3x
Para formar la solucibn general con estas soluciones,
habré que demostrar que y,(x) y y,(x) son linealmente
independientes.
Para determinar la independencia lineal de Y, YY, se
utilizard, en lugar del wronskiano, la definicién de
funciones linealmente independientes.

La combinacibn lineal de y, y y, igualada a cero es:
c,y,(x) + czyz(x) = 0

considerando ¢, # 0

se tiene:

c,y,(x) ¢, (sen? x)
Yy, (x}

sen x-%— sen 3x

como sen 3x = sen (2x + x)
se tiene:

3 cos? x sen x - sen?® x,

c,sen? x c,sen? x

Cy == = - = -

1 - cos? x+% sen?® x sen? x + —3_1 sen? x

= -

3
T %

S _

Y S
=T

por lo tanto existen escalares ¢, y ¢, diferentes de ce
ro tales que:

c,y,(x) +c,y,(x) =0

donde y; y y, son linealmente dependientes, y con ellas
no se puede ' formar la solucibn general de la ecuacién
diferencial dada.

I.3.2 SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION NO HOMOGENEA

La solucibn general de una ecuacién no homogénea se puede
establecer en el teorema I.3, que se estudiari mids adelante.

TEOREMA 1.2

Si y,(x) y y,(x) son dos soluciones de la ecuacién diferen
cial lineal nod homogénea:

P(D)y(x) = q(x) eee (29)

entonces la diferencia y, (x) - y,(x) es solucidén de la ecua
cién homogénea asociada a (29).

Demostracién:

Como y, (x) y y,(x) son soluciones de la ecuacién no homogé
nea, se tiene: :

P(D)y, (x) = a(x)

P(D)y, (x) = q(x)

25
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restando:

P(D)y, (x) - P(D)y, (x) = q(x) - qg(x)
P(D) [y, (x) -y, (x)]=0 <. (30)

con lo cual queda demostrado que y,(x) - y,(x) es solucién
de la ecuacidn homogénea asociada a (29).

Este teorema interviene en la demostracién del teorema I.3,
el cual es muy importante para establecer la forma de la so-

lucién general de una ecuacién diferencial lineal no homogé-
nea.

TEOREMA 1.3

Cualquier solucién de una ecuacidn lineal no homogénea de
orden "n": '

P(D)y(x) = q(x)
puede expresarse como:
y(x) =yp(x) tey, (%) + ey, (x) ... 4oy (k) ... (31)

donde y, (x), y,(x), ..., y, (x) son "n” soluciones linealmen
te independientes de la ecuacién homogénea asociada, y
yp(x) es una solucién de la ecuacién no homogénea.

Demostracidn:

Como y(x) y yp(x) son soluciones de la ecuacidn lineal no

homogénea, entonces, con base en el teorema I.2, la diferen-

cia y(x) - Yp(x) es solucién de la ecuacién homogénea asocia
da, esto es:

P(D) [y(x) - yp(x)]=0

pero de (31):
y(x)-yp(x) = €Y, (X) + ¢y, (X) +... + cpy (x) ... (32)

entonces:
P(D) [e,y,(x) + c,y,(x) + ... + cnyn(x)j =0

con lo cual queda demostrado el teorema.

En el teorema 1.3, la combinacidén lineal de las soluciones
Y, (x), y,(x), ..., yn(x) es la solucidn general de la ecua-
ci6n homogénea asociada, y se representa con yy (x):

yp(x) = c,y,(x) +c,y,(x) + ... + cpy (x) ees (33)

Al demostrar que la expresidén (31) representa la forma de
cualquier solucifn de la ecuacién lineal no homogénea de or-
den "n", significa que es precisamente la forma de la solu-
cién general, la cual se puede representar como:

y(x) = yg(x) + yp(X) oo (34)

A la solucidn yy(x) se le llama 4o0lucibén homogénea o s0lu-
cibn complementaria.

La secuencia para obtener la solucidn general de una ecua-
cidn lineal no homogénea se describe a continuacién:

A. Encontrar la solucién general yp(x) de la ecuacién ho-
mogénea asociada P(D)y = 0.

B. Encontrar una solucibn particular. Varios autores con

' cuerdan en que se puede prestar a confusidén el utili-
zar el término soLucidn particulan para referirse a y,,
ya que puede aludir a una solucién que satisfaga condi-
ciones iniciales preestablecidas. Estrictamente Yp es

una solucién cualquiera de P(D)y = q(x).



C. Sumar las soluciones Yp ¥ ¥y obtenidas.

El 'término gq(x) puede ser complicado; sin embargo, en el
caso de que se represente como una suma finita de funciones
mds simples, se puede aprovechar 1la linealidad del problema,
y entonces resolver la ecuacién mediante la solucibn de ca-
sos mds simples:

sea por ejemplo una ecuacidn en donde g(x) = q,(x) + g, (x):

P(D)y = g(x) = ql(x) + g, (x) eee (35)

obteniendo la solucidn particular Yp (x) de la ecuaciébn:
1

P(D)y = q, (x)

y tambi&n la solucidn particular yp (x) de la ecuacibn:

2

P(Dy = q, (x)

entonces yp(x) =¥y (x) + yp (x) es la solucidn particular

de (35). Esta conclusisn sezpuede comprobar de la siguien-
te forma:

POy, = gq,(x)

Y P(D)yp = qz(x)
2

sumando:

p(D)(ypl + ypz) = ql(x) + q,(x) = q(x)

por lo tanto yé +y es la solucién particular de la ecua
1

cién (3S5). P2

El principio que se aplic6é para resolver el caso descrito,
es conocido como principio de superposicién y es de gran uti
lidad en matemiticas.

Finalmente, la forma de 1a solucifn general representada en
(34), es la generalizaci6én de lo que se determind en el caso
de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de pri
mer orden.

1.3.3 EL PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE VALORES EN LA
FRONTERA

Sea 1la ecuacifn lineal planteada en el ejemplo I.3:
xy"" (x+3) +y=0 se e (36)

y dos soluciones de ella:

x + 3

y, (x)

eX(x2 - 4x + 6)

Y, (x)

como las dos soluciones son linealmente independientes, la
solucién general de la ecuacién diferencial es:

y(x) = c,(x + 3) + c,e¥(x? - 4x + 6) eee (37)

Para obtener una solucibn particular de la ecuacién diferen
cial, es necesario valuar las constantes que aparecen en la
solucién general; el n(imero de ellas nos hace pensar en esta
blecer dos ecuaciones algebraicas cuyas incégnitas sean las
constantes ¢; Y C,. '
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Si por ejemplo, para la ecuacifn (36) se pide determinar la
solucién que satisface las condiciones:

y(1) =0 ; y'(1) =1

por medio de &stas y de la solucién general se pueden esta-
blecer las dos ecuaciones requeridas. La pr1mera condicién

se sustituye en la expresifén (37) con el siguiente resulta-
o:

0 = 4cl + 3202 ee (38)

para sustituir la segunda condicién es necesario derivar 1la
solucién general, esto es:

y'(x) = ¢, +c,eX(x? - 2x + 2)

en la expresién anterior se sustituye la condicién y'(1) =
con el siguiente resultado:

1=oc + ec, ven (39)

Resolviendo para c, y ¢, el sistema de ecuaciones algebrai-
cas formado por (38) y (39), se tiene:

c, =-3
C2='%'

Entonces la solucidn particular que satisface las condicio-
nes dadas es: .

v (%) =% eX(x2 - 4x + 6) - 3(3 + x)

Para obtener la solucidn particular de una ecuacidn diferen
cial de primer orden es necesario contar con una condicién.”
En el presente caso, dado que la ecuacidn diferencial es de
segundo orden, se requiere de dos condiciones.

Si se quiere obtener una solucifn particular de una ecuacién
diferencial de orden "n", entonces como la solucibn general
contiene "n" constantes arbitrarias, el problema se reduce a
determinar los valores de dichas constantes.

Los valores de las constantes se pueden asignar arbitraria-
mente, pero si la solucidn particular buscada debe satisfa-
cer determinadas condiciones iniciales del problema, enton-
ces para determinar las "n" constantes, se requieren "n" con
diciones.

Un problema de condiciones iniciales modelado por una ecua-
cibn diferencial de primer orden, queda representado de 1la
siguiente forma:

y' = £(x,y)
y(xe) = ¥,

si el modelo es una ecuacidén de segundo orden su representa-
cién es:

y'' = £(x,y,¥")

y{xe) =y,

y'(xg) = y5
y en general, si el modelo del problema de condiciones ini-
ciales es una ecuacidn diferencial de orden “n", su represen

tacibn es:

(n) (n-1) )

Y = £(X,YeY' 4 seer ¥
y(x,;) = ¥,
y' (x,) = Y'o

1) () = g B0

En todos los casos las condiciones impuestas estfin dadas pa
ra el mismo valor x, de la variable independiente, es por es
to que se les llama cond&c&oneé Aniciales.



Considerando nuevamente como ejemplo la ecuacibén diferencial
(36), pero ahora se determinard la solucifn particular que sa
tisface las condiciones:

y(l) = 0
y(2) =1

Dado que la solucidén general de (36) contiene dos constantes
arbitrarias, la solucién particular correspondiente se obtie
ne valuando dichas constantes esenciales.

Sustituyendo en la solucidn general:

y(x) = c,(x + 3) + ce*(x? - 4x + 6)
las dos condiciones dadas, se tiene, con la primera y(l1l) = O:
0 = 4c, + 3ec, ... (40)

con la segunda, y(2) =-1:

1 = 5S¢, + 2e%c, ' cee (41)

Resolviendo para ¢, y c, el sistema de ecuaciones (40) y
(41) se tiene:

3
15 - B8e

[}

Sy

_ - 4
€2 ¥ T15¢ - Be?

por lo tanto la solucifn buscada es:

X
y(x) = g2 (x + 3) = qeAfaer (x* - 4x + 6)

Se observa que también en este caso se requiere de dos con-
diciones para establecer la solucién particular, pero que a
diferencia de las condiciones usadas en el primer caso, &és-
tas estdn dadas para dos valores diferentes de la variable
independiente:

En las aplicaciones, estos dos valores representan los ex-
tremos del problema en estudio y por tal razén se les cono-
ce como puntos frontera; de ahi que los valores que adopta
la variable dependiente en dichos extremos se conozcan con
el nombre de valores en La {rontena o condiciones de §ronte
na. Para el caso en cuestidn, las condiciones de frontera
son:

y(d) =0 Y y(2) =1

En realidad, el término condiciones de frontera es mis ge-
neral, ya que si bien es cierto que la variable dependiente
es la incbgnita, esto no quiere decir que siempre sea posi-
ble medir su valor en los puntos frontera, por tal motivo,
en algunas ocasiones resulta mids ficil conocer la primera
derivada de la variable dependiente, de modo que las condi-
ciones de frontera pueden ser los valores de &sta en los
puntos frontera. Asi para este caso, unas nuevas condicio-
nes de frontera pueden ser por ejemplo:

y'(1) =1 ; y'(2) = ¢

En general un valor en la frontera es el valor que adopta
en dicho punto la variable dependiente y/o sus derivadas.

Las condiciones en un problema, ya sean iniciales o de fron

tera, permiten evaluar las constantes esenciales y arbitra-
rias de la solucidén general.
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I.4 RESOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE COEFICI
ENTES CONSTANTES

En el inciso I.2,3, de este capitulo, se determind que la
ecuacién diferencial lineal de primer orden:
y' + p(x)y = q(x)

tiene como solucidn general a la funcién:

y = a'IP(X)dx [ q(x)efp(x.)dx + C] :

la cual fue obtenida siguiendo un método analitico llamado

variacibn de pardmeirnos. Para el caso de ecuaciones dife-

renciales lineales de orden “n", existe una teoria general
para determinar su solucidn.

En los incisos siguientes, 1.4.1, 1.4.2 y I.4.3, se estu-
diarin este tipo de ecuaciones y en especial el caso en
que los coeficientes son constantes. Esto se representa
frecuentemente en ingenieria y de ahi la importancia de es
tudiarlo con mayor detalle.

I.4.1 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA

Sea la siguiente ecuacidén diferencial lineal homogénea de
segundo orden y coeficientes constantes:

y'* +ay' +by =20 .. (42)

La solucidn general de esta ecuacidn es de la forma:

y{x) = ¢,¥,(x) + c,y, (x)

donde y, (x) y y, (x) son soluciones de la ecuac¢ién (42) 1i-
nealmente independientes.

Con el objeto de obtener las soluciones y, (x) y y, (x), se
hari referencia, primero a la siguiente ecuacién diferen-
cial de primer orden:

y' + Ay =0 , A = cte.

la cual tiene como solucibn general a la funcidn:

y(x) = c e 2%

Como se observa, la solucidn de la ecuacién diferencial 1i-
neal de primer orden homogénea con coeficientes constantes
es de tipo exponencial. Este tipo de solucidén también se
presenta en la ecuacién de segundo orden.

Si y(x) = ekx es solucidn de (42); entonces debe satisfa-
cer a dicha ecuacidén. Sustituyendo en ella se tiene:

(A2 + ax + bje*¥ =0
ya que ¢Ax # 0, entonces esta ecuacidn solamente se satisfa
ce si:

A2 +ax+b=0 ee. (43)

por lo tanto y(x) = M es solucién de la ecuacidn diferen-
cial lineal y'' + ay'' + by = 0, si A es solucifn de la ecua

cibn:
A2 +ar+b=0
La ecuacidn (43) tiene dos soluciones:
A y A,
con ellas se obtienen las dos soluciones de la ecuacién (42):
Apx

A x

y,(x) = e ’ y,(x) =e

las cuales son linealmente independientes si A, # A,.



Por lo tanto, la solucidn general de la ecuacién (42) es:

_ A, x A,x
y(x) = c,e"17 + c,e"2

siempre y cuando A, # A,

En general, dada la ecuacidén lineal ﬁomogénea de orden "n"

Y(n) + aly(n-l) +.oee + any =0 ee e (44)

donde a;, a, ..., a son constantes reales, la funcién

y=e x’ donde A es en general un nfimero complejo, es una so-
lucidn de ella si se cumple que:

1 Ax

" +a, 0"+ . ra) =0 ;... 4s)

aplicando el operador a la funcién ekx, la ecuacidn queda:

0%+ an™t e ova) 2o Ll wE)

Ax . . .
Dado que ¢"" es siempre diferente de cero, se tiene que:

n n-1 .
AT+ ad + ... +a =0 ceo (47)

de lo anterior, se concluye que y = eAx es solucidn de la
ecuacidén (44), si A es una raiz de la ecuacién (47).

La ecuacidn (47) se conoce como ecuacidn caractenfstica de
la ecuacifn diferencial (44). Obsérvese el miembro izquier-
do de la ecuacifn caracteristica, se puede formar a partir
del polinomio P(D), simplemente cambiando D por A por 1lo
tanto la ecuacidn caracteristica es P(A) = 0. La ecuacién
(47) tiene "n" raices; con éstas se forman las "n" funciones:
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cada una de las cuales es solucidn de la ecuacidén (44).

Por el teorema fundamental del 4dlgebra, la ecuacién (46)
puede factorizarse quedando representada de la siguiente
forma:

A =200 =-2,) oo A -2ame* =0

donde A, A,, ... A_ son las "n" raices de (47).

n

De manera anidloga, la ecuacidn (45), puede expresarse en
forma factorizada:

(D=2, =12,) ... (D-2n)e* =0 ... 48)

Esta factorizacidn del operador diferencial con coeficien-
tes constantes serd de suma utilidad posteriormente, Qe mo-
mento sirve para establecer que cada una de las soluciones’

clel‘x, c,exzx, vees cneknx de la ecuacién diferencial (44),
es a su vez solucidn general de la ecuacidn difgrenc1a1 de
primer orden que resulta de aplicar a una funcién "y" el fac

tor (D < Aj) correspondiente , es decir y = ciexix es solu-

cién general de la ecuacidn diferencial (D - Aj)y = 0, para
i=1l, 2, ..., n.

Por Giltimo, las raices de la ecuacidn caracteristica pueden
ser reales o complejas, diferentes e iguales. En cada caso,
la estructura de la solucidn general tiene una forma caracte
ristica. A continuacidn se analiza en detalle cada uno de
estos casos.

CASO A. RAICES REALES DISTINTAS

Si las raices A;, A,, ..., An de la ecuacidn caracteristi-

ci son ;n" nimeros reales distintos entre si, entonces

X b 4 Anx 1s .

e"1%, 2%, ..., ¢"8" son "n" diferentes soluciones de (44).
Ademis se dgmuestra (calculando el wronskiano correspondien-
te o a través de la ecuacién de dependencia lineal) que es-

tas "n" soluciones son linealmente independientes, de manera

que con base en el teorema I.1, 1la solucién general de (44)
estd dada por:
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Mx o c2¢lzx oau + cneknx de no interrumpir posteriormente el desarrollo matemédtico,

Y =c,e se demostrard que:

ey = M2 p - yky ce. (49)
Ejemplo I.S

La demostracibén consiste en derivar sucesivamente el pro-

Para determinar la solucién general de la siguiente ecua ducto de funciones, esto es:

cibn:
y''r -yt = 2y' =0 . DC-Ax’u = e-kx(n - Au
se representa &sta en t&rminos del operador diferen- p? ¢ M.y=e ™M (p2 - 20p + A2)u= e M (p-a) 2y
cial: .
(D? - D* - 2D)y = 0 .
la ecuacién caracteristica es: pXe M.y = M (p - 0Ky
Ad=-A2-22 =0 En el caso de que una de las raices de la ecuacibn caracte-
ristica (A,) sea de multiplicidad "k", dicha ecuacibn tiene
la forma:
o bien, en forma factorizada:
AL+ 1A -2) =0 (- 20XM = a0 con (0 - Mg et =0
de donde: Como se sefiald anteriormente, la solucibn general de (44)
es una combinacifn lineal de las soluciones de las ecuacio-
Ay =0, =-1, 2 =2 nes diferenciales, generadas a partir de cada uno de los fac

tores en que se descompone el operador diferencial P(D). En
este caso tales ecuaciones son:

por lo tanto, la solucibén general de la ecuacibn es:

- (D - 2)ky =0
Yy =c, +ce *+ cye?*
(D-2,)y=20
D - A =0
CASO B. RAICES REALES REPETIDAS ( n"k+l)y
En el andlisis de este caso se hace uso de la f6érmula para asi que la solucibn general buscada estd dada por:

el cllculo de la derivada k-ésima del producto de la funcién
exponencial ¢ ** por alguna otra funcién u(x). Con objeto Y = ulx) + gy e 2% + ... + cpetakhi¥ ees (50)



donde ck+’ekzx, ooy cneln’k+lx son las soluciones genera-
les de las ecuaciones de primer orden:

(D~-2A)y=20, ..., (D~ An-k-x)y = 0, respectivamente y
u(x) es la solucién general de la ecuacidn lineal de orden
llkn=

- rpFu =0 .e. (51)

El problema se reduce a determinar esta funcién u(x) que sa
tisface a la ecuacién (51). Multiplicando ambos miembros de

dicha ecuacién por e *1%;
eM%Xp - apku =0

esta ecuacidén puede escribirse de la forma:

y bastari con integrar sucesivamente esta ecuacidén para ob-
tener la funcién u(x):

pElemMiXey - c,
pX 2 MiXey = c,x + c,
peM¥oy = ey 4 o xK T L Cke
TMXy = c,xk-I + czxk-z+ cee F O X * O
despejéndo u:
u = (clxk'l + czxk P+ Cp— X + ck)e)‘lx

sustituyendo "u" en la expresidén (50) se obtiene:

S S TP ISP PN PLIL

Azx Ap- +X
+ opp,e 2%+ oL+ cpe’nk

que es la solucifn general de la ecuacién diferencial lineal
homogénea (44), en el caso de que una de las raices (A,) de
la ecuacifn caracteristica sea de multiplicidad "k". Si 1a
ecuacidn caracteristica tiene raices mialtiples, cada una de
ellas tiene una contribucidén semejante en la solucién gene-
ral, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo I.6

Sea la ecuacibdn diferencial:

yllv - 4yll - 3Y' + 18y= 0
La ecuacibn caracteristica correspondiente es:
A - 4x2 -3x+18=0,

cuyas raices son:

por lo tanto, la solucién general de la ecuacidén dife-
rencial es:

y = (e1x + Cz)€3x + c;e'zx

Ejemplo I.7

Dada la ecuacidn diferencial:

(D® + 2D% - 2Dp? - DY)y = 0
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Para obtener la solucidn general, se establece primero
la ecuacibdn caracteristica:

A8+ 205 - 22% - 22 =0,
las raices son:
Al=}\2=0,

con estas ralces, la solucibn general es:

Yy = (e,x + ¢,)e® + ce¥ + (c,x% + cgx + cgle™¥
O sea:

X 2 -X
c,x +¢c, +cye” + (e,x° + c,x + cgle

~
1]

CASO C. RAICES COMPLEJAS

Si alguna de las raices de la ecuacidn caracteristica (47)
es el nimero complejo a + bi, entonces el complejo conjugado
a - bi serd también raiz de acuerdo con la teorfa de ecuacio

nes polinomiales. La parte de la solucién general de (44)
correspondiente a este par de raices es:

klz(a+bi)x+ kze(a-bi)x ees (52)

donde k, y k, son constantes arbitrarias.

Sin embargo, es conveniente expresar las soluciones mencio
nadas en términos de funciones reales. La teoria de varia-
ble compleja nos proporciona el medio para lograrlo, utili-
zando la férmula de Euler:

La expresidn (52) puede escribirse, empleando esta f£6rmu-
la:

k e(a+bi)x + kze(a-bi)x - k,eaxeblx + ke

ax _-bi
. X, bix

= eax(klebix + kze—bix)

e®* [k, (cos bx + isen bx) +

+ k, (cos bx - isen bx) 7]

e®*[(k, + k,)cosbx + i(k, -k,)sen bx]

n

= 3% (clcos bx + c,sen bx)

donde:

cl = kl + kz Y Cy, = i(kl - kz)

Por otra parte, cualquier raiz compleja a + bi de la ecua-
cidn caracteristica puede tener una multiplicidad "k"; 1o
que implica la existencia de la raiz conjugada a - bi, tam-
bién con multiplicidad "k". En este caso la solucidén gene-
ral de la ecuacidn diferencial incluye 2k términos lineal-—
mente independientes, los cuales, combinando los resultados
de los casos (A) y (B) presentan la estructura siguiente:

2

-1
Cle, + epx + cx* +...+ ckxk )sen bx +

k-1 ax
+ (Ck4y + CkypX + Cp X2+ ... +CypX )cos bx Je

Ejemplo I.8

Dada la ecuacién diferencial:
y''' +y'" + 4y + 4y =0

la ecuacidn caracteristica correspondiente es:

AP+ AT+ ar+4=0



y sus raices son:

A, =-1

4
»
|

=2i=0+ 2i

>
n

-2i =0 - 2i

por lo tanto, la solucibn general es:

- °
y =c,¢e X4 (c,sen 2x + cjcos 2x) e x

O sea:

-x
y = c,e 7 + ¢c,sen 2x + c,cos 2x

Ejemplo I.9
Dada la ecuacibdn:

(D° - 9D* + 34D*® -~ 66D® + 65D - 25)y = 0
la ecuacidn caracteristica es:

A5 - 9A% + 34A% - 66A% + 651 - 25 =0

factorizando:

|
o
~

(A = 1) (A% - 4x +.5)% =
sus raices son:
Ay=1, Ay=Ag=2+1i, A, =A;=2-1i

por lo que la solucidn general de la ecuacién diferen-
cial es:

2%
y = c,e® + [ (c, + c,x)senx + (c, + cgx)cos x e

I.4.2 EL METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

En el inciso anterior se estudid la resolucién de las ecua
ciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes
constantes. En el presente inciso se estudiari un método u-
tilizado para obtener la solucién particular de una ecuacién
diferencial no homogénea.

Sea la ecuacidn diferencial lineal de coeficientes constan
tes:

y'' o+ 2y + y = 2x + 3 eee (53)
Para determinar su solucién general, se procederd a trans
formarla en una ecuacién diferencial homogénea. Para esto
se deberd anular el miembro derecho de la ecuacidn (53).

En términos del operador diferencial, la ecuacién queda re
presentada como: -

(D2 + 2D + 1)y = 2% + 3

aplicando en ambos miembros el operador D?:

D2(D? + 2D + 1)y = 0

0 sea:

y(lv) +2ylll +yll =0

la ecuacidn diferencial resultd de cuarto orden Yy su solu-
cidn general es:

y(x) = c,e™ + c,xe™* + ¢ yx + ¢, ... (54)

ademds, la solucién de la ecuacidén diferencial homogénea aso
ciada a (53) es: -

Yo(x) = c,e* + c,xe”* .e. (55)
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la solucién general de (53) es de la forma:
Yy =yo + Yp ..o (56)

sustituyendo las soluciones (S4) y (55) en (56):

-X -X

_ -X
Cle + sze + C,X + C“ =c,e

-X
X + coxe T 4y

de donde:

Yy = €% + ¢, eee (57)

P

C; Y ¢, son constantes a las que se denomina coedicientes
de La 40fucibn parnticulan Yp-

c, deben de tenef un valor tal que y_ satisfaga a la
ecuac18n (53). P
Sustituyendo yp en la ecuacién no homogénea (53):

2c3 + c,x + e, = 2x + 3

esto es:

C.x + (2cs +c,) =2x + 3

igualando coeficientes:

1
w

an +c,

cy = 2

por lo tanto:

entonces Yp = 2x - 1 y la solucidn general de la ecuaciédn
diferencial (53) es:

y e X4 czxe._x + 2x - 1

]
6<
+
-
n
J)

Del problema anterior se obtuvieron dos resultados fundamen
tales, a saber:

1. Un operador P, (D), en este caso D?, tal que al operar
sobre ambos mlembros de la ecuacidn gener6 una ecua-
cidén homogénea.

2. La solucidn de la ecuacidén homogénea resultante, en
este caso de cuarto orden, permitid obtener la forma
de la solucidn particular de la ecuacidén original.

Sin embargo, cabe preguntarse si toda ecuacién diferencial

de 1a forma (D" + a,Dn-1 + ... + ay)y = g(x) admite un opera
dor P, (D) que genere a partir de ella, una ecuacién homogé~
nea, esto es, un operador diferencial de la forma

" + len Vel + bp, que aplicado al segundo miembro
g(x) de la ecuacién no homogénea, lo anule:

n-1

" + b,d" + ... +b)gx) =0 ... (58)

Para responder a la pregunta se tiene presente que la ecua-
cidén es diferencial lineal homogénea de coeficientes constan
tes, la cual, evidentemente no se satisface para cualquier’
funcién de "x". Esto quiere decir que no cualquier funcidén
de "x" se anula al ser afectada por el operador P, (D), sino
que exclusivamente aquellas que son soluciones de la ecua-
cidn. .

De lo anterior se deduce, para que una funcién gq(x) dada,
pueda ser anulada por alglin operador diferencial lineal, es
indispensable que dicha funcidn sea solucidén de alguna ecua-
cibén diferencial lineal homogénea.

El operador diferencial capaz de anular el segundo miembro
de una ecuacifn diferencial no homogénea, se denomina anufa-
don o aniquiladon.



En el inciso I.4.1, se obtuvieron las funciones que repre-
sentan la solucifn general de una ecuacién diferencial 1li-
neal como la (58), de acuerdo a la naturaleza de las raices
de su ecuacién caracteristica.

Teniendo en cuenta los tres casos que al respecto pueden pre
sentarse, las soluciones de tales ecuaciones son siempre fun-
ciones del tipo:

xKAx k20, kKEN, 1AER
x5¢®sen bx k> 0, k €N, a€mR, bER
xkeaxcos bx k>0, k € N, a €R, b €R

y la suma algebraica de ellas. Por lo tanto se puede asegu-
rar que solamente este tipo de funciones son anuladas por
operadores lineales.

Para obtener un operador P, (D) apropiado que anule a una
funcibén g(x) dada, se requiére determinar la ecuacién homo
génea, de la cual la funcidn gq(x) es solucidn.

Se determinaridn a continuacidén los operadores aniquiladores
de algunas funciones de uso frecuente.

Considerando primeramente la funcidn q(x)::xk-l. La fun-
cién propuesta equivale a xk-'e°x y este tipo de funcién es
la solucidén de una ecuacidn homogénea, cuya ecuacidn carac-
teristica tiene una raiz A=0, y de multiplicidad "k" (caso
B). Como la raiz miiltiple es A = 0, un operador diferen-
cial anulador es:

(> - 0)¥ = p¥

se verifica que:

Dk xk-l
siempre y cuando k - 1 > 0.

Considerando el caso en que q({x) = exlx, esta funcidén es so-
lucién de una ecuacidén lineal de primer orden, cuya ecuacidn
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caracteristica tiene por raiz A = A,. El anulador de esta
funcién es por lo tanto (D - A,;), lo cual puede verificarse f4
cilmente, aplicando el aniquilador a la funcién:

(D - A )eM® = a, ¥ oy M X o

Finalmente, analizando el caso de una combinacidén lineal de
"n" funciones como la siguiente:

A,x A

A x X
= 1
q(x) c,e + c,e + ...+ ce n

ésta corresponde a la solucién general de una ecuacibn di-
ferencial lineal homogénea de orden "n"; el operador ani-
quilador correspondiente es entonces, un operador de orden
"n", el cual usando la representacidn factorizada es:

(D= A, (D = X,) +o. (D= 1)

Los resultados anteriores y otros, se presentan en la tabla
siguiente, a fin de que sirvan como auxiliares en la determi
nacidén del operador aniquilador.

q (x) ANULADOR
xk-n Dk
3 (D - a)
xk-lcax (D - a)k
cos bx 6 sen bx (D? + b?)
x*"lcos bx 6 x*"'sen bx (0? + p1)k
¢ cos bx 6 ¢**sen bx D2~ 2aD + (a? + b?)
x*71e®cos bx 6 x*"'e®*gen bx [p? - 2ap + (a? + b?)]] k

Tabla I.1

Los ejemplos siguientes muestran el método completo de coe-
ficientes indeterminados.
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Ejemplo I.10 se obtiene:

Sea la siguiente ecuacién diferencial:

X 2X

¥p = c xe " + ¢ xe”
y'. + 3y' + ZY = Q-x + e-zx

donde c, y ¢, son los coeficientes a determinar.

la solucibn general de la ecuacidn es de la forma:
Sustituyendo yp en la ecuacién original, se obtiene la

y=yc+ Yp siguiente identidad:
-x -2% -X -2X
: c,e T - c,e e T +e
la solucibn de la ecuacién homogénea asociada es: s 4 -
- - de donde:
Yo = cie ¢ + cpet¥
c, =1 y -e, =1
Dado que g(x) = ¢ ¥ + ¢ ?* es solucibn de una ecuacién
diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes, 1 .
el operador aniquilador existe y se puede determinar: - por lo tanto:
y. = xe X - xe ¥
como q(x) estd formada con las rafices A, = - 1, X, =~2, P

se tiene que:
y entonces la solucién general de la ecuacién original
P,(d) = (D + 1)(D + 2) es:

es el aniquilador correspondiente. =c.e® b 4 oxe ¥ - ge ¥
Aplicando P, (D) a la ecuacién diferencial:

Ejemplo I.11
(D+ 1)(D+ 2)(D? + 3D+ 2)y =0
En la ecuacidn diferencial:

resolviendo esta filtima ecuacibn homogénea:

y' +2y=x+1+ xe®
-X

y=ce ¥+ e ?* & cyxe™ + cuxe

.

la anulacibdn del término x + 1, se logra aplicando el
como: operador D? a la ecuacibn:
x

= +
Y=Y T Y¥p D2(D + 2)y = xe



La funcién xe® es solucién de (D - 1)2y = 0, por lo que

el aniquilador de xe* es (D - 1)2. aplicando (D - 1)2
a la ecuacidn no homogénea, se tiene:

D3(D - )%(D + 2)y =0
la solucidn de esta ecuacién homogénea es:
2x

X . X -
Yy =¢, + ¢c,x + cye” + c,xe" + Ccge

Como la solucifén de la ecuacibén homogénea asociada a
la original es:

Yo = Cse

entonces:

x x
Yp = €, + C,x + ¢3¢ + cuxe

sustituyendo Yp en la ecuacidn original:

yé + 2yp =x + 1+ xe¥

x
c, +c3ex+c,‘xex+c“ex+ 2c,+ 2c2x+2caex+ 2c,.xex=x+ 1+ xe

simplificando:

2¢, +c, + e¥(3c; +cy) +xe¥(3c,) +2c,x = x + 1 + xe*

donde:
2c; t ¢, =1 ; c, = 1/2
3¢y +¢c,=0 ; ¢, =1/3

3¢, =1 c, = 1/4

-

2c, =1 c; =-1/9

-

por lo tanto la solucibn general de la ecuacibén no homo-
génea es:

1
y=yc+yp=cse +T+T'—g—+—3—-

Ejemplo I,.12
Sea la ecuacibn:

y'' + 2y' +y = sen x

El operador aniquilador de la funcidn senx es:
P, (D) = (D® + 1)

aplicédndolo a la ecuacibn diferencial:

(D2 + 1)(D2 + 2D + 1)y = (D? + 1)sen x = 0

(D* 4+ 2D + 2D%2 + 2D + 1)y = 0

Esta ecuacibn diferencial lineal es homogénea de cuar
to orden y su solucibén general es:

y =c,e * + c,xe * + c,cos x + c,sen x
ya que la solucibén de la ecuacibn homogénea asociada es:

_ -x -X
Yo = c,e. + c,xe
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entonces:

¥y, = C,C08 x + c,sen X

P
donde c,; y ¢, son coeficientes a determinar.

Sustituyendo y_ en la ecuacién diferencial no homogé-
nea:

2c,cos X - 2cysen X = sen X

de donde:

2¢c, = 0 y -2,=1

entonces, los coeficientes son:

c, =0 % c, = - 1/2

por lo tanto:

= = 1/2 cos x
Yp /

y la solucibén general de la ecuacién diferencial es:

X 4 czxe-x - -%- cos x

y=g¢

I.4.3 EL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de coeficientes indeterminados es muy utilizado
en la resolucidén de ecuaciones diferenciales lineales, no

es un método general, ya que existen muchas ecuaciones pa-
ra las cuales el mé&todo no es aplicable. Esta limitacién
radica en el problema de obtener el operador aniquilador
para cualquier funcidén g(x), asi como en el tipo de coefi-
cientes de la ecuaciédn.

Algunas ecuaciones para las cuales no es aplicable el mé-
todo de coeficientes indeterminados, son por ejemplo las si
guientes:

a) y'' + 2y' +y=tan x
1

b) y' +ys= xZ

c) y'' +2y =1ILnx

d) y'' + 2xy' + y = sen x

Un método general que también sirve para resolver aquellas
ecuaciones en donde el método de coeficientes indetermina-
dos no es aplicable, es el de variacidn de parametros. Es-
te método se desarrolld para determinar la solucidn de 1la
ecuacién diferencial de primer orden, en el inciso I.2.3,
ahora se generalizard para la ecuacidén de orden "n". ‘

Considérese la siguiente ecuacidén diferencial lineal:

y'' +ay' +a,y = q(x) ees (59)

la solucidn general de la ecuacidn homogénea asociada es:

Yo = 6, ¥, * ¢y,



TEOREMA I.4

Si y, Y y, son dos soluciones linealmente independientes de
la ecuacién homogénea asociada a la ecuacidén no homogénea:

y'' +a,y' +a,y = qlx)

entonces la solucidn particular de la ecuacién no homogénea
es:

yp = u(x)y, + vix)y, ... (60)

donde la primera derivada de u(x) y v(x) satisface el siste
ma de ecuaciones:

Y, Y, u' (x) 0

y; v, || Vv'x) q(x) ee. (61)

Demostracidn:

Derivando yp:
Yp = ulx)y) + vixly;, + u'(x)y, + v'(x)y,
considerando la primera ecuacidén del sistema (61):
u'(x)y, +v'(x)y, =0
entonces:

y§ = u(x)y; + V(X)Y; v (62)
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derivando nuevamente:

y'E, = ulx)y}' + vix)y;' + u' (x)y] + v’(x)y; H

considerando la segunda ecuacifn del sistema (61):

u'(x)y; + v'(x)y; = q(x)
por lo tanto:

y”p = u(x)y}' + v(x)y;‘ + q(x) oo (63)

sustituyendo Ypr yé y yb' en (59), se tiene:

ulx)y}' + vixly;' +q(x) +a, [ux)y} + vix)y; ]+
+ a,[ulx)y, + vix)y,] = q(x)

factorizando:

ul) [y'' + a,y] +a,J+vx) [y}' +a,y; + a,%] + alx) = qx)
Pero dado que y, y y, son soluciones de la ecuacién homogé-
nea asociada a (59), entonces:
y;' + aly; +ay= 0
vyttt ay, =0

por lo tanto:

q(x) = q(x)
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Ejemplo I.13
Séa la ecuacidn:

e—zx

%2 cee (@)

y'' + 4y' + 4y =

La solucibn general tiene la forma:
Yy =ys* Yp

para determinar Yor S€ considera la ecuacién homogé&nea
asociada:

y'*t +4y' + 4y =0
entonces, la ecuacibn caracteristica es:

A2 + 4\ + 4 0

donde:

1]
Q

-2X% -2x
Yo e + c,xe

Para encontrar Ypr s observa que no es posible apli-

car el método de coeficientes indeterminados. Por el
teorema I.4, Yp es de la forma:

2X 2X

y. =u(x)e % + vix)xe eee (D)

p

El problema consiste en determinar u(x) y v(x). Se re-
cordard que (b) es una solucibn particular de (a) si se
cumple:

Y, ¥, u' (x) 0

Yy, v, v' (x) a(x)

Sustituyendo en este sistema y, = ¢ '\, y, = xe
-2x
e
(x) = ———:
q <2
e-lx xe-zx u! (x)
- 2¢7%% - 2xe X 4 7% v' (%)

resolviendo el sistema anterior, se tiene:

e 1 — - - —
u' (x) (1-2x)e 2% —xe 2% 1T o ]
= 1 t—1
e ¥
v (%) 202X oo 2X e
X
- - - ) |
por lo tanto:
u(x)=-f%dx=-1.nx=Ln%, x#0
v(x): J..—l_z-dx-_-'—.l.
X x




entonces:

1 - e-zx

v, = e"2X o L e—2X

1
(Ln?'l)

la solucibn general es:

-2x 1
y =y, + Yp = e |:cl + C,x + Ln —- - 1}

Obsérvese que y, se obtiene a partir de y., con la
‘simple sustitucicdh de las constantes c, y C, por fun
ciones de x, u(x) y v(x), debido a esto, el método
empleado para encontrar y, en el problema anterior,
se conoce con el nombre de método de £os pardmetnos
variables ¢ variacibn de pandmetnros.

Al obtener u(x) y v(x) en el ejemplo anterioxr, no se
consideraron las constantes de integracién. Ahora si
éstas se consideran, se procede de la siguiente forma:

1 1
u(x) = -.f?r dx = Ln = +c,
1 _ 1
vix) = Jf;y adx = - < +c,
de donde:
1 -2X 1 -2X
yps(mT‘-*‘Cx)e + (—T+cz)x¢
o sea:
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Como se observa, al considerar las constantes de integra-
cién en la obtencién de u(x) y de v(x), se obtiene en Yo la
solucién general de la ecuacién diferencial y no la solucién
particular como se propuso.

Entonces, dado el conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacién homogénea asociada, se puede encontrar la solucifn
general de la ecuacidn diferencial. Los resultados obteni-
dos se generalizan en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.5

Sea la ecuacidn diferencial lineal no homogénea:

y(n) + aly(n-l)

+ ..o tays= g(x)

donde:

Yo = C1¥) + C¥, *+ ...+ Cpy

es la soluci6én de la ecuacién homogénea asociada.

Y el sistema:

Y, Y, cee ¥y u; (x) 0
¥y Y3 Yn u; (x) ]
fn-l) yz(n-l) . y‘in-l) “Q(X) q(x)

- - - - L -

Entonces, la solucifn particular de la ecuacién no homogé-
nea es:

Y, = u, (x)y, + u, (x)y, + ... + un(x)yn

p




Ejemplo I.1l4

Para obtener la solucidn general de la siguiente ecua-
cidn:

y''t +y' = tg x.

primero se obtiene la solucién complementaria, que es:
Yo = C, * C,Sen X+ C,C08 X
por el método de variacibén de par@metros se tiene:

y, = u,(x) + u,(x)sen x + u,(x)cos x

p

donde la wnrimera derivada de u,. u, y u, debe satisfacer
el sistema de -:>uaciones:

~

1 senx cos x uy (x) 0
0 cos X -sen X u, (x)| =| 0
0 -sen x ~-cos X uj (x) tg x

resolviendo el sistema:

uj(x) = tg x
uj (x) = cos x ~ sec x
ug(x) = - sen x
integrando:
u, (x) = ftg x dx = Ln se¢ X
u, (x) = f(cos X ~-sec x) dx= sen x - Ln(sec x + tg x)
u, (x) =-fsenxdx=cosx

por lo tanto:

yp = Ln sec x -~ sen x Ln (sec x + tg x) + sen? x + cos? x

como sen? x + cos? x = 1 y dado que esta funcibn ya exis
te en la solucibn complementaria, se tiene:

Yp = Ln sec x - sen x Ln(sec x + tg x)

la solucibn general de la ecuacibn es:

Yy =¢, +c,sen x + c,cos x + Ln sec x - sen x Ln(sec x - tgx)

Ejemplo I.15

Sea la siguiente ecuacién diferencial lineal de coeficien
tes variables: -

xy'' - (x + 3)y' +y = x* .. (a)

sty = (x+3) y Y, = e®(x® - 4x + 6) son soluciones
de la ecuacibén homogénea asociada.

Su solucibn general es:
y=y;,+ Yp
donde:

Yo = ¢ (x +3) + c,e¥(x? - 4x + 6)

Los métodos para obtener la solucién particular de Yp son:

a) Coeficientes indeterminados.

b) Variacidn de pardmetros.




El primero sbélo se aplica cuando la ecuacién diferencial Para verificar que ( b) es una solucidn particular de la

es de coeficientes constantes. Por las caracteristicas del ecuacién (a), se deriva y .
ejemplo, no es aplicable, por lo cual se utiliza el segun-
do método:
_ 4
yp = ulx) (x +3) + vi(x)eX(x? - 4x + 6) yo = -5 x>-8
donde u{x) y v(x) deben satisfacer al sistema de ecuaciones: Yé' = - 4x?
x +3  ®(x? - 4x + 6) u' (x) Y sustituyendo en (a):
1 eX(x? - 2x + 2) v' (x) x? in? 3 4, <" R 24 o
- 4x° -(x + 3) < -3 x -8 ) - =5 - 8 - = X
3 4 3 x* S
- 4x° + =5 x* + 8x + 4x° + 24 - — - 8x - 24 = x
resolviendo este sistema: 3 3
x* = x"
u'(x) = - (x2 - 4x + 6)
-x -X
: = xe ~ + 3e
viix) = x por lo tanto (b) si es solucién de (a).
integrando:
s La solucién general de la ecuacidén diferencial (a) es:
= - X 2 . 4
ulx) = 3+t 2 6x Y=Yty = cy(x + 3) + c,e(x? - 4x + 6) - %T
vix) = - xe ¥ - g4¢7¥

por lo tanto:

x? - -
¥p T |} 3+ 2x® - 6x | (x +3) + | - xe™* - 47| ¥(x? - 4x + 6) I.5 APLICACIONES

En el presente inciso se describen algunos problemas de

" los considerados clidsicos, con objeto de mostrar la amplia
y = - _%r - 8x - 24 (b) gama de aplicacidn de las ecuaciones diferenciales linea-
P o les.
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Problema I.1 sustituyendo los valores de B, M y k:

Sea el siguiente sistema masa - resorte - amortiguador

excitado con una fuerza f£(t) = sen t: X+ 2% + x = sen t

ecuacidn diferencial no homogénea, que constituye el mo

donde: . delo del problema.
m=1, B =2, k=1
Se desea determinar la expresién para el desplazamien- Resolviendo la ecuacidén diferencial, se obtiene:
to x(t) en cualquier instante "t", suponiendo que:
x (t) =c,eF +c et ¥ x_(t) = - =+ cos t
. c 1 2 P 2
x(0) = x(0) =0
por lo que la solucibn general es:
/1
: K x(t) = c‘e-t + czi:cl_.t - %— cos t eee ()
aVAYAAY
/
A B . derivando (a) se tiene:
-
f . _ -t -t -t 1
T T T T T T T TSI T x{t) = - c,e - c,te + c,e +—2—5th eee (b)
Figura I.8
sustituyendo las condiciones iniciales en (a) y (b):
Solucidn
x(0) =0=¢, - =
Del diagrama de cuerpo libre se tiene: 1 2
x(0) =0=-¢c, +c,
Kx
-] F
. ]
B & - donde:
Figura I.9 - 1
c; = cz = ‘—2—'
MX = F(t) - kx - Bx la solucibn del problema es:
o bien:
+Mx+Mx——M— x(t) 3¢+ 5 te 5 Cos t



N6tese que cuando "t" tiende a infinito, las funciones
exponenciales tienden a cero, por lo que en la solucibn
prevaleceri finicamente el término cosenoidal, lo cual
implica que la masa M oscilar§ indefinidamente con una
frecuencia igual a la de su excitacién.

Problema I.2

Sea el siguiente circuito LRC, excitado con una fuente
de voltaje constante E.

Figura I.10

donde R=32, L=1H y C=0.5F

Encontrar la expresién para la caida de voltaje Ve en
el capacitor en cualquier instante "t“, suponiendo que:

vc(O) =0 = v {(0)
Solucibn

De la segunda ley de Kirchhoff:

_ di
E—Ri*’L?t—"'Vc

donde:
i(t) = evg
por lo tanto:
E = Rev, + LoV, + v
o bien:
GC+%GC+%VC='I%

sustituyendo valores:
Yo + 3Vg + 2V = 2E

ecuacidén diferencial no homog&nea, que es el modelo ma-
tem&tico del problema.

Resolviendo la ecuacibn diferencial, se obtiene:

Vep = E

por lo tanto, la solucifn general es:

velt) = ce® + et 4+ E ... (a)

para valuar ¢, y c,, se deriva (a):

velt) = = ¢, - 2¢,e7%F eee (D)

sustituyendo las condiciones iniciales en (a) y (b):
0=c, +c, +E

0=-c¢ - 2,

47
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de donde:
c, =~ 2E y
la solucibén del problema es:

vo(t) = - 2Be”F + E¢™2F + E

nétese que cuando "t" tiende a infinito, el voltaje en
el capacitor tiende al valor del voltaje de la baterfa.

Problema I.3

Se tiene un tubo en U lleno de un liquido de densidad
§, como se muestra en la siguiente figura:

CIUITIMTNNNNNNN |

S
$

\\\&m\\\\\\\\\\\m

N
Q
\
\

2

Figura I.1ll

Si en t = 0 se abre la vdlvula A, igualando las presio
nes P, y P,, encontrar el perfodo de oscilacién del 11~
quido en el tubo, suponiendo despreciable la friccibn
entre el liquido y las paredes del tubo.

Solucidn

La masa del liquido es m = S6AL, en donde A es el &rea
de la seccibn transversal del tubo y L es la longitud de
la columna del liquido.

La fuerza que actfia sobre el liquido es:
f = 6A2 x,g - 6A2xg ;
utilizando la segunda ley de Newton:
SALR = 6A2x,g9 - S6A2xg

o bien:
. 2g = 29 .
X + T X T X

’
ecuacibn diferencial no homogénea que es el modelo mate
m&tico del problema.

Resolviendo la ecuacibn:

X, = c,cos \/—ZLQ— t + c,sen \/—21'9— t

Xp = %o

la solucibn general de la ecuacibén diferencial es:
x(t) = ¢c,cos \/—21._'9— t + cysen \/—21'9— t + X

Para determinar ¢, y c,, se deriva la ecuacién (a):

x(t) = - c,\/—%’g— sen ‘/——"’i?-t + cz\/—ng— cos \/.-%'g-t

..o {(Q)



y sustituyendo las condiciones iniciales:

c1=-x

1]
c, =0
por lo tanto:

x(t) = xo( 1 - cos -%g— t)

de la solucibn, se deduce que la velocidad angular es:

w = /_ZLL

y por lo tanto el periodo de oscilacidn es:

/2L
T=nn
g

Problema I.4

Un cable flexible de peso despreciable soporta un puen
te (carga uniforme), como se muestra en la siguiente fi=

gura:

Ay
A 8
20 P 20

10

) 1 .

. 60 x
e

Figura I.12

Determinar la ecuacibn de la curva APB.

Solucibn

Considérese la parte del cable entre el punto P y cual
quier punto "c" de coordenadas (x, y).

Ay

.:__.———*"/1(h¥)

" |

Figura I.13

La parte del cable estar8 en equilibrio debido a la
tensién T en “c"; la fuerza horizontal H en P y lacar
ga vertical total sobre la porcién Pc del cable, a la
cual se denominar8 w(x) que actia sobre alg@n punto
del cable.

Figura I.14

En estado de equilibrio, la suma algebraica en la di-
reccidn "x" (horizontal), debe ser cero y la suma alge-
braica en la direccibn "y" (vertical), tambi&n debe ser
cero. i

49



Descomponiendo la tensién T en sus dos proyecciones,
como se muestra en la figura I.1S.

Figura I.15

Se tiene en el equilibrio:

T sen 6 = w(x) Yy T cos 6 = H

como tg 6 = _%§ ; es igual a la pendiente de la tangen
te en "c" de la curva APB, entonces:

en donde H es una constante; derivando la ecuacidn dife
rencial anterior, se obtiene:

d’y _ 1 duw(x)
dax? H dx

La derivada de w(x), es el incremento de w por unidad
de incremento de "x", es decir, es la carga por unidad
de distancia en la direccibn horizontal.

Como en el problema la carga est8 uniformemente repar
tida, se representaré.

dw (::) = w ; w constante

con lo cual, la ecuacibn diferencial lineal no homogé&-
nea es:

la solucibn general de esta ecuacibn es:

Y = —3§g +c,x +¢,

Para valuar las constantes ¢, y ¢, se consideran las
condiciones iniciales:

y(0) = 10 y y(0) =0

con lo cual:

n
o
~

c, c, = 10

sustituyendo los valores de ¢, y ¢, en la solucibn ge-
neral se obtiene la ecuacibén de la curva APB:

2
X
9 0

y=-TH—+l - 30 ¢ x 30

1A

esto representa la ecuacibén de una par8bola.
Obsérvese que si el origen del sistema de referencia

X - y, se coloca sobre el punto P,; entonces las con-
diciones iniciales son:

en x =0, y =0, y en x =0, g¥ =0



con lo cual: CAPITULO IT SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

quedando la solucibén como: II.1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
2
y = ﬂ;i . - 30 < x < 30

En el capitulo anterior, se estudiaron las ecuaciones dife-
renciales lineales y ordinarias, en las cuales aparece una
variable dependiente y una variable independiente. En el
presente capitulo se estudiardn dichas ecuaciones considera-
das en forma de sistemas. Naturalmente, tales sistemas es-
tdn caracterizados por la aparicidn de varias variables de-
pendientes, cada una de las cuales es una funcidn de una mis
ma variable independiente.

Considérese el circuito eléctrico mostrado en la figura

I1.1:
YAVAVAVA
Ry
+
O () 3 () 3
R2
A AA A

Figura II.1

al modelo matemidtico le corresponde el siguiente sistema de
ecuaciones:
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L, —f— (i, - i) + Rji, = E
d L, i1 Ry =0
- L, a5 (il - iz) + L, -cxy 212

Este sistema se obtiene aplicando en cada malla la ley de
voltajes de Kirchhoff y considerando que en el elemento I,
comfin a ambas, la intensidad de la corriente es i; - i, en
la malla izquierda, y en la malla derecha i, - i,.

El conocido problema de Lotka y Volterra en ecologia matemi

tica es otro ejemplo de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Tales investigadores plantearon un modelo matemitico para
que dos especies, una A que devora a otra B se mantengan en
equilibrio, estando presentes simultineamente. Se denotari
como A, a la especie de conejos y como B, a la de zorros. En
ausencia de la especie rapaz, la presa se desarrollaria sin
limite y en forma proporcional a su niimero, o .sea, si B = 0:

= a A, donde a es el indice de natalidad.

/s

La especie rapaz en cambio, en ausencia de la presa, final-
mente se extinguird; o sea, si A = 0:

== = - b B, donde b es la tasa de mortalidad.

En realidad, el incremento de zorros depende del abasteci-
miento de comida (conejos) y la extincidn de la presa se rea

liza con una rapidez proporcional al nfimero de encuentros AB

entre z0rros y conejos. Cada encuentro representa una dismi

nucién en el nimero de conejos y un incremento en el de zo-

rros, matemiticamente:

da -
a?—aA klAB

at "’bB'l'szB

donde k, y k, son valores del efecto de la interaccién de z0
I'TOS y Conejos.

En cada uno de los ejemplos anteriores, el modelo matemiti-
co estd representado por un sistema de dos ecuaciones dife-
renciales, en donde aparecen dos variables dependientes y una
variable independiente.

II.2 SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COEFICIENTES CONS _
TANTES y

Un sistema de "n" ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, se caracteriza por tener "n" variables depen-
dientes x;, X,, ..., Xn, Y una sola variable independiente
i A Las variables dependientes constituyen las incégni-
tas del sistema y cada una de ellas es funcidn de "t". Una
representacién general de este tipo de sistemas es la si-
guiente:

Xy = F(t, x;, X,, oo + %p)
X3 = F,(t, X, X,0 «ee , %) cee (1)
Xp = Fp (t, Xyr Xyp oo o X,)



Si las funciones Fj presentan la forma:

Filt,x;, X,, c0op xp) =aj, (t)x, +a5, (t)x, +...+ a5, (t)x, + b (L),

entonces el sistema es lineal y de primer orden, su represen
tacién general es:

x} = a,,(t)x, +a,,(t)x, +...+ an(t)xy + b, (t)

= aZI(t)x‘ + a (t)xz-f...+ azn(t)xn + b_(t) cee (2)

2

seee
seee N
R XY

sees N

an, (8)x, + a , (t)x, +...+ a, (£)x, + b, (t)

*n

1

Un sistema como el (2) tiene una solucifn dentro de un in-
tervalo t; < t < tz, si existe un conjunto de "n" funciones
X1, X2, ..., Xpn, todas diferenciables de "t" en cualquier
punto de dicho intervalo. Al conjunto de funciones, si exis
te, se le llama so0fucién del sistema de ecuaciones.

Ejemplo II.1l

Para el siguiente sistema de ecuaciones:

ax,
T S

ax, _
T <

Considérese el conjunto de funciones x,, X,:

X, =e +e

X, = ezt

Se desea comprobar si x; y X, es la solucidén del sis-
tema:

Si bien estas funciones son diferenciables en todo el
eje real, no constituyen la solucién del sistema, ya que
no satisfacen a ambas ecuaciones. En efecto sustituyen-
do x, y X, en las ecuaciones del sistema:

t 2t # t 2t

e + 2e (et + et ) - e

2t _ 2t

2e 2e

como se observa, la primera ecuacifn diferencial del sis
tema no se satisface, en cambio se puede verificar que
las funciones:

2t

X, = 2ezt

s! constituyen una solucibén del sistema.

El sistema lineal de ecuaciones (2), tiene la siguiente re-

presentacidén matricial:

= A(t)X + b (t) eee (3)

Xl



donde:

b, (t)

b(t) = : . vector de términos inde-
b }t) pendientes.
n

- x,

x(t) = : ' vector de inc6gnitas.

Xn

a,,(t) ... a,(t)

matriz de coeficientes.

1}
ee oo
o oo
-

anl(t) cee ann(t)

Es conveniente aclarar que el sistema (2) tiene solucién en
términos de funciones elementales finicamente en algunos ca-
sos particulares.

Si en el sistema (2) los elementos de la matriz A(t) son
constantes se dice que el sistema de ecuaciones diferencia-
les lineales, de primer orden, es de coeficientes constan-
tes y se representari como:

X = a;;X; + .00 + aypxy + by (t)

ees (4)

Xp = ap;X; + ... +a  x. + b (t)

o en forma matricial:

X = AX + B(t) ve. (5)

Este tipo de sistemas, son los que se estudiardn en el pre
sente capitulo.

II.2.1 MATRICES DE FUNCIONES

Se llama matriz de funciones a una matriz en la cual todos
sus elementos son funciones de una variable real y su repre
sentacidn es:

P ’ —
a;,(t) a;,(t) .... a,n(t)
az,(t) a,, () .... a,nlt)
a(t) = : : :

am; () apa (£) .... agp(t)

el concepto anterior se hace extensivo a los vectores.

Si una matriz tiene funciones como elementos, es posible ob
tener la derivada o la integral de dicha matriz.

II.2.2 DERIVACION E INTEGRACION DE MATRICES DE FUNCIONES

La derivada de una matriz de funciones A(t) de orden mxn,es
una matriz del mismo orden y cuyos elementos se obtienen al
derivar el elemento correspondiente de la matriz original, es
to es:

dAd(tt) = %‘E (aij (t))




Ejemplo II.2
Dada la matriz de funciones:

t? t
A(t) =
3t -t

su primera derivada es:

g; (t?) g—t (t) t 1
Al (t) = 4 =

d

5T 3V & -t 3 -1

La integral de una matriz de funciones A(t) de orden mxn
es una matriz del mismo orden y cuyos elementos se obtienen
al integrar los elementos correspondientes de la matriz ori
ginal, esto es:

€, t,
ft A(t)at -L (aij(t))dt

1 1

Asi para la matriz A(t) del ejemplo anterior, la integral
de 0 a "t" es:

t t - 4 3 2
jtzdt- J. tdt 3L %
t (o] (o)
S A(t)dt = =
o t t 2 _ .2
J 3tdt -I tat Lig— =5
(o] (o]

Propiedades de la derivada e integral de matrices:

daa

a). g—t (A + B) =E+g—2'
B). g—t-(AB)=Ag% +g%s
Cc). g?(aA+BB)=ag—2+B%B:-
t, t,
D).J‘ a Adt =(!I Adt
t, : t
t, t, t,
E).J. (A + B) dt = f Adt +f Bdt
t t, t,

tz tZ t2
r-).J (ah + 8B)At = o) "Adt + | “Bdt
tl tl tl

Donde A y B son matrices de funciones conformables para la
suma o la multiplicacién segfin el caso, y a, B son escala-
res cualesquiera.

I1.2.3 SERIES DE MATRICES Y CONVERGENCIA

El concepto de serie de matrices se define a partir de la
nocidén de sucesién de matrices de la siguiente forma:

Definicibn: Sea una sucesidn {Ax} de matrices de orden
mxn cuyos elementos son nfmeros, entonces la serie de
matrices se expresa como:

]
I Ax
k=1
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Si en la serie de matrices I A, se designa al elemento ij

k=1
de A, por afg) y todas las series correspondientes a cada
elemento (mn) son convergentes, entonces la serie 2 Ay es

k.—
convergente y la suma estd definida como la matriz de orden
m x n cuyo elemento ij estd dado por la serie:

7 o0
k=1

, donde (i =1,2,3, ..., m;y j=1,2,3,...n)

Otra forma de analizar la convergencia de una serie de matri
ces, es a través de la norma de una matriz (generallzauén del
valor absoluto de un niimero), por esto, se presenta la si-
guiente definicién:

Definicién: La norma de una matriz A de orden mxn cu
yos elementos son nimeros, se representa por ||A || y s
define como el nfimero no negativo obtenido por medio de
m n
: I laijl, es decir las sumas de los valores absolu-
i=1 §=1
tos de todos sus elementos, por lo tanto:

Nall=2 £ la,.l
All=C ¢ a, .
| j=14=1 1]

A partir de la definicién de norma, se podrd aplicar el si-
guiente teorema, con respecto a la convergencia de matrices.

TEOREMA II.1

Si {Ax}es una sucesibn de matrices de orden mxn lales que

oo

Z || A || converge, entonces la serie de matrices £ A tam-
k=1 * k=1

bién converge.

[o.2] Ak
se demuestra que la serie % T
k=0

converge para matrices cuadradas A, cuyos elementos sean nf

Aplicando el teorema II.1,

meros (en estas series se entiende que el término que le co

rresponde a k = 0, es la matriz identidad correspondiente)™

El desarrollo de la funcién ex en serie de Maclaurin es el
siguiente:
2 3 k
=1+ x+ -%T- + —%T— LIRTTIE T o N

Por similitud con este desarrollo, podemos decir que para
la funcidn matricial e®, el desarrollo correspondiente es:

a a?  al ak
C=I+A+ﬁ-+3-.r+...+k—! + e
o bien:
o) k
¢A= I L
kl

k=o¢

el desarrollo de e® queda formallzado a través de la siguien
te definicibn:

Definicibn: Sea A una matriz de orden nxn cuyos ele

mentos son constantes, se define la exponencial eh co
mo una matriz de orden nxn dada por la serie conver-_
gente

k
A * A
e = I

k=0 kT

*La demostracién del teorema se puede consultar en el volu-
men 2 de "Calculus' de Tom. M. Apostol.



La matriz exponencial Pt es importante en la resolucidn

de sistemas de ecuaciones diferenciales, su desarrollo es:

2,2 3.3 k. k
At o1+ ae+ -55%— + A3f oeee + -5-%—- P

Con base en los desarrollos en serie de Maclaurin para las
funciones sen x y cos x, se pueden escribir los desarrollo
de las funciones matriciales sen A y cos A: :

Al S n Aznﬂ
senA=A-ﬁ-+-5—!+...+(—1) W + ..
2 4 2n

cos A=1- %T + %T + .e. + (1) —7%?3T_ + ...

11.2.4 SISTEMAS HOMOGENEOS Y LA FORMA DE SU SOLUCION

En el método que se presenta a continuacifn, para obtener
la solucidn de un sistema de ecuaciones diferenciales, se
utiliza la serie de Maclaurin para desarrollar la solucién
en un entorno del vector x(0):

rxx(o)
x, (0)

X(0) = ‘

x;(O)

al vector x(0) se le llama vector de condiciones iniciales.
Por lo tanto, la solucién que se obtiene es una solucién
particular que satisface condiciones en t = 0.
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El caso homogéneo del sistema (4) presenta la siguiente
forma:

*
X = AX ; see (6)
derivando la ecuacidn anterior:

Ai‘ ce e (7)

sustituyendo (6) en (7):

A%x eee (8)

si este proceso de derivacibén, con la sustitucién correspon
diente, se lleva hasta el enésimo orden, se tiene:

n
x = a"x ees (9)

entonces, cada componente del vector solucién x del sistema
debe ser una funcién diferenciable y, por lo tanto, conti-
nua para cualquier valor de la variable independiente "t*",
en algiin intervalo dado que contenga al punto t = 0; segiin
esto y de acuerdo con la ecuacién (9), 1la derivada enésima
de la solucidn del sistema estudiado, serd también una fun-

.¢ién continua para toda "t" en dicho intervalo, ya que AR

es una matriz de coeficientes constantes. La funcién
x4(i =1, ..., n) debe tener un desarrollo en serie de Mac-
laurin de la siguiente forma:

= n
Xg S Py + Pyt +Pat?e i + Pt + .07 (121,2,...,n)

vectorialmente:

X=F, +Fie+ P62+ ... + B "+ ... .e. (20)



donde P,, P,, ..., Py, son vectores desconocidos que deben
determinarse. La ecuacién (10) representa la forma gene-
ral de la solucién del sistema (6). Sin embargo, tiene
ciertos inconvenientes, primero por ser una serie infinita,
lo que impide conocer la solucifn exacta y segundo, por la
gran_cantidad de trabajo que involucra evaluar los vectores
P,, B,, ... P,, suponiendo que s6lo se quisieran conocer al
gunos términos de la serie. Este iltimo inconveniente se
Rpedg resolver en parte, representando a los vectores

P,, P, «.., Pp en términos del vector de condiciones ini-
ciales P,, como se muestra a continuacién.

Premultiplicando (10) por la matriz de coeficientes A, se
obtiene:

AX = AP, + AP,t + AP,t? + ... + APt + ... .e. (11)

derivando la solucidén propuesta en (10):

X=F, + 2F,t + 3F,t* + ... + R eee (12)

por lo tanto, igualando (11) con (12) debido a (6),.e igua-
lando los términos correspondientes:

P, = AP,
25, = AP, = A%F, ; P, = A’F,/2 eee (13)
3%, = AP, = A%F,/2 ; P, = A’F,/2x3

y en general:

el interés por expresar todas las componentes P,,e... P
en funcién de™a y P,, se debe a que ambos son datos; A es

la matriz de coeficientes y P, es el vector de condicio-
nes iniciales.

Sustituyendo (13) en (10), la solucibén del sistema homogé
neo es:

A an

— z . —
x=(I+At+-—2-|-tz+... +—ﬁT—tn+'°°)P0 eoo (14)

en donde se observa que para determinar la solucidn de un
sistema de la forma (6), basta con determinar el valor de
la serie matricial infinita:

An

n
ol t o+ ...

I+ At + P g2
=i + c.0 +

esta forma de obtener la solucidén x, implica sumar un nfine-
ro infinito de términos. Con el uso de una computadora, es
posible considerar un gran niimero de términos de la serie,
pero de cualquier modo, se llegaria a la solucién de 1la
ecuacién diferencial en forma aproximada.

Ejemplo II.3

pado el siguiente sistema de ecuaciones:

1 2 8§ o
$=2%, %0 =% =|3|; a=] 0 10
2 0 0 3

Para obtener el vector solucién X por medio de la serie
(14), es necesario calcular las potencias de A:

4 0 0 8 0 0 2n 0 0
a2=lo 1 o]l , a*=|0o 1 ofl..csa®=]0 1 O
0o 0 9 0 0 27 o o 3"
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sustituyendo en (14):

ezt
1 -
100 2 00 400.;1800.;’ X = 30_1‘-
x=1lo0 1 of + |o 1 of ¢+ |o 1 o +10 1 0 oot
z ® Ze’t
0 0 1 0 0 3 0 0 9 0 0 27 2
por lo tanto:
1+2t+4£ + 8%1 + 0 0 1
2 . X, = ezt, X, = 3et ' X, = 2e.’t
2
0 1re+ S +5e Ll 0 3
tl t,'
0 0 1+31-.+9-2—+27T+... 2
Si la matriz A es diagonal y no dispersa (cero en cualquier
posicibn, excepto en la diagonal no nula) se facilita la re
solucién del sistema.
2 3
1+2:+—2—(2f‘) +—6—(2t) + ... 0 0 1 '
t2 ¢l 0 3 .. .
0 let+S+gtoe. También se obtuvo en el ejemplo II.3, la suma de la serie
matricial infinita de la ecuacidn (14), la cual es una matriz
(3, (3¢’ cuadrada que invol 1 t iales d f
0 (] 143t + ==+ 2= to.] |2 ha q volucra elementos exponenciales de la forma
e :
como:
Bt o1 4 ap 4+ a0V (aB)? 2t
37 31 cee e 0 0
0 ef o
la solucidn del sistema es: ot
0 ] e
2t 0 o 1
x=| 0o <% o 3
0 ) e’t 2 por esta razdén se le denomina mataiz exponencial y se le de-

nota por Pt
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con esta nueva notacidn para la serie matricial infinita, se
puede expresar a la solucidn del sistema de la siguiente for
ma:

x = ™% (0) .eo (16)
Se puede observar la arnalogia con el caso escalar:
y' = ay

cuya solucidn es:

y = 2t y(0)

El problema para obtener la solucién (16) de un sistema de
ecuaciones diferenciales homogéneas, consiste en calcular la

matriz exponencial e”~, por lo que se debe analizar con mis
detenimiento sus propiedades y la forma de su obtencién.

I1.2.5 PROPIEDADES DE LA MATRIZ EXPONENCIAL

A continuacibn se presentan algunas propiedades importan-
tes de la matriz exponencial eAt,

A) Si en la ecuacidn (15) se tiene t = 0:

PALL cee (A7)

B) Derivando la ecuacidén (15) con respecto a "t":

At n-1
J%?_=A+A%+.”-+—E%?n7-#n +...

n-1
A n-1
= A[I+At+...+ - ¢t +]

1

n-1
[I+At+ (s xS ...]A

por lo tanto:

aeht
at

= A-ePt o At ... (18)

C) Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, si
AB = BA entonces:

o (A+BIt _ At Bt

cee (19)

Para comprobar lo anterior, se desarrollan las matrices ex-
ponenciales:

2 9
Bt 1L A+t -(-A—;!Ltz+ﬂﬁlt’+... (20)

2 2
eAteBt=(I+At+ =7 t2+...)(1+3t+ 3 t2+...)

2 ]
e g

2
= I+ (A+B)t + —‘l‘_;‘-,-t:2 + ABt? +
ABz
]

3
+ B (21)

t? + St 37 e

2! 2

restando (21) de (20):

- 2 2 - 2n _ 2
o (AtBIE_ At Bt __BA gr22 ¢24BATABAY B ALBAB-2AB- 2AB 41, (32)




En la expresidén (22) si AB = BA se tiene:

LA*BIt _ At Bt _

de donde:
e(A+B)t = ¢At,, Bt
D) Si en la ecuacidn (19) se hace B = - A:
I= aAt-e-At

14

por lo tanto:

At _
I:e] = ¢ At ... (23)

I1.2.6 SISTEMAS NO HOMOGENEOS

A continuacién se procede a determinar la forma que presen
ta la solucidn del sistema no homogéneo:

X = AX + b(t) , b(t) #0 ;

si se multiplica el sistema por e ~t:

g-At X = Q-AtAf + e-AtE(t)
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At

-Aty % - ¢ PEaX, 1a expresién anterior se

comoa%-(c )= e
puede representar:

ae %) = ¢ P%(e) at ce. (24)
integrando la ecuacibn entre 0 y “"t", se tiene:
~At— _ = t -as
e Y% - x(0) =J e *°b(s)as

o

despejando X:

At At It < POp(5)as
X = e "x(0) + ¢ °

o bien:

t
% = %0 + j A8 p5yas .o, (25)
(o]

la ecuacifn (25) representa la solucidn del sistema no homo
géneo.

I1.2.7 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL

Existen varios métodos para calcular Rt aplicables a casos
de matrices dispersas; el método de transformada de Laplace,
el método de valores y vectores caracteristicos, el método
de conversibn matricial a la forma candnica de Jordan, etc.
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El método aqui presentado tiene la suficiente flexibilidad
para adaptarse a cualquier tipo de matriz con relativa faci
lidad, sin caer en la complejidad de otros cuando se tratan
matrices de valores caracteristicos repetidos.

Antes de desarrollar el método para calcular eAt, es conve
niente enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA II.2 DE HAMILTON-CAYLEY

Toda matriz cuadrada satisface su ecuacidén caracteristica.
Esto es si:

n n-1
det(A - AI) = bpd” + by, A7 '+ ... + b, =0

es la ecuacibn caracteristica de la matriz A, entonces:

1

bpa" + baA" ' + ...+ b,I =0

Ejemplo II.4

Para la siguiente matriz:

2 -7
A=
3 6
se tiené: 2 -\ -7
A - AL =
3 6 -A

por lo tanto:
det (A -AI) = A% - 82 + 33 ;

de modo que la ecuacibn caracteristica de la matriz es:
A2 - 8x+33=0

Ademés:

A% =

la matriz A satisface el teorema de Hamilton - Cayley,
ya que:

A continuacidén se_desarrolla un método para obtener la ma-
triz exponencial eAt, empleando el teorema de Hamilton-Cay-
ley.

Si la ecuacidn caracteristica de una matriz cuadrada A de
drden "n" es:

n-1

e A" v =0 ce. (26)
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por el teorema de Hamilton-Cayley se cumple: At aAbh~? n-1 1 n-1 n
e =I+At+....+ —(-n——_——]—.)-!t + W(YIOA +...+'Yn°I)t +
A"+« a4+ Lt opI=0 cee (27)
1 n-1 n-2 n+1
+W(YllA + szA + .o +YnlI)t + ... +
de donde: !
n n-1 n-:2
A" = - a,A - oA - eee = apI ; ... (28) 1t n-1 n+k
1 2 n + CECEAE (Y:kA + ... + YnkI)t N ees (31)

multiplicando la ecuacidén (28) por A, se tiene:

nt1 _ _ n _ n-i _ _ En la ecuacidn (31) se observa que sblo aparecen potencias
A = alA (!21\ PRra QnA e (29) de A de 1la forma am conm = 0' l' 2' 3’ ey n-l; agrupando

términos se tiene:
sustituyendo (28) en (29) resulta lo siguiente:
At

e = ByI + B,A + B,A% + ... + B__ AM? (32)
1 - - - 0 1 2 - eee

AM o o (o, A" m A" e L - oI AR L - n=1

donde “n" es la dimensidn de la matriz y B4, B, ... Bp-, son
L funciones de "t".
agrupando términos:
n+1 _ n-~1 n-2 , Para cada valor caracteristi i i :
A _YHA + ¥,,A +oeee ¥, T ct tico Ai se tiene:
242 n
A't X.t )\_ .
it = 1 4 At + 24+ —— " L L
En general: 1 o 7 (33)
- - de la ecuacidén (26 se ti :
AR oy AP AT Ly T . k=0,1,2, .. ... (30) (26), se tiene
n n-1
] . . Af = - ad = eee m @ ;
por la definicién de matriz exponencial, la ecuacidén (15) 1 i n
es una serie matricial infinita:
, . n Iealizandq los m%smos pasos que se efectuaron para obtener
PR R Vi —%T t2 + "%T tie... 4+ '%T L : as ecuaclones (28) a la (32), se obtiene:

n+k _ n-1 n-2
si en esta ecuacidn se sustituye la ecuacidén (30), se tiene: AR ST I R R R SRR Ynk k=0,1,2,... ... (34)



donde los coeficientes yj, son los mismos que los de ecua-
cidén (30), y finalmente: '

A

eME =gy 4 B Ay + B0 4 o+ BoA]T! .e. (35)

donde los coeficientes B; son los mismos que aparecen en la
ecuacidén (32).

Para determinar la matriz exponencial eAt se requiere cono
cer By, Byr oo Bn_‘, para lo cual se plantea una ecuacién

del tipo (35) para cada valor caracteristico de la matriz A;
si estos valores son distintos se tendri un sistema de "n"
ecuaciones con "n" incégnitas del cual se obtendridn "n" valo
res B; necesarios en (32).

Cuando la matriz A tenga un valor caracteristico repetido
"k" veces, seri necesario derivar la ecuacién (35), k - 1 ve
ces respecto a A, para obtener las ecuaciones adicionales
que sean necesarias en la determinacibén de los valores de B;.

Ejemplo II.S
Dada-la matriz:
1 2

A=
4 3

Para obtener la matriz exponencial eAt, como A es una
matriz de orden n = 2, por la ecuacibén (32) se tiene:

eAt = BoI + BlA ;

los valores caracteristicos de A son:

A, =-1

A, = 5

Con estos valores se obtienen dos ecuaciones, una pa-
ra cada valor caracteristico, como indica la expresibn

(35):

resolviendo este

i}

By + 58,

Bo - Bl i

sistema algebraico:

By = 4 (%t - ¢
B, = -%— (e5t + 5¢7%)
por lo tanto:
1 0
At —é— (e*t 4 s5e7h o 1 + —%’- (est - ™Y
2e5t + 407t 2¢5t - 2¢7%7
et o L

40t - ge7t

Ejemplo II.6

Dada la matriz:

Como la matriz A es de orden 3 y sus valores caracte-

risticos son:

405t + Ze'tJ

0 0 0
= 1 o0 0
1 0 1
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la matriz ¢'- se calcula por medio de la expresifn (32):

At - 8,1 + B,A + B,A%;

de la expresibn (35) para A; = 1, se obtiene:

ct =B, + B, + 8B, ..o (@)

y para A, = 0:
l1=28, eee (b)

la tercera ecuacibn se obtiene derivando la siguiente
ecuacibn con respecto a A:

t
ek

By + ByA + ByA?
esto es:

tert

B, + 2XB, ¢

valuando para A; = 0, se tiene:

t=81 eo . (C)

Resolviendo las ecuaciones (a), (b) y (c) se obtienen
los valores de By, B, y B,;.

De las ecuaciones (b) y (c) se obtienen f,=1y B8, =t.

Sustituyendo estos valores en (a) se tiene:

82=et-t"1

por lo tanto:

1 0 0 0 0 O
2o 1 o+t |1 0 of +(t-t-1 |2
0 0 1 10 1

efectuando operaciones:

1 0 0
eAt = t 1 0
eto1 0 ot
Ejemplo II.7
Dada la matriz:
0 -1
A=
1 0

que es una matriz de orden 2, se tiene:

At _
e =B, I+ BIA

La ecuacibn caracteristica de la matriz es:

A2+ 1=0

0 0 O
1 0 O
1 0 1
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por lo que:

para A, = i:

A, =1y
= B, + 1B,
=g, - iB

resolviendo para B8, y B8, se obtiene:

con estas funciones la matriz exponencial es la siguien

te:

e =cos t

por lo tanto:

At _

cos t

sen t

B,
8y

cos t

sen t

4+ sen t

- gen t

cos t

o

[

cos t +1sent

cos t - 1isent

-1

II.3 RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COE
FICIENTES CONSTANTES

Con los planteamientos bisicos dados, se pueden resolver
sistemas lineales de primer orden y coeficientes constan-
tes. Por medio de ejemplos concretos se presentarin los
dos casos: Resolucidén de sistemas homogéneos y resolucién
de sistemas no homogéneos.

II.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS

En la sgccién 11.2.4, se obtuvo la solucidn del sistema ho-
mogéneo X = AX, la cual es de la forma:
% = &%
Ejemplo II.8

Para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

%, 1 1 X, x,(0) =1

2, |9 1| ] x, %, (0)

n
[

la ecuacifn caracteristica de la matriz de coeficien-
tes es:

A2 -2 -8=0 ;

por lo tanto, los valores caracteristicos de la matriz
A son:

A, = 4
Ap = -2



Como A es de orden 2, la matriz exponencial se calcula

de 1la

Con

siguiente manera:

At = 8,1+ 8,A

A, Y A, se forma el siguiente sistema:
st _
e’" = B, + 48,

e 2t = 8, - 28, ;

resolviendo para B, y B, se obtiene:

B, = = (&'t - ¢7%%) y Be =

1
3 (e

6

... {a)

sustituyendo los valores de B, Yy B, en la expresidén (a),

se tiene:
1 0
eAt =1 (e"t + 2 -zt.) + % (e“t - a-zt)
0 1
efectuyando operaciones:
3e“t + 3¢_2t eut _ e-zt
At _ 1
¢ =%
9e*t - g¢7%t 3e't 4+ 372t

por lo tanto, la solucibn para el sistema dado

x, (0)

X,

= xz(O) = 1 es:

1 1
9 1
con

=

[y

esto es:

Ejemplo II.9

Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X, 301 0f |x, x,(0) = 1
x0=10 3 1| |=x, %2 (0) =1
X, o o 3 X, x,(0) =0

Como A es de orden 3, la matriz exponencial se calcula
de la siguiente forma:

e = .1+ 8,a+ B,A

Los valores caracteristicos de la matriz A son:

como los valores se repiten, es necesario derivar dos ve
ces para generar las tres ecuaciones de las que se obten
drén:

Bor By ¥ B2

La primera derivada de la expresidn Mt = By + ByA + B A2

es:

at
te” =8, + 28,A
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y la segunda derivada:

2t

t2e = 282

sustituyendo A = 3:

resolviendo estas tres ecuaciones se obtienen Bos
y sustituyendo en la matriz exponencial se tiene:

2
1 t t‘é
Bt o Qb 0 1 t
0 0 1

x, 1 ¢t *h 1
X, | = et Jo 1 t 1
X, o o 1 0
o sea:
x, = 1+
X, = 't

8, v 8B,

La teoria presentada, ha sido desarrollada para problemas
de valores iniciales, es decir, se precisa del conocimiento

de un vector de condiciones iniciales en t = 0, el cual
ha representado como x(0).

estin dadas en un instante de tiempo cualquiera, como se
muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo II. 10

Para el sistema:

He
]

X +y

9x + y

Se desea obtener su solucibn general.

Los valores caracteristicos de la matriz son:

Y la matriz exponencial, calculada con el método descri
to (ver ejemplo II.7), es:

3e~t + 32-2t eat - e—zt
At _ 1
¢ =%

9¢"t - 972t 3e't 4 3072t

Sin embargo, esta teoria es per
fectamente aplicable a problemas en donde se solicita la so
lucidén general, o bien a problemas en donde las condiciones



la solucibn general es:

donde:

es un
es:

como:

vector desconocido de condiciones iniciales, esto

ol

geut

e

- 9e

r3a"t + 3¢7%t

-2t

+ 3k, + ky)ett

3 vt
< (3k, + k,)e

+ 3k, + ket

3 3k, + K,)e't

ot _ ot
3¢t 4+ 3072%

+ 1 (3k, - ke
'g" 1 2

- 3 3k, - ky)e

+ 3k, - ket

- 33k, - k,)e

-2t

-2t

-2t

sic, = (3k, + k,//g ¥ c2 = (3k;, - k;)/¢ entonces:
x = c,e*% + ¢t
y = 3c,e*% - 3c,e7%t

Obsérvese que las constantes esenciales de la solucibn
no son directamente las coordenadas del vector de condi
ciones iniciales, sino una combinacién de ellas. EI1
quid del problema estriba en poder formar esas combina-
ciones.

I1.3.2 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMDGENEOS

En los pr6ximos ejemplos, los conceptos fundamentales para
resolver un sistema no homogéneo, son los mismos del homo-

géneo y se hace necesario Gnicamente completar la solucién
de la parte no homogenea, por lo que se hard uso de la teo
ria expuesta en el inciso I1I.2.6; concretamente de la ex-
presibn (25):

t
% = e*%(0) + J' Bl - 8p a8
o

que representa la solucidn de un sistema no homogéneo de la
forma:

AX + b(t)

X =

con la condicién inicial %(0).
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Ejemplo II.1ll

Para el sistema no homogéneo:

X, -1 -2| |x, et
= +
%|.1-2 -1 |x, 0

con x,(0) =4 y x,(0) =0, la ecuacibn caracteristica
de la matriz de coeficientes es:

A2 +220-3=0
donde:

A, =1 Yy A, =~ 3

son los valores caracteristicos.

La matriz exponencial est& dada por:

At - gT+8A

con A, Yy A, se genera el sistema:

et = B, + B,

e-at =8, - 38,

resolviéndolo, se obtiene:

3¢t 4+ o7t t -t

By = 2 :

entonces, la matriz exponencial es:

O sea:
2(et + e-&t' _ et:_e-st
[ 2
P.At =
- et + e""t et + e"St
2 2

N et + e'at et _ e-at
1 -3 - 4
= +
- ot -3t t -3t
X, e + e e + e 0
t
zt—d - e—a(t-G) _ et-é_ e-i(t-é) e-&
2 2
+ - -3 (&= - - as
_ et [ +e 3 (t-§) et 64.e 1 (t-¢) 0 !
2 2
o



Ejemplo II. 12

Se desea obtener la solucibn del siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

X, 0 1 0 X, 0 x,(0) =0
x,|=10 -2 -5 x, | + |3 x,(0) =0
X, 0 1 2 X, 0 x;(0) = 1

Los valores caracteristicos de la matriz son:

como A es de tercer orden:

eAt

BoI + B,A + B,A?

At

e Bo + B\ + B,A?

fl

al sustituir los valores de A en la ecuacidn anterior se
obtiene el sistema:

w9

" =1+ iB, - B, =cos t + isent

e =1-41i8, -~ B, =cos t - isent

resolviéndolo, se tiene:

By =1
B, = sen t
82 =1 -cos t

sustituyendo en eAt:

[
(=
o
o
[
o

e =100 1 0f +sent |0 -2 -5| +
0 0 1 0 1 2
0 1 0 0 1 0
+ (1 - cos t) 0 -2 -5 0 -2 =5

efectuando las operaciones y simplificando:

1 -2+ 2cos t + sen t -5 4+ Scos t
eAt =10 cos t - 2 sen t - Ssent
0 sen t cos t + 2 sen t
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conocida la matriz exponencial, se obtendr& la solucién

del sistema no homogéneo: -6t + 3 +6sent-3cost

X, 1 -2+ 2cost + sen t -5+ 5cos t |]|0O = -6+ 3sent+6cost
X, 1= 10 cost -2 sen t -5sen t o[+ 3-3cost
X, 0 sen t cost+25enil 1
Sustituyendo y simplificando se obtiene la solucibn:
t
~6+ 6 cos{t - §) + 3 sen(t -~ §) X, ==2=-6t+2cost+6sent
+ 3 cos(t - 8§) - 6 sen(t - &) as X, == 6+ 6cost-2sent

X3 =3 -2cost+2sent
3 sen(t - ¢)

do 1 triz:
integrando la ma Ejemplo II.13

t -6+ 6cos(t - 6) + 3 sen(t - §) Para el sistema no homogéneo:
3 cos(t - §) - 6 sen(t - §) as = ;‘(1 = 3x, + x, x,(0) =0
A 3 sen(t - 4) Xp=-x +x, + &% % (0) =1
[ (* ;
s E 6 + 6cos(t - §) + 3 sen(t - ) j d La matriz exponencial es:
o
5
t ezt + tezt tezt
= [3 cos(t = §) - 6 sen(t - §)] dé =
o e'At =
t - te?t e?t o ot
[3 sen(t - 6)]] a3
— ° J con la cual se calcula la solucibn del sistema:




x| |e*E+ee®™ et 0 - 252 g2 | [
= + as
%, et Stoee?t]| |1 A - (t-8)e? (t=8) ,2(t-8) ~t-6)e? (t=-5) S
donde:
_ et ft -5 [ 2(t-8) _ z(t-G)]
X, te"" +] e te e ds
o

t

< = e?t - et 4 I 6 [ez (£-8) _ (t_s)ez(t—é)] a5

o

integrando y simplificando:

x,=-g—tezt-—;—22t+% e E
_ 13 2t _ 4 2t _ 4 -t
X, = 5 e 3 te Te

1II.3.3 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA SISTEMAS LINEALES

TEOREMA II.3

Sea el sistema lineal X(t) = Ax(t); X(0) = b donde A es
una matriz constante de orden nxn y B es el vector de con-
diciones iniciales de nx1l. La solucifn {inica del sistema

en el intervalo - » < t < = es X(t) = Atp,

Demostracidn:

A) Para demostrar que x(t) = 2% es solucién del sistema,
se deberd comprobar que lo satisface.

Derivando la solucidén propuesta:

x(t) = at%p

At

sustituyendo x(t) = ¢ b y su derivada en el sistema:

2P = 2%

o sea, la ecuacibén se transforma en una identidad.
en t = 0:

Ademis,

%) = 0%
=b
por 1o tanto:

;(t) At

1]
)
o

es solucién del sistema X = AX, con x(0) = b.

B) Para demostrar que x(t) = 2% es 1a dnica solucidn, se
supone que existe otra solucidén a la que se llamard z(t). En
tonces como z(t) es solucidén, se tendrd que:

Z(t) = AZ(t) Z(0) = b

El producto e ?%Z(t) se representa por p(t), se tiene:

B(t) = e P2 (v)
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derivando esta funcidén matricial: pero como X(t) = eAtF, se concluye que Z(t) = X(t); o sea

que la {inica solucién del sistema es:

;(t) = e'Até(t) - ae Ptz (e) T(t) = AtE
como z(t) = AZ(t), se tiene:
pt) =e 2z (e) - ac Mz (v) ’
ademds ae 2t = ¢7A%a, por 10 que: II.4 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN "n"

UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

= _ =At - -At ,— En el capitulo anterior se estudiaron las ecuaciones dife-
p(t) = ¢ ""Az(t) e "TAz(t) renciales lineales; en &stas aparece como incégnita una va-
- riable escalar. Si el modelo de un problema es una ecuacidn
p(t) = 0 de este tipo y de orden "n", se puede transformar en un sis-

tema de "n" ecuaciones diferenciales de primer orden; de es-
ta manera se tendrdn "n" variables como inc6gnitas. Las "n"
variables pueden o no tener una interpretacidén fisica en el
problema.

lo que significa_que p(t) es una matriz de elementos constan
tes, por lo que p(t) = p(0).
Entonces como:

El procedimiento para realizar dicha transformacién, consis
te en introducir tantas variables dependientes, como sea el

Ble) = Atz () orden de la ecuacidn diferencial.
- - - - - E lo II.1l4
para t = 0: 50) = e A0Z00) =3Z(0) = b jemplo
Sea la ecuacidn diferencial de orden tres:
o sea:
S0t) 5(0) -At_(t) x''" 4+ 2x'' - x' + 3x = 2t ce. (a)
P =Pp =e¢ 'z
si X =W e (b)
de donde:
e-AtE(t) -5 entonces:
x' = wi
premultiplicando por PLah haciendo:
E(t) = e-AtS x' = Wa



se tiene:

x' =w} =w, ces (c)
derivando x' = w, y haciendo w} = w;:

X'' = Wi = w, s ()

derivando (d), se tiene:

x|||=w; .. (e)

como ya se tiene tres nuevas variables; w,, w, y‘ws,
ya no se podrd hacer:

x'"'"' = wy =W,
entonces en este caso, se despeja x''' de la ecuacidn
diferencial (a):
x'"'' = - 3x + x' - 2x'' + 2t oo (£)

sustituyendo (b), (c), (d) y (e) en (£f):

wi = 3w, +w, - 2w, + 2t e (@)

de las ecuaciones (c), (d) y (g) se forma el siguien-
te sistema:

=
]
L}
w
_‘i
+
£
N
|
[
€
-«
+
N
r

en forma matricial:

W) 0o 1 0 W, 0
wy | = o o0 1 w, | + 10
w3 -3 1 -2 W 2t

cuya solucién w,, w, y w; representa:

w, = X, w, = x' y wy = x'!

Ejemplo II.15

Transformar la siguiente ecuacién diferencial a un sis
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

yYWaHly' 4y =x; y(0) = y'(0) = y''(0)=y"'*'(0) =0

Primero se identifica la variable dependiente de la
ecuacidn, en este caso "y", y se hace un cambio de va
riable, esto es:

y =w, oo (@)

de esta manera la nueva variable es w,. Hacienco otro
cambio de variable para y', se tiene:

y' =W =W, ees (b)

y asi sucesivamente con las derivadas de "y" hasta te-
ner cuatro nuevas variables

y'' = wy = vy eeo (€)

= w oo (d)
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despejando y!Y de la ecuacibn diferencial original: por lo tanto, las condiciones iniciales en el sistema de
ecuaciones son:

y'V=-y-3y" +x

ecuacibn que, al introducir las nuevas variables co-
rrespondientes, queda:;

w,(0) = w,(0) = w,(0) =w,(0) =0

IV _ 0 - -
=w, =~ w- 3w, +x cee (o)

y

de las ecuaciones (b), (c), (d) y (e) se obtiene el sis-

tema: :
w) =
17 Ve II.5 APLICACIONES
Wy = Wy
Problema II.1l
W=,
En el circuito eléctrico que se muestra en la figuraII.2
. - 3w, + se desea determinar el voltaje en el capacitor vo(t) y la
Wy 57 W W, t X corriente en la inductancia iy (t) para t > 0. En el ins-

t=20 b 0) =0 iy, (0) = 0.
o bien, en forma matricial: tante se sabe que vc(0) e inl0)

wil] [o 12 o o [w] [o R, L
A AAYAY 228k R =1 @
w) 0 0 1 0 W, 0 et
= ' + l c =1 F
w! 0 0 0 1 w 0 i
3 3 d'c =
. e (1) ~> m c- m §R2 L =1 H
ACH I R 4 B A1 B R, =3 @
como y = w, y y(0) = 0, entonces w, (0) = 0. MALLA I MALL{I[ e(t) =1V
De la misma forma: Figura II.2 -
y'(0) = w,(0) =0 £
Y''(0) = w,(0) =0 Efectuando la suma de voltajes en la malla I:

y'''(0) = w,(0) =0 eu)=%1+%




como vy, = R,i, entonces: Las ecuaciones (a) y (b) forman un sistema de dos ecua-

1 ciones diferenciales, donde las variables dependientes
son las variables que se desean conocer, o sea Vg e ip.
Estas dos ecuaciones en forma matricial y con los valo—~
res correspondientes de L, C, R, y R, queda:

e(t) = Ryi, + v

donde: - — - - -
dv [ ave F [
. . . c . -3t -1 -1 Ve 1
i, =dg +ip =¢c gg— + i
= + 7Vc(0) = ol iL(o) =0
di -
por lo tanto: L 1 3 ip, 0
- dt
av LT - 4 v 4 vt

: [+]
e t) = R C ——m— 4+ 1 + v -
¢ ! ( dt L) c el vector solucidn x de este sistema es:

t
o bien, despejando la derivada de v.: z - eAtE(O) *‘I gA(t’S)E(s) a5
d o
Ve _ _ 1 _ 1 1
d& " R®cVe e Lt g el cee (@)

Para obtener eAt, primero se calculan los valores carac

teristicos de A:
efectuando la suma de voltajes en la malla II:

Ve = vp + VR -1-A -1
= (A+2)2=0; 2, =2, ==2
como:
diL . 1 -3-)\
VL = I 3t Y sz 4 Rzlz = RZiL
para A, = ~ 2:
se tiene: -
as et = g, - 28,
L .
Ve = L —5— + R,ij,
dt : para A, = = 2:
de donde: te™?t = 8,
donde:
diL _ Ra -2t

1 .
& " T Ve~ T ;L veo (b) B, = te
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By = (1 + 2t) "2t

La matriz exponencial es:

1 0 -1
Bt o (1 + 20yt + te 2t
0 1 1
o sea:
1+t -t
eAt=¢-’t
t 1-¢

calculando la solucibn:

1+t-~-§6 -(t-3¢) 1
¢ t o2 (e-8)
- - —z -
5 cA(t G)b(s) das = I e
o o t -8 1-(t-6) 0
& t .
t e?2%1+t-98) l e?®(L + ¢t ~-6) as
()
= g-zt s = e-zt
t s
e28 (¢t - ) ] e?8it -5) as
(o] (o]
3 zt__l_t_ 37 3 -ite'zt _ie-zt
T° 2 T T2 3
=e-2t 3=
1 2t _ 1 1 1 _ 1, -2t _ 1 -2t
Te ——z—t-T \—T Tte. TQ

como:
0
%x(0) =
0
se tiene:
- — _ =
ve % _ % te 2t 3 e 2t
- At— t A(t-s)
X = = ¢ x(0) + e b(§)ds =
o
; 1 _ 1 -2t _ 1 -2t
].L ry =5 te 3 e

Problema II.2

Se tienen dos tanques cilindricos comunicados por la par
te inferior, como se ilustra en la figura II.3. Una bom-
ba eléctrica extrae un liquido de un depSsito y lo entre-
ga al tanque 1 con un gasto constante. Parte del fluido
que entrega al tanque 1 pasa al 2 por el orificio infe--
rior, con un cierto gasto; y el fluido que entra al tan-
que 2 sale, con otro gasto, hacia el exterior del sistema.

\uo(D ®

Figura II.3

Los gastos q,, Yy q, son en general funciones no lineales
de las alturas variables h, y h,, pero en algunas situa-
ciones précticas, puede considerarse que las relaciones en

tre gasto y altura son lineales, en la forma siguiente:



a,, =k, (h - h) ee. (@)

q, = k,h ees (b)

B

Se trata de determinar el comportamiento en el tiempo de
las alturas del fluido en los tanques, considerando que:

4.«%}

_ 4
k, = 5
k, = 12
Yomba = 5 unidades cfibicas/s = de
A, = Area de la seccibn transversal

1
del tanque 1 =1 unidades cuadradas

A, = Area de la seccidn transversal
del tanque 2 =8 unidades cuadradas

Se sabe que en t = 0, el nivel del fluido en ambos tan-
ques es igual a una unidad lineal.

Solucibn

Para el tanque 1, la rapidez de la variacibén del volumen
del liquido contenido es:

dv
T o)

Dado que los tanques son cilindricos:
V‘ = Alhl PRy (d)

VZ = Azhz s o (e)
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Sustituyendo (d) en (¢) y considerando los datos del pro
blema: .

dAlhl _ 5 4

dt = “T (hl "hz)
dh, 5 4
at - A, - I, (M~ h)
dh 4
—3t—=5- 5 (h = h,) cee (D)
Para el tanque 2:
dv, _
- SP R P
o bien:
dha 1 4 h,
€ "R, 3 (h; - h,) - 12 X,
dh
2 - _4 12
g€ = 24 By - B) - —g—h, ee (9)

Las ecuaciones (f) y (g) constituyen el modelo matemiti-
co del problema planteado, matricialmente:

. 4
By "3 I R I

- N cer (h)
. 4 40
R 2T - | | M 0
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Resolviendo el sistema por medio de la matriz exponen por lo tanto se obtiene:

cial:
|a - AI| =0 1 0 - 32 32
-t -2t
4, . At - (207t - o2t + 2 e
3 3
o 1 4 -40
A-2AI =
4 _ _40 _ A
24 27 — —
%%e-t + %e—zt ‘247(e-t A
La ecuacidn caracteristica resultante es: At
e =
A2+ 30 +2=0 1 t -2t 1 -t 2 -2t
B—(e -e ) 3 e + 3¢
las raices son:
A, = - 1; A, = =2
la solucibén del sistema (h) es:
Dado que el sistema es de dos ecuaciones y las rafices -
diferentes, se tiene: 16 -t 8 -2t 4 (-t -2t
’ h, 50¢ +37¢ 2—4(¢ e ) 1
M = g,1 + 8,2 - +
1,-t _ -2t 1 -t ., 2 -2t
donde B, y B, son soluciones de: B |5 te e ™ 3¢ +t3e 1
et = B, - B,
e-zt = B, - 2B, ; — -
t 80 _-(t-§) 40 -2 (t-9§)
e + e
resolviendo: 27 23
& € + dasé
B, = 2~ - e ?
S5 e-(t-é) _ 5 Q-Z(t-—a)
B, = e-t - e-zt o _5 ® |




Efectuando operaciones:

60 -t 16 -2t _ 100
hy=-37ze¢e " -3me ~+37

__ 2 ,-t li -2t 5
h=-% ¢ *33¢ t 1z

Obsérvese que cuando t -+ «:

_ 5
h, =33 b4 h, = 17

lo que significa que los tanques se estabilizar&n en
un valor fijo (el gaso de entrada es constante) y que
la altura del fluido en el tanque 1 serd diez veces
mayor que la del tanque 2.
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CAPITULO I1I LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

III.1 DEFINICION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Si V y"W son dos espacios vectoriales, una transformacién
T : V» W con dominio en un subconjunto D de V, se llama
transformacién lineal de V en W si se cumplen las siguien-
tes propiedades:

1. T(V, +¥V,) = T(V,) +T(v,) , ¥ v,, v,€D
2. T(cV) = cT(v), ¥V ED
o bien:
T(c,V, + C,V,) = ¢;T(V;) + c,T(V,)
En general, una transformacién es una funcién entre espa-
cios vectoriales definidos sobre un mismo campo, que asigna

mediante una cierta regla, a cada elemento de V uno y sélo
un elemento de W; esto es:

T(V) = W

grdficamente se representa como:
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v T:V—-W w donde "a" y "b" son constantes, 0 < a <b, y "s" es un
parimetro. La imagen o transformada de v; es:
b y "
W - - - a
¥ w, = T(V,) =§ st(t?)dt = s_(b_z___)
a
copominio En este caso la transformacibén conduce a obtener una

imagen que no es funcibn de "t" (como lo es v,), si-
no funcibn de "s". Las gr&ficas correspondientes a
Vv, y W, se ilustran en las figuras III.2 y III.2.1.

Figura III.1 A1) A#(s)
Ejemplo III.1 4
_ _ _ . wis)= b;“ s
Sea v, =Lnx, x # 0, donde V,€V, y sea una transfor- Vit )=t
macibn definida por la regla: : IO I
=4 I
Te= dx I
el elemento del recorrido correspondiente es: } - —>-
: 0 o b 1 of S
W, = T@Lnx) = & (Lnx) = = X #0 w, €W
1 dx x ! y 1
Figura III.2 Figura III.2.1

En este ejemplo, al aplicar la transformacibén sobre una
funcibn real de variable real, se obtuvo como imagen otra
funcibn real de la misma variable.

En general, si v = £(t) € Vv y la transformacién se define
como:

Ejemplo III.2 - b -
T(v) =] k(s,t) vdt oo (2)

- a
Sea Vv, = t?, y la transformacién definida por la regla:

T(*) = st (*)dt eee (1)

J»b entonces:
a T(V) = F(s)



Definicibn: NDados k(s,t) y £(t), se llamar& transforma-
cibén integral lineal de f£(t) sobre k(s,t) a la siguiente
expresidn:

b
j k(s,t)f(t)dt = F(s) eee (3)
a

k(s,t) es conccido como el kéanel o nidcleo de la trans-
formacidén.

Ejemplo III.3

Sea v, = t? y la transformacibn definida por:

RS
T(*) =J. k(s,t) (*)dt
(o]

A) Si el kérnel de la transformacidén es k(s,t) = st,
la transformada de v, es:

b

%, = T(¥,) = lin -5 -
w, = v, = blm R = o
oo °

por lo tanto, no existe la imagen de v, debido a que la
integral impropia resulta divergente.

B) Si se_considera el kérnel k(s,t)= QSt, s >0, la

imagen de v, es:

t
@, = T(,) =J' 5t t2at
[}

integrando por partes, se obtiene:

_ 2,5t st
W, = lim t : - 2t§ + Zes = o0
b+ s s

(o]

lo cual indica que con el kérnel seleccionado, la inte-
gral es divergente, por lo tanto la transformada de v,

no existe.

C) Sea el kérnel:

k(s,t) = ¢St , s>0

la imagen o transformada de Vv, es:

- 2,"
W, = lim | - =&
b +®

por lo tanto, con el kérnel seleccionado en este inci-
so la transformada si existe. Ademds, los elementos
del recorrido son funciones de "s", mientras que 1los
del dominio son de "t".

La transformacién definida con el kérnel del inciso C del
ejemplo anterior, es una transformacidn llamada transforma

da de Laplace.
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Definicifén: Sea V un espacio vectorial de funciones
£(t) definidas para t > 0. La transformacién integral
que aplica a cada f(t) de V en su imagen F(s) de W, se
llama transformacibn de Laplace y queag definida por
la siguiente regla:

[e ]
L{*} =s e 3% (x)at ee. (4)
(o]

para una funcién f£(t), se tiene:

L : V->W
[o ]
L{f(t)} =f ¢"Ste(eyat ee. (5)
o

donde V es el conjunto de todas las funciones f(t),
t >0y Wes el conjunto de las funciones transformadas
F(s) bajo L, es decir:

L{£(t)} = F(s)

A la regla de la definicibn anterior se le conoce con el
nombre de transformacidn unifateraf de Laplace, para dife
renciarla de 1la bifateral que se define como:

®

L{f(t)) =j e Fte(r)at

-0

En la mayoria de los problemas, donde la transformada de
Laplace se aplica, la variable tiempo es mayor o igual a ce
ro, por lo tanto, la transformada de Laplace que se estudia
es la unilateral.

Ejemplo III.4

La transformada de Laplace de f(t) = 1 es:

b

a0
L{1} =I 1-¢7%%q¢t = 1im - X ¢St
o b+ s

L{1} = %? , >0

Ejemplo III.5

La transformada de Laplace de la funcibén f(t) = eat de
finida para t > 0, es: -

® b
L{e?t) =-[ e %te%tar = 1im J. o~ (sma) by
(e} b+ o

b
= S § -(s-a)t - 1
;if; s-a ¢ T s~a’

Hasta este momento, la finica forma de verificar si la trans
formada de Laplace de una funcibén existe, es resolver la in-
tegral que establece su definicién y determinar los valores
de "s" para que la integral sea convergente. Este proceso
puede ser laborioso para algunas funciones.

Para simplificar el procedimiento anterior, existe un teore
ma que establece las condiciones suficientes que debe satis-
facer una funcién, para que su transformada de Laplace exis-
ta.



ITI.1l.1 LA EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Antes de establecer el teorema de existencia, se definirén
dos conceptos relativos a funciones, que serin necesarios
para determinar la transformabilidad de ellas, estos concep

tos son:

1. La continuidad seccional de una funcién.
2. El orden exponencial de una funcién.

Respecto al primero, se establece 1la siguiente definicidn:

Definicién: Una funcibén f£(t) es seccionalmente conti
nua en el intervalo a < t < b, si este intervalo puede
ser dividido en un nGmero finito de subintervalos de
tal manera que en cada uno de ellos:

a) f(t) sea continua

b) £f(t) se aproxima a un limite a medida que "t" se
aproxima a cada uno de los dos extremos internos,
es decir, que en un subintervalo c¢ ¢ t < d exis
ten:

lim £(t) y lim £(t)
t+ct t+a"

Ejemplo III.6

Sea la funcibn cuya gr8fica se ilustra a continuacién:

8 (1)

. |

qu e

Figura III.3

En el interior de los subintervalos (0, %% ) vy ( %} , )
la funcibn es continua, ademis en el subintervalo

0 <t < %% :

lim . £(t) =0 y lim f£(t) = 0
t-+0 T~
t"T
y en el subintervalo t > %}:
lim f(t) =1 y lim £(t) =1
m+ ta+o
t"T

¢ por lo tanto, la funcidn es seccionalmente continua en
el intervalo (0, ®).

La funcién periddica que aparece en la figura III.4, es
seccionalmente continua, ya que en el interior de cada sub
intervalo (n, n + 1), n=0, 1, 2, ..., la funcibn es con-
tinua y el limite existe en los extremos interiores de ca-
da subintervalo.

A1)

|
]
]
v/
! .
3

Nh— - — =

-

Figura III. 4
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Cuando una funcidén es seccionalmente continua en un cierto

intervalo, se garantiza la existencia de su integral en el
mismo, esto es:

a a a, a, a

n

donde a, a;, a,, @y, +.. , an, b, son los extremos de los
n + 1 subintervalos en donde la funcidn es continua.

El concepto de funcién de orden exponencial, se establece
en la siguiente definicién:

Definicibn: Se dice que una funcién f(t) es de onden
exponencial cuanto t +®, si existen constantes My b y
un valor de "t" igual a t,, tales que:

bt
'

JE(t)| < Me para t > t, oo (6)

La def1n1c1on anterior puede interpretarse como la compara
cibn entre f£(t) y una funcién exponencial MePt seleccionada
previamente.

Si existe una funcibdn Mebt, tal que, a partir de un valor

to de "t", la funcién £(t) crece mis lentamente que MePt a1l
aumentar "t" hacia el infinito; entonces f(t) es de orden
exponencial.

Ejemplo III.7

Sean las funciones £ (t) 2/} ebt con b > 0, cuyas gré
ficas aparecen en la figura ITI.5. Como se observa, pa
ra t < t, la funcién f(t) es mayor que la exponencial

ebt, pero en el intervalo t > t,, es menor que ePt, por
lo tanto £(t) = 2 es de orden exponencial.

b a, a, a, b
£(t)dt = j f(t)dt-+! f(t)at + I f(t)dt+... + j f(t)dat

4 (1)

bt

/

[o]

/

-Y

Figura III.S

Para verificar si una funcién f£(t) es de orden exponencial,
es suficiente que la siguiente desigualdad se cumpla, dados
"b" y M constantes:

lim e PEe(e)| < M eee (D)
t >0

Ejemplo III.8

Para verificar si £(t) = e*t sen t, es de orden expo-
nencial, se tiene que |sen t| estd comprendida entre 0
y 1, entonces:

it

1% sen t] < e %

por lo tanto, en lugar de investigar si f(t) es de or-
den exponencial, se hard con:

£,(8) = ot



y si &sta resulta de orden exponencial, entonces:

3
etsent

]

£(t)

con mayor razén lo serS&.

Si b > 3, por ejemplo b
desigualdad:

1}

3.001 y M = 1, se cumple la

Ie’tl < 2(3'001)t, cuando t + o

por lo tanto, f(t) es de orden exponencial.

Definicibén: Las funciones que son seccionalmente con

tinuas y de orden exponencial son £famadas {unciones de
clase A.

La importancia de una funcifn de clase A, radica en que la
transformada de Laplace de estas funciones siempre existe.
Esto se establece en el siguiente teorema:

TEOREMA III.1

Si £(t) es una funcidén de clase A, entonces su transforma-
da de Laplace existe, por lo tanto:

L{f(t)} = F(s)

para s > s,, donde s, se llama la abscisa de convergencia.

Demostracién

(o)
L{f(t)} =[e-5tf(t)dt

o

Como f£(t) es seccionalmente continua, entonces:

(o o] t a £ oo

I e Ste(t)at =I ¢ Stf(t)at +I ¢St (b ae cee (8)
o: o a

La primera integral del miembro derecho de 1la igualdad exis
te, dado que se trata de la integral definida de una funcién
continua en el intervalo definido por los limites de integra

cién. Falta probar que la segunda integral impropia sea con
vergente. -

Por ser f(t) de orden exponencial, entonces:
[£(t)]| < MePt
e St £ (t) | < MePETSE o o (sb)E
por lo tanto:
0o

oo
re'Stf(t)dt 55 ¢St £(t) |at < MJ’ ¢~ (sD)ty,
a a a

cee (9)

Si la tercera integral de la desigualdad (9) converge, con
mds razén lo hard la primera integral. Por lo tanto, anali-
zando la convergencia de la tercera integral:

© d
“f e LN PR T (L
a dse a
Me~ (s-b)a
si s > b, la integral converge al valor ——5

Esta convergencia garantiza, a su vez, la de la integral:

m_
I ¢"Ste(r)at

a
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las dos integrales del miembro derecho de la ecuacién (8) si:

existen y por lo tanto:
= 2 -Y% -1
t =2 Y t =2z
(e}
j e-Stf(t)dt se tiene:
0 [0 2} =2}
1 - ®
e St - /zdt N '2dz 2 -sz®y .
también existe. 2z = z2
o o o
El teorema II1.1, establece la condicién de clase A de una Y
funcién como suficiente, perno no necesdaria, esto significa . = o2 .
que pueden existir funciones que, sin sen de clase A, pueden sl y = sz, entonces:
sen transformadas mediante Laplace.
. P yz = szz y dz = y
Cuando una funcién no es de clase A, el Gnico recurso de 17z -
que se dispone para verificar si es o no transformable, es s
investigar la convergencia o divergencia de la integral.
con lo cual:
Ejemplo III.9 ® o ®
2 e-szzd =| 20" % ~Y -y?
Se desea obtener la transformada de Laplace de la fun z = e~ s dy = 25 2 Y dy
cibn: o o o
f(t) = —1- a 1 . .
3 e las tablas de integracién se obtiene:
En este caso f(t) no es de clase A, dado que es discon
tinua en t = 0. Por la definicibn de transformada de ®
Laplace se tiene: -y? = YT
e dy = —— ;
2 !
o
o2} (= 2]
-st 1
L{£(t)} --I _2__&4 St 4 g
o N o finalmente:
" LT =2 T L J T
con el cambio de variable t “= z: 2 s
;)
£, dt = 2d2 Con esto se com
= L=2 prueba que la transformada de una fun-

dz = —_— y dt
e cidén que no es de clase A, puede existir.



Ejemplo III.1l0

Se desea investigar si existe la transformada de Lapla
ce de la funcibn:

2
£(t) = ot
Esta funcifn es seccionalmente continua en (0, »), pe
ro no es de orden exponencial, por lo tanto no es de

clase A. De la definicibén de transformada de Laplace
se tiene:

2 %® 2
L{et) =J. e Sttt ae

o

como esta integral es divergente, la transformada de La

2
place £(t) = et’ no existe.

Con los ejemplos anteriores se ha comprobado que cuando una
funcidén no es de clase A, puede o no existir su transformada
de Laplace. La clase A, en cambio, garantiza la existencia
de la transformada.

En general, el pardmetro “s" en la transformada de Laplace
es un nimero complejo de la forma s = x + yi; sin embargo,
s6lo es tratado como tal, en cursos avanzados de matemiti-
cas. En este capitulo se considerari Ginicamente la parte
real, o sea, s = x, que es la abscisa del niimero complejo.

Puede darse el caso de que una funcién, siendo de clase A,
no pueda ser transformada, debido a un valor del parametro
"s" asignado inadecuadamente. Esto puede verse con clari-
dad al obtener la transformada de f(t) = e?t:

o) co
L{e’t} = 5 edte Star =j o (873 tg,
o

°,
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si s < 3, la expresién (s - 3) resulta negativa y el inte-
grando pasa a ser una exponencial positiva. Asi, la inte-
gral impropia pasa a ser divergente. Al valor de s, = 3,

se le 1llama pairdmetrno o abscisa de convergencia. Para va-
lores de s > s, se garantiza la transformacién de la fun-
cidn, o sea, la convergencia de la integral impropia. Debi
do a esto, en el teorema III.1, se condiciona la transforma
cidn de una funcién de clase A, a la existencia de una absci
sa de convergencia s,.

En la siguiente tabla se enlistan las transformadas de al
gunas funciones:

£(t) F(s)

c, ce R c/s, s >0
t 1/s%, s > 0
t? 2/s®, s >0

t?, n=0,1,2,.... nt/s", s >0

at

e 1/(s - a), s > a
sen at a/(s? + a?)

cos at s/(s? + a?)

senh at a/{s* - a%), s> a
cosh at s/(s® - a?), s > a

Tabla III.1

Todas las transformadas de esta tabla se obtuvieron a par-
tir de la definicidén de transformada de Laplace.



III.1.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR LINEAL De lo anterior se deduce que las funciones transformadas
F,(s), F,(s), ..., Fo(s)-en W, son idénticas, sdlo si coin

Siendo la transformada de Laplace una transformacién, cum- ciden en un intervalo de la forma (0, ®).
plird con la propiedad de linealidad si se verifica: :

Con esta consideracién, se establece una de las propieda-
L{f, + £,} = L{£,} + L{f£,) oo (10) des mis Gtiles e importantes de la transformacidn de Lapla
ce, La propiedad de Linealidad.

Considérense por ejemplo las funciones: Si Gy Cas -.+s Cp €S un conjunto de constantes y
£,(t), £,(€), ..., £,(t), es un conjunto de funciones de
£, =t y f,=-¢ clase A, cuyas transtormadas son F,(s), F,(s)}, ..., Fy(s)
respectivamente, entonces:
entonces:
L{clfl + c2fz + ...+Cnfn}=c1L{f1} + ch{fz}+ooo + CnL{fn}

L{f,} +L{£,} =L{t} - L{t} = 1/s* - 1/s?’= 0, paras >0

Lic,f, + c,f, +... + cpfpl=c,F,(s) +c,F,(s) +... + cyFp(s) (11)
esto es:
L{f,} + L{f,} =0 Para "s" mayor que el miximo elemento del conjunto:
{s4| s; es una abscisa de convergencia}l
EZTO no estd definida para valores de s < 0. Por otra par- i=1,2,3, ..., n

La propiedad de linealidad representada por la ecuacién (11),
L{f, + £,} = {0} =0 para toda s se demuestra a continuacién:

entonces, se puede decir qus:

ao
L{f, + £,} y L{f,} + L{f,} L{c,f, + c,f, +... + cpfp} =I e-St(c,f,-fczfz-r... + cpfpldt =
°

son idénticas para aquellos valores de "s" en que: . - ®
= c,j ¢"Stf.at + c,j e Steae 4 ... +cnj e"St¢ at
L{f,} y L{f,} o (s} o

estdn definidas, por lo que en general:
como:

-st
Lif, + £,} # L{f,} + L{£,} L{f} =je Steae



entonces:
Lic £, +c,f, + ... +cpfp} = o L{£;} +c,L{f,} + ... +cpL{f,}
o bien:

Li{c,f, +cf,+... + cpfpl = ¢ F,(s) +c,F,(s) + ... +epFp(s)

Esta propiedad es Gtil para transformar funciones compues
tas con las funciones bidsicas que aparecen en la tabla ITI.T.

Ejemplo III.1ll

La transformada de Laplace de la funcién

£(t) = 3e3t + 16 - 3 cos 3 t, se obtiene utilizando la
propiedad de linealidad, esto es:

L{3e®t 4+ 16 - 3 cos 3t} = 3n{e®t} + 16L{1} - 3L{cos 3t}

]
‘:‘I
|
+
o
[}
[}
+
O
7]
v
w

Ejemplo III.1l2

Para obtener la transformada de f(t) = cos wt, sin
aplicar la definicidn de la transformacibn, se proce
de de la siguiente forma:

Por el teorema de Euler para funciones exponenciales
complejas:

eth = cos wt + 1 sen wt

-iwt
e = cos wt - i sen wt

sumando estas expresiones y despejando cos wt, se obtie-

ne:

eiwt + e-iwt

COSWt=——T——

aplicando el operador transformada de Laplace:

L{cos wt} = —%— Liei¥t) & % L{e Wty

las transformaciones del lado derecho, se realizan en

forma anfloga al caso de exponenciales reales,

par

a

(t) = e@t’y £,(t) = ¢”3%, donde "a" es un nGmero com

£
piejo de la forma r + iq.

Seleccionando s > r, se ob-

tiene la abscisa de convergencia, como se vio anterior
mente; en este problema, r = 0 y g = w, de modo que pa

ras > 0:
_ 1 1 1 1 - S
Llcos wt} = 5~ —Tw*+ 5 s+ -t iy’ 5> 0
Ejemplo III.13
Para obtener la transformada de f(t) = cos?wt, se uti-

liza la siguiente identidad trigonométrica:

1

.2 R L
cos‘wt = 3 + 5 cos 2wt

por lo tanto:

% L{1} + % L{cos 2wt}

1 (_s
2 52 + 4w?

L{cos?wt}

1
2s +
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III.2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

El problema de obtener f£(t) dada su imagen F(s), correspon-
de al concepto de transformacibén invernsa. Gridficamente:

CODOMINIO

Figura III.6

-l :
donde L : V+ W y L representa la transformacién del reco
rrido al dominio, o sea:

Esta transformacifén que permite obtener el elemento del do-
minio £(t), dada la funcién elemento del recorrido correspon
diente, se llama transformacibn Linversa de Laplace y se re-
presenta como:

Ejemplo III.14

Como L{cos 2t} = gg—g—z , entonces:

L o + =cos 2t

4

_ 1 3t

similarmente, como L{1l} = = y L{e "}
tonces: s

= ;%%3: en-

Cuando se quiere determinar los elementos del dominio
f(t), a partir de los del recorrido de la transformacién
F(s), se considera que &stos se generaron mediante la re-
gla:

[0 ]
F(s) i[ ¢ 5te(t)at
0

En forma similar a como fue definida la transformada de La-
place, la transformacibén inversa de Laplace de una funcién
F(s), se define:

8, + 3o
£(t) = LTH{F(s)} = =< j Str(s)as cee (12)
Sy = jw
donde:
So + joo 8o +jA
S nStF(s)ds = lim I eStr(s)as ;
A+00

Sp-Jjo» 8y~ JjA



y s, es la abscisa de convergencia.

Aplicar la regla anterior para obtener antitransformadas,
no es simple ni prictico y es comin encontrar.,en la litera
tura la definicién de la antitransformada, L™ ', en térmi-_
nos de la transformacién directa:

Definicibén: Sea W el espacio vectorial de todas las
funciones F(s) definidas para s > s,. La transforma-
cién lineal que aplica a cada funcign F(s) de W en la
funcién £(t) de V, y de la cual es imagen, se llama
transformada inversa de Laplace, designada como L7!,
Esto significa que si L{f(t)} = F(s), entonces:

£(t) = LT {F(s))}

De la definicién anterior se deduie una propiedad importan
te de la transformacidén inversa L™, la de linealidad:

L '{c,F,(8) + c,F () + .... + cyFp(s)} =c, L7 {F,(s)} +
+ ¢, LT {F,(s)} + ... + e L7 {Fp(s)) cee (13)

Con la aplicacién de esta propiedad y el uso de 1la tabla
I11.1 de transformadas, se puede obtener la antitransfor-
mada de algunas funciones F(s).

Ejemplo III.15

La antitransformada de:

- _15 4 _ 2s
F(s) s VST " sT+1

por la propiedad de linealidad es igqual a:
-1 _ ~1]1] -1 1 _ -1 s
L {F(s)} = 15L Isl + 4L l—52| 2L |;_+_1.I
de la tabla III.1l:

L~ {F(s)} = 15 + 4t - 2 cos t ,

ya que:
1,(1}:%. L{t}=si2- Y L{cost}=sz%'5>°

III.2.1 LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE L-l

En los ejemplos correspondientes a la transformacidn direc
ta de Laplace, los resultados han sido Gnicos; a cada fun-
cidn del dominio le corresponde una y s6lo una funcién del
recorrido. Sin embargo, esta propiedad de unicidad no siem
pre se cumple en la transformacidn inversa. -

Ejemplo III.1l6

Sean las funciones fl(t) y £,(t);

1, 0 <t #5

£,(8) = £,06) =1, £ >0

il
(%))

2, t

cuyas grdficas se muestran a continuacidn.



94

Af(t) lrfz(f)
e ———— - -
!
!
| ; '
|
!
; — —
o 5 t o t
Figura III.7 Figura III.7.1
La transformada de f,(t) es:
Mg, (00} =1} =L s> eee (@)

Para obtener la trdnsformada de f, (t), véanse las figu-

ras III.8 y III.8.1.

= lim L
A—0

2 - - - -1
i
!
!
1
]

. |

Figura III.S8

(A1) )

Figura III.S8.1

esto es:

L{f ()} = lim L{f, ()}

A+0
como:
s S +4A oo
L{f,(t)} = j 1-¢"Stat +j 2¢75%at +J. 1-¢"Sta¢
o0 s s +4
entonces:
5 s ®
L{f,(t)} = J 1-¢7S%qe +-[ 2¢75%at + S 1¢S5t
] s s
por lo tanto:
o0
L{f, (£)} =j 1.¢75%¢ = % , s>0 ... (b)
°

De (a) y (b) se concluye que, ademis de ser f, v £, dos
funciones distintas:

Lf,) =L{f,} == ; >0 eee (0

es decir, un elemento F(s) del recorrido es imagen de
dos elementos del dominio, £, y £,. Esto significa
que la transformada inversa ée Laplace no es (Ginica.

Obsérvese que £, y £, son dos funciones idénticas, excepto
en un punto de discontinuidad. En general, la no unicidad
de 1la transformada inversa se presenta precisamente en el
caso de funciones que s6lo difieren en un conjunto discreto
de puntos. Esto es generalizado mediante el teorema de
Lerch, que establece lo siguiente:



TEOREMA III.2 DE LERCH

Sean £, y £, dos funciones de clase A:
L{f,} = L{f,}

para s > s,, si y sb6lo si £, = £, para toda t > 0, excepto
en un conjunto de puntos de éiscontinuidad, si es que los

hay.*

La falta de unicidad de la transformada inversa, no es im-
portante en la mayoria de los problemas de aplicacibn, dado
el tipo tan especial de funciones que la provocan.

III.3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES L Y L-l

Las propiedades de la transformaci6én de Laplace, directa e
inversa, son numerosas. En el presente inciso solamente se
estudiardn algunas de ellas.

A) Propiedades de traslacién.

Antes de enunciar y estudiar formalmente estas propiedades,
considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo III.17

Se desea obtener la transformada de f£(t) = e?tcos 3t.

* Una demostracién del teorema de Lerch, se puede consultai
en: "Operational Mathematics" de R. Churchil.

Por el teorema de Euler, cos 3t puede expresarse cCOmo:
cos 3t = % (e’ti + e"ti)

por lo tanto:

= % Lle(3+3i)t | (2-3i)t

| sti =ati
L{e**cos 3t} = Lie* ¢_42‘_e_-_,

1 _ 1 s-2+3i+s8-2- 3i _
i 2 s2 - 4s + 4 + 9 =

L 1 + L
2| (s=-2) - 3i (s-2) +3

S —- 2
=TG-+ 3z - Rals)
como:
L{icos 3t} = ;7—2—3; = F,(s) ;

comparando F, (s) con F,(s) se tiene:
F,(s) = F,(s - 2)

esto significa que:

L{e?tcos 3t} = F(s - 2)

donde F(s) es la transformada de la funcién cos 3t.

El resultado anterior es importante, puesto que permite sim
plificar la transformacién de funciones multiplicadas por una
funcién exponencial. Su generalizacidn se enuncia mediante
el siguiente teorema:

TEOREMA III.3 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s".

Si L{f(t)} = F(s), entonces:

L{e2te(t)} = F(s - a) ce. (14)
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Demostracidn
o0 [o 2}

L{e2ts(t)} =.[ e 5% s (pyat =I e~ (873t (¢)ae = F(s-a)
0 0

Este teorema es conocido también con el nombre de primera
{MO{Ledad de traslacién o cornnimiento de la transformada de
aplace.

Ejemplo III.18
Para obtener la transformada de f(t) = teat, como:
_ 1
L{t} = ? = F(s)

aplicando la primera propiedad de traslacibn se tiene:

aty _ 1

-W=F(s-a)

En la siguiente figura, se observa la traslacifn de
la funcibén transformada:

AF(s) AF(s-a)

o
S

oy

0 a

Figura III.9

Del teorema de traslacibn se obtiene la propiedad equi
valente para la transformacibn inversa, esto es:

L{e®te(t)} = F(s - a) con F(s) = L{f(t)}
aplicando L”! en ambos miembros se obtiene:

L™ F(s - a)} = e2te(t) ... (15)

donde: -1
£(t) = L "{F(s)}

Ejemplo III.19
La siguiente funcibn:

_ s _ 3
F(s) = gr—gs 710 32 =065+ 10

se puede representar como:

s - 3 s - 3

F(S)=sz-6s+9+1=(s-3)2+(1)2=F’(8-3)

esto significa que:
£(t) = L"HF(s)} = L{F, (s - 3)} = *Fg(t)

donde:

glt) = L’ |?2—i-1—| = cos t

por lo tanto:

f(t) = est cos t

La primera propiedad de traslacién en "s", describe el co-
rrimiento de la funcibén transformada. Una propiedad simi-
lar puede establecerse, pero trasladando directamente la

funcidén en "t°.



TEOREMA III.4 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "t"

0, t < t,
Si f(t) =
g(t - to)p t > to
entonces:
L{ft)} = e to5G(s), donde G(s) = L{g(t)} ... (16)
Demostracidén

to -] [+]
L{£(t))} =j ¢St at +§ ¢ Stg(t - ¢ )at =s e Stg(t - t,)at
o t, t,

Siz=+¢t - ty, dz = dt, se tiene:

L{f(t)} =f

[=]

La utilidad de este teorema, conocido también como Segunda
propiedad de traslfacién, consiste en recorrer o trasladar una
funcién hasta hacerla adoptar una forma tal, que aplicando el
teorema se obtenga la transformada de la funci6n original.
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Ejemplo III.20

Sea la funcibn cuya gr&fica se muestra a continuacibn:

Af(t)

Nt ————

Figura III.10

Trasladando la funcibn £(t) una unidad hacia la iz-
quierda, se obtiene una funcibn g(t), cuya gréfica se
muestra a continuacibn.

ho(t)

.

Figura III.1l1
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tal que:
£(t) = g(t - 1)

de la grifica anterior se concluye que:

t, 0 <tc<1l
g(t) =1 2-t, 1<tc<2
0, t > 2

por el teorema de traslacibn en "t":

L{f(0)} = L{g(t - 1} = ¢ SL{g(t)}
donde:

1 2

te %tae +j (2-t)e 3tae
1

L{g(t)} = 5

0

1 2 2
='f te Stat +5 2¢"8%q¢ -I te Stat
(] 1 1

integrando por partes, conu =t y dv = ¢ Stat:

II1.3.1 TRANSFORMACION DE DERIVADAS

La transformada de Laplace de la derivada de orden "n" de
una funcién, se generaliza en el siguiente teorema:

TEOREMA III.S

Si f£(t), £'(t), £''(t) .... f(n—l)(t) son funciones conti-
nuas para cualquier t > 0 y si £(n) (£) es de clase A en

(0, ), entonces:

A) L{f'(t)} = sL{£(t)} - £(0) eee (17)
B) L{f''(t)} = s2L{£(t)} - s£(0) - £'(0) ee. (18)
y en general:

c) Lie™ ()} = PLiE(e)} - P PE(0) - sPTREV(O) - .... -

- s£(0=2) () - g(n-1) () vee (19)

1 ! 2
Lig(t)} = - —:— oSt + %s e%tat + 2! e"Sta¢ +
[o] 0 1
—et |2 2
+ st -—;—SeStdt
1
1
1- 275 4 o728
32
por lo *anto:
- -s -2s - -s -28 =38
Mgy =222 _*e s e -2e ‘v
s S2

La demostracidn se hari s6lo para el caso (A); el procedi-
miento es similar para las derivadas segunda, tercera, cuar-
ta, etc. El caso general (C) se puede demostrar por induc-
cidén matemdtica. :

e o}
L{£'(t)} =s. f'(t)e-Stdt ; integrando por partes:
o

u=e3%t, qu=-3se5; av=frat, v=£(t)

@D
a0
LIE' (8)) = ¢ 5%e(t) L + sL e Ste(v)at

0 - £(0) + sL{£f(t)}
sL{f(t)} - £(0)

i}

Este teorema es de gran utilidad en la resolucién de ecua-
ciones diferenciales lineales.




Considérese la funcidén de clase A, £(t) = e?t. Transforman-

do 1la derivada de la funcién:

. _ 2¢y _ 2 .

L{f' ()} = L{2e°"} = -7
como:

L{f(t)} = E_é_f
se tiene:
- 2 2
sL{E(t)} - £(0) =s g 25-1=8=-8*+2_ 2

por lo tanto:
sL{f(t)} - £(0) = L{£'(t)}

Transformando ahora la segunda derivada de la funcién:

L{£'' (t)} = L{4e?%) = E‘é‘f
ademis:
S?L{E(t)} - S£(0) - £'(0) = 82 =2 - 5(1) - 2 =
. 8> -58%+2s - 25 + 4 _ 4
s - 2 s - 2

por lo tanto:

s?L{E(t)} - s£(0) - £'(0) = L{£f''(t)}

Siguiendo este procedimiento se puede comprobar lo que es-
tablece el teorema III.Z

L™ (£)) = PLig()) - sPTPEO) - ... - £ M) (o)

I1I1.3.2 TEOREMA DE CONVOLUCION

El teorema de convolucidn es fitil para obtener la transfor
mada inversa de Laplace de algunas funciones. Antes de es-
tablecerlo, es conveniente definir el concepto de convolu-
cién entre dos funciones.

Definicidén: Sean las funciones £(t) y g(t) continuas
en (0,o), la convolucibén de "f" y "g" se representa
f *g y se define:

t
h(t) =.f f(t - u)g(u)du = £ » g
o

«e. (20)

NOTA: La integral de convolucifn tiene una gran impor
tancia en varias 8reas de la fisica y las matemdticas;
como teoria de circuitos eléctricos, cilculo operacio-
nal, anflisis de Fourier, transformada de Laplace, etc.

A continuacién se enlistan algunas de las principales pro-
piedades de la convolucién.

£, £, = £, * £, (conmutatividad) «ee (21)
£y »(f, % £,) =(f, »£f,) +f, (asociatividad) ... (22)
£y x (£, +£,) =f, «f, +f,+ £, (distributividad) ... (23)

TEOREMA 111.6 DE CONVOLUCION

Si £(t) y g(t) son funciones de clase A, con transfor-
madas F(s) y G(s) respectivamente, entonces:

L{f * g} = F(s) * G(s) eee (24)

99
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(%g%icando el operador inverso de Laplace a la expresién

t
L"YF(s) + G(s)} =.[°f(t - u)g(u)du ... (25)

donde:

F(s) = L{f(t)} y G(s) = L{g(t)}

por lo tanto, la transformada inversa de un producto de fun-
ciongs de "s", se obtiene por medio de 1la integral de convo-
lucién.

Ejemplo III.21
Sea la funcibn:

F(s) = s2 + 1)2

la cual se expresa como un producto de funciones:

1 -1, _
(st +1)2 82 +1 82 +1

representando a cada uno de los factores con F,(s) y F,(s),
se obtiene que la transformada inversa de &stas es:

L '{F,(s)} = LT'{F,(s)} = sen t

entonces por el teorema de convolucibn:

t
L l s 1-|- zl = I sen(t ~ u) senu du
°

t
= j (sen t cos u - sen u cos t) senu du
o

1]

t t
sen tj cosusenudu- cos t j sen?udu
o o

t
—cos t- & senzt cos t

sen t -

sen?u
2

sen t - t cos t
2

Ejemplo III.22
La funcibn:
_ 1
F(s) = 7535 —3

se expresa como un producto de funciones:

1 - 1 I S |
52+ 2%8-3 GBFNGE-D - G+H G-

R T e

entonces la transformada inversa de F(s) se obtiene por
medio del teorema de convolucibn:

t

et o7t

L ' {F(s)}

t
=I el (t = Wy,
=]



t

t
e—stj 'Y au
o
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II1.3.3 TRANSFORMACION INVERSA MEDIANTE FRACCIONES PARCIALES

El uso de las tablas y propiedades permiten obtener la trans
formada y antitransformada de algunas funciones. Sin embar-
go, en el caso de funciones F(s), es frecuente que presenten
formas extensas y complicadas cuya antitransformacién no es
posible mediante el uso directo o inmediato de tablas o pro-
piedades: por ejemplo la antitransformacién de:

s2 + 25 + 3
(s2 + 25 + 5)(s2 + 2s + 2)

F(s) =

En casos como &ste, la descomposicibén de la funcifn en
fracciones parciales facilita la solucidn del problema.

NOTA: El desarrollo en fracciones parciales, se estu
dia en los cursos de Cédlculo Diferencial e Integral,
por lo que en estos apuntes, solamente se dar& una bre
ve explicacién del mismo. =

Siempre que se presenten fracciones funcionales impropias
Q(s)/R(s), o sea, donde el grado de Q(s) es menor que el gra
do de R(s), la fraccidén puede descomponerse en una suma de
fracciones parciales de acuerdo a los siguientes casos:

CASO A. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de raices diferentes no repetidas:

Q(s) _ Q(s) - A A, An
R(s) (s-m)(s5-mp) ... (s-mpy) —s-m,+s-m:”’“’s-x%
Ejemplo III.23
La descomposicién de F(s) = g-—%—%;i;—i es:
s + 3 = s + 3 - A + B
sz - 3s + 2 (s-2)(s - 1) (s - 2) (s - 1)

CASO B. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de raices reales repetidas:

Q(s) _ _0(s) _ A, A,

R(S) " (g-m?B  GG-m " T-mz ¥t g om

Ejemplo III.24

La descomposicibn de F(s) = S-S5 =1 :
a descomposicCl s + dsz ¥ 4s es:

s2 +s -1

z -
s“+s-1 A B + c

= +
s? + 452 + 4s s(s + 2)? s (s + 2) (s + 2)2

101
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CASO C. EL DENOMINADOR R(s).- Es un polinomio de segundo Ejemplo IIIX.27

rado:
& La transformada inversa de:

F(s) = s2 + 25 + 3
Q(s) _ Q(s)  _ As + B T (s? + 25 + 5) (s? + 25 + 2)
R(s) s2+ps+q S2 +ps +q

se obtiene descomponiendo F(s) en fracciones parciales:

Ejemplo III.25 62 4 25 + 3 As + B cs + b

La descomposicibn de F(s) = s(s2 + 4)%5 + 1)2 es: (s2 + 25 + 5)(s2 + 2s + 2) s2 + 28 + 5 s2 + 2s + 2

para determinar los valores de A, B, C y D, se suman las

4 =2 4 B + c Ds + E fracciones del miembro derecho y se igualan los numerado
s(s? + 4)(s + 1)2 ) (s + 1) (s + 1)2 " sz + 4 res de ambos miembros:
CASO D. EL DENOMINADOR R(s). Es factorizable en términos s2 428 + 3= (As + B)(s? + 25 + 2) + (Cs + D)(s? + 2s + 5)

de polinomios de segundo grado con raices repetidas:

s2 + 28 +3 = (A+C)s’+ (2A+B+2C+D)s? + (2A+ 2B + 5C + 2D) s + 2B + 5D

Q(s) _ __Q(s) - A;s + B, +
R(s) (s2 + ps + q)B (s + ps. + q) A+C=0
As + B As+B 2A+B+2C+D=1
2 2 n n
Y reps+rzr ot Grips+gn 2A + 2B + 5C + 2D = 2

Ejemplo IIX.26 2B + 5D = 3 ;

3 i - -
La descomposicibn de F(s)==3%§?i:51§?2- es: resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:

. 2 1

A=0 B = = C=0 D = —
2s + s+ 3_ As + B Cs + D Es + F ' 3’ ’ 3
2 3 = 2 2
(s° + 1) (% + 1) (s* + 1)2 (s* +1)° con estos valores:
o) = ol 4 3

s¢ + 28 + 5 s2 + 28 + 2

Con las técnicas descritas, la antitransformacién de fun-

ciones de "s" en forma de fraccibn racional, donde el dengo
minador es un pilinomio en "s", es una labor accesible, co la forma de los denominadores sugiere completar un tri
mo se ejemplifica a continuacidn: nomio cuadrado perfecto:



= 2/3 1/3
F(S) = gr 335 17T Y ST 725+ T 57 T
simplificando:
_ 2/3 1/3
Fls) = GFDzs2z " srDZvit
antitransformando:
=1 -1 1

aplicando la primera propiedad de traslacibn para la an
titransformaciébn:

_ 1 -t -1 2 1 -t 1
0 = 5 7 {ardy ]+ 3 {51
de la tabla III.1l:
-1 2 _ -1 1 _
L ’s’ + 4' = sen 2t y k Is2 + 1‘ = sen t
por lo tanto:
f(t) = %%-e t(sen 2t + sen t)

Ejemplo III.28

Para obtener la transformada inversa de la funcién
- s + 4
F(s) = ST T 337+ 35 S° puede representar por medio

de fracciones parciales:

s + 4
s(s + 2)(s + 1)

B C

F(s) = G+ ¥ B+ D

=4,
-]
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donde:

s+4=2A(s+2)(s+ 1) + Bs(s + 1) + Cs(s + 2) ... (a)

Debido a la factorizacibén del denominador en términos
de raifces reales, es ventajoso determinar A, By C me
diante la sustitucibn en (a) de dichas raices:

para s = 0:

>
n

A(2)(1) + 0+ 0

A=2

para s = - 1:
3=0+0+ c(~ 1)(1)

cC=-3

sustituyendo s = - 2:

[\\]
]

0+ B(-2)(-1) +0
B=1

por lo tanto:

1 -3 1
(s + 2) (s + 1)

=2 L
F(s) = 2 S +
entonces la transformada inversa es:

£(t) = L '(F(s)} = 2 + ¢ 2t - 3.7t
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III.4 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LAS ECUACIONES DIFEREN
CIALES

Los conceptos y propiedades de la transformada de Laplace
directa e inversa, que se presentaron en los incisos ante-
riores, se pueden aplicar en la resolucién de ecuaciones di
ferenciales lineales. El procedimiento consiste en obtener
la transformada de Laplace de los dos miembros de la ecua-
cién diferencial, de esta manera se obtiene una ecuacién al
gebraica en donde la variable es la imagen F(s) de la incég
nita £(t).

Si bien, el método de resolucibén de ecuaciones diferencia-
les por transformada de Laplace, puede aplicarse a ecuacio-
nes diferenciales lineales, ya sean ordinarias, parciales,
de coeficientes constantes o de coeficientes variables, en
estos apuntes solamente se aplicard a las ecuaciones ordina
rias de coeficientes constantes. Es precisamente en este
campo, en donde la transformada de Laplace ha tenido una de
sus mejores aplicaciones.

Ejemplo III. 29

1Para resolver el siguiente problema de valores inicia-
es:

y''t - 3y' + 2y=4e"‘; y(0) = -3, y'(0) =5

se obtiene la transformada de Laplace en ambos miembros:
Liy'' - 3y' + 2y} = L{4e*t}

L{y''} - 3L{y'} + 2L{y} = s_ff

SzYs' sy(0) -y'(0) - 3[:sys -y(O)j + 2yg = = .4-

donde yg = L{y} , despejando yg:

4

yg(s? - 38 +2) +35 -5-9= ——

4 - (3s - 14) (s - 2)

- 352 + 20s - 24

Ys = —(s = 2)(sz - 35 + 2)

como y(t) =’L-l{ys}

y(t) = L

-1[-3s% + 20s - 24
s - 1)(s - 2)2

desarrollando y; en fracciones parciales:

-3s2 + 205 - 24

=T -D1(s - 2)2

C

_ A B
Ys ® oD G- - G- G-

donde:
A(s-2)2+B(s - 1) (s - 2) +
para s = 1l:
A(-1)2 +0+0

A=-1

para s = 23
0+0+cC(2-1)

C

C(s - 1) = - 382 + 20s-24 ...

(s - 2)2

- 3(1)2% + 20(1) - 24

- 3(2)% + 20(2)
4

24
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Dado que 2 es una rafz repetida, para obtener el valor esto es:
de B, se puede dar un valor arbitrario a "s"; el més
conveniente para sustituir en (a) es s = 0, con lo cual:

s’yg - s?y(0) - sy'(0) - y''(0) - 3[ sy, - sy(0) - y'(0) ] +
- 7(0 - 2)2 +B(0-1)(0 -2) +C(0 - 1) = - 24
2
B =4 *3[syg -y ] -yg = (s - 1)

sustituyendo las condiciones iniciales y despejando Yg

con los valores de A, By C: se llega a:

1 1 1
= =7 .
¥s e i s A L Yo = 2 4 S2-3s+1 _ 2 s? - 3s +1
s (s-D3(s-1%" Ts- 13 -0°% Y~ s-17
como:
obteniendo la transformada inversa de yg: s2-3s+1=(s-1)%2-5= (s ~1)2 - (s - 1) -1
-1 -1 1 -1 1
y(t) =1 {ys} =~ 7L 78_-TT- +41 75—_—7}— + entonces:
yo = 2 s (s -1)% _ s -1 _ 1
+ ap”! [ _ i 2| - - 7et + 4a2t + 4tezt s (s -~ 1)F% (s - 1)3 (s = 1)3 (s - 1)3
- 2 + 1 _ 1 _ 1 )
(s - 1)¢ (s - I) (s = 12 (s - D)+ *
en el desarrollo anterior se expresb a yg en términos
Ejemplo III.30 de transformadas cuyas funciones f(t) se pueden obte-
ner directamente de tablas, evit&ndose con ello el
Sea el siguiente problema de condic¢iones iniciales: §§§mgea1a técnica de fracciones parciales. Antitrans
ndo: .

y''t - 3y'"" + 3y' -~y = tzet; y(0) =1, y'(0)=0, y''(0) = - 2
1

y(t) = L-‘{ys} = 0 tset t t

+ e - te --%—t’e
resolviendo la ecuacidn por transformada de Laplace:

1

t
L{y'''} - 3L{y''} + 3L{y'} - L{y} = L{t2et} yt) = (=5 £S5 -

t2 -t +1) e <.

Nhﬂ
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Ejemplo III.31 usando identidades trigonométricas, se tiene:

Para el siguiente problema de condiciones iniciales:

1 1
senucos(t-u) = sen[u+ (t- uJ+ 5 sen[u- (t- u)]
Y(IV)+2YH+Y=0; y(0)=y'(0)=y"'(0)=0, y''(0) =1 z 2

1 1
la transformada de Laplace de la ecuacién es: = -5 sen t + 5~ sen (2u - t)

por lo tanto:
s'yg - 8°y(0) - s?y' (0) - sy''(0) - y'''(0) + 2[ s?yg - sy(0) -

]

t t
sen t * cos t %sentj du+-%‘-j sen (2u - t) du

- ! - o o
Y] +y, =0
t t
tit d i
;:;andgy;::o el valor de las condiciones iniciales y des = S-sent - ul- _%-_ - cos (2u - t)
o o
(s* + 282 +1) - =0 =1tsent—1cost+1cos(-t)
Yg = =z T T
s _ 1
YS = W = '-2— t sen t
finalmente:
En este caso la fraccibn es irreducible, ya gque no pue
de descomponerse mediante fracciones parciales, pero se 1
puede aplicar el teorema de convolucibn: y(t) = sen t xcos t = 5-t sen t

R R e RNt

© seas III.4.1 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA RESOLUCION DE SIS
TEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
-1
L l(—szf—l)-;}--sent*cost

En 1la resolucidn de los sistemas de ecuaciones diferencia-

donde: les que se estudid en el capitulo II, la matriz exponencial

t eAt, se calcula por un método desarrollado a partir del teo

sen t *x cos t = sen u cos (t - u) du rema de Hamilton-Cayley. Otra forma de calcular dicha ma-
o triz es por medio de la transformada de Laplace.



Sea el sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

X = A%
aplicando el operador transformada de Laplace al sistema:

sx(s) - X(0) = Ax(s)

de donde:
-— -
x(s) = {[st - a7} 'x(0)
—
antitransformando:
x=1""{[st -2a]7"} %0 ... (26)

ademds, la solucién del sistema planteado es de la forma:

por lo tanto, al comparar &sta con la expresién (26) obte-
nida anteriormente, se concluye que:

M =L [s1 - 207

Ejemplo III.32

Dada la matriz:

Para obtener la matriz exponencial eAt por transforma-

da de Laplace, se calcula primero la diferencia:

S -1
si + 1 sZ + 1
~1
[st -&] =
1 s
s? +1 s?2 +1
- _

por lo tanto la matriz exponencial es:

cos t -sen t

= 17 [s1 - 2] V)=

sen t cos t

El cdlculo de la matriz exponencial por medio de la trans-
formada de Laplace tiene sus inconvenientes, ya que la in-
versibén de la matriz sI - A se va complicando a medida que
aumenta el orden de A.

107
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Utilizar la transformada de Laplace para calcular 1la ma- Como se menciond anteriormente, el sistema transforma
triz exponencial, no es la finica forma de aplicar este ope do obtenido, constituye un sistema de ecuaciones alge-
rador en la resolucidn de sistemas. Otra forma es aplicar bralcas cuyas variables son x5 y Yg. Resolviendo el
el operador a cada una de las ecuaciones diferenciales pa- sistema por la regla de Cramer:

ra obtener un sistema de ecuaciones algebraicas.

8 3 I
_I 3 s=-11! _ 8s -8-9 _ 88 ~-17 _ 8 -17
Xg = S -2 3 T e8-2)(s-1)-6 = 352-38-4 " (s-d(s+1)
I 2 s~ 1|
Ejemplo III.33 l s-2 8 |
R 2 3 3s - 6 - 16 38 - 22
Aplicando el operador transformada de Laplace a cada = = — — = =
una de las ecuaciones del siguiente sistema: ¥s s-2 3 st -38-4 (s-4)(s + 1)
2 s-1
x' = 2x - 3y ; x(0) = 8
. desarrollando xg y yg en fracciones parciales:
y'=y-2x ; y(0) = 3
= (4 D
Y¢ =5 -7t SFI
se obtiene: _ A B
¥s==3-4d t S+1
- = _ donde los residuos son:
sxg - x(0) = 2x 3yg
syg - y(0) =y, - 2xg A=3, B=5, C=-2 y D=5

por lo tanto, la solucibn del sistema de ecuaciones dife

renclales dado, se obtiene antitransformando las funcio

nes Xg y yg! -
sustituyendo las condiciones iniciales y factorizando:

-1 3 5 st -t
x=1 [ s -1 * s+1|=3e + 5e
(a-2)xs+3y5=8
-1 5 -2 P ot
2xg + (s - 1)yg = 3 y=1L l 5+ 1 +s-4l-5e 2e



Ejemplo III.34

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, es
un sistema de orden superior y se puede resolver por
transformada de Laplace:

y''+z2+y=20

2' + yl =0 : y(O) = yv (0) = 0' 2(0) =

aplicando el operador transformada de Laplace a cada
una de las ecuaciones, se obtiene:

s?y(s) + z(s) + y(s) = 0

sz(s) - 1 + sy(s) =0

factorizando:

(s2 + 1)y(s) + z(s) = 0

y(s) + z(s) =-%-

de donde:

y(s) = - ;%—

z(s) =-i—+?1; ;
antitransformando:

y(x) =-%x=

z(x) = 1 + %% x?

1

III.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES: ESCALON, IM
PULSO Y RAMPA -
En algunos problemas de ingenieria se emplean las funciones:
escalén, impulso y rampa, por lo que se darén las definicio-

nes de cada una de ellas y se obtendri su transformada de La-
place.

A) FUNCION ESCALON UNITARIO. -
manera:

Se define de la siguiente

0, t <o

u(t) =
1,t>0

su representacién grdfica es:

1}u(f)

Figura III.12

La transformada de Laplace de la funcién escaldén unitario
se obtiene a partir de la definicién:

[ -] -st o
L{u(t)} =J ¢ %fu(t)at = j ¢-St(1)dt = L
() o 5

109
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por lo tanto:

Luw)}= &, s>0

B) FUNCION IMPULSO UNITARIO.- Se representa cqn.la delta
de Dirac §(t), su valor es cero para tiempos positlvos y ne
gativos, es infinito para t = 0 y su 8rea es igual a uno,
esto es:

Qo
js(c)atul y 6(t) =0 para t#0
-®

La funcidén impulso se comprende mejor si se considera como
el 1imite cuando A + 0 de la funcifn impulso P,(t) que apare
ce graficada a continuacién:

ARy (1)

>l-

Figura, III.13

esto es:
§(t) = lim P, (t)
8-+0

Como no es posible_representar grdficamente a la funcién
impulso debido a su amplitud infinita y a su pequefia dura-
cidn, se conviene en represeptarla grificamente de la si-
guiente manera:

8(1)

Figura IIX.1l4

La amplitud infinita que tiene la funcifn impulso puede
crear confusidn, por lo que cabe aclarar que la utilidad de
la misma radica en su caracteristica de tener &rea unitaria
y pequefia duracién. Su aplicacibn es amplia, por ejemplo,
se emplea como excitacib6n de sistemas y también aparece en
las derivadas de funciones discontinuas.

La transformada de Laplace de la funcién impulso se obtiene
a partir de la definicién:

®
L{s(t)} =f St (v)at
o

donde para valores de "t" diferentes de cero, la funcién im-
pulso vale cero, por lo tanto:

oo
_fe_StG(t)dt =0 para t#0

(o]



-st

y para t = 0, ¢ = 1, con lo cual: integrando por partes se tiene:
(=] o

L{8(t)} =f°6(t)dt =1 I ¢ Steat = ;}_ ; s>0
°

por lo tanto:

C) FUNCION RAMPA.- Se representa con r(t) y se define

como: L{r(t)} = 1%? : s>0

0, t <0
r(t) =
t, £t >0

su representacidén grifica es la siguiente: III.6 APLICACIONES

Ar(t)
Problema III.1

Sea una viga libremente apoyada en sus extremos, x = 0,
x = £, que soporta una carga constante, "w”, uniformemen
te distribuida. Se desea determinar una expresidén para
calcular la deflexibén de la viga entre o y "£". Véase la
siguiente figura:

Figura III.15

Su transformada de Laplace se obtiene como:

Lo <}
- -st
L{r(t)} ~J; e “Utdt Figura III.16
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El modelo matem&tico para la deflexidn y(x), basado en
el concepto de radio de curvatura, es el siguiente:

y
g-,g=—g’1—; ee. (27)

donde E es el médulo de elasticidad e I el momento de
inercia.

Como los extremos de la viga estin apoyados, la defle
xién en los extremos es nula, o sea:

y(0) =0, y(2)y =0 ceo (a)

Por otro lado, para una viga de este tipo, el momento

flexionante, Mx = EIy'', es nulo en los extremos, 0O
sea:
M(0) = 0 = EIy''(0)
M(L) = 0 = EIy'' (L)
de donde:
y''() =20, y''€) =0 ees (b)

las condiciones de frontera para el problema de cuarto
orden, son las cuatro representadas por (a) y (b).

Aplicando el operador transformada de Laplace a la
ecuacién (27):

s'yg - 8% (0) - s2y' (0) = sy'' (0) —y' ' "(0) = —— ° % cee (@)
en esta ecuacifn se desconocen y'(0) y y’''(0), pero co

mo son constantes, se pueden representar por ki ¥ ka2,
respectivamente:

y'(0) =k,
y' 11 (0) =k,

sustituyendo k, y k, en la ecuacibn (¢):

" 2 _ w
s'ys - sk, =k, = —gpy

despejando yg:

- W k k
¥s s’ET_ T si + sE

antitransformando:

y) = LMyt = o x4 kx4 o2 x? cee ()

Para obtener k, y k,, se emplean las condiciones de
frontera y(£) = 0 y''(£) = 0, que alin no se han
utilizado, para lo cual se requiere la segunda deriva
da de y(x); -

y"(x)=%—w-xz+kzx eee (o)

con la condicién y(£) = 0 en (d):

0 =

L _w o, k,
L gk kL + 2 g e (£)

% sustituyendo la condicién y''(£) = 0 en la ecuacién
e):

S w2

L
~

de donde:



X

sustituyendo k, en (f):

1w 1
0==73% *xt -1

A&

de donde:

por lo tanto, con los valores obtenidos de k, y k,:

y(x) = f% l%(x“ + 2% - 2&x%)

2]

Problema III.2

En el siguiente circuito elé&ctrico, la fuerza electro-
motriz (fem) es de 10 volts, la resistencia R de 2 @,
la capacidad "c" de 1 F y la inductancia L de 0.1 Hy.

Se desea obtener una expresibn ‘para la carga "q" del
circuito:

o= () 7

AAAAY
R

Figura III.17

Por la ley de voltajes de Kirchhoff:

- fem + Vg + Vg, + Vo =0

como:

VR = Ri , v =1 4i Ve = cq

se tiene:

0

Ri+L—gi—+cq fem
adem&s:
i= _gg_
dt

por lo tanto:

2
L—g—gt +R13—dt + cq = fem

sustituyendo los valores de L, Ry c:
0.1q'' + 2q' + q = 10

O sea:

q'' + 20g' + 10g = 100

Las condiciones iniciales se obtienen considerando que
en t = 0 el circuito no tiene corriente ni carga:

q(0) =0, i(0) =0

(a)
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los valores correspondientes de A, B y C son:

como:
i=q'
se tiene:
A=10, B=-10, C = - 200
q'(0) =0
por lo tanto, las condiciones iniciales de (a) son: con estos valores:
q(0) = q'(0) =0 . 1 s 1
ds = 10 -~ = 10 5555710 + 100 -100 ~ 290 ;7 ¥ 205+ 10+ 100 - 100
Resolviendo la ecuacibén (a) por transformada de Laplace:
=101 _10 s _ _200 Y90
2
s?qg - 5q(0) - q'(0) + 20 [sqg - q(0)] + 10gg = —122 s (s+10)% - (Y90)?2 Y30 (s + 10)* - (/90)
de donde:
antitransformando:

100 - - -
= A, _ BstC q(t) = L™ {gg) = 10 - 10¢™ *Ccosh vIT ¢ - —22 ¢ "'**senh /IT &

9s © T5(s? + 20s + 10) 32 + 208 + 20
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CAPITULO IV ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

IV.1 LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES

En una ecuacién diferencial ordinaria, la variable depen-
diente es funcién de una sola variable y por lo tanto, las
derivadas que aparecen en la ecuacidn son derivadas ordina-
rias.

Si la variable dependiente, es funcibén de dos o mis varia-
bles, entonces las derivadas que aparecen en la ecuacifn di
ferencial son derivadas parciales, y en este caso, la ecua-
cidén recibe el nombre de ecuacién en denivadas panrciales.

Definicién: Toda igualdad que relaciona a una funcién
desconocida con sus variables independientes y con sus
derivadas parciales, se llama ecuacibn en derivadas par
ciales. Su representacibén general es: -

2 2
F(X, Y7 s0er 1, %% R %% ¢ veep %;% ’ 5;% ) eee ) =10

donde u = u(x, y, ...) es la variable dependiente.

Ejemplo IV.1

Una barra met&lica de longitud £, tiene una temperatu-
ra T, en uno de sus extremos, y en el otro, una tempera
tura T,. La temperatura T de la barra, es una variable
que depende tanto del punto "x" en el cual se mide, co
mo del instante de tiempo "t" en el que se toma la lec—
tura, por lo tanto T = T(x, t). El modelo matem&tico
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que representa al problema es la ecuacibn:

327 (x, t) cp aT(x, t) _
canhl S bl SONC

donde "c" es el calor especifico, p la densidad del ma
terial y o la conductividad té&rmica del mismo.

La expresién (1) es una ecuacién en derivadas parciales, en
donde la variable desconocida es la temperatura T, la cual
es funcifn de dos variables independientes: 1la posicién “x"
y el tiempo "t".

Ejemplo IV.2

En un problema de lineas de transmisién el&ctrica, en
donde el voltaje "v" y la corriente "i" son funciones
de la distancia "x" y del tiempo "t", esto es:

v =vix, t), i =1(x, t)

el modelo matemftico correspondiente es el conjunto de
ecuaciones:

Avix, t) _ 91(x, t)
o =1 aé + Ri(x, t) 2y
Ul 8)_ g VUG ), gy(x, t)

&stas constituyen un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales.

Ejemplo IV.3

El Laplaciano de la funcibn 6 = 8(x, y, z) es:

2, _ 928
Ve = wxzt 3yt

Si el Laplaciano de 8 es cero, entonces a la funcidn
6 se le llama aamfnica y a la ecuacibén que se obtiene:

3o _
m"' Ty—!- +m——0 eee (3)

se le llama ecuacifn de Laplace.

Otros ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales, son
los siguientes:

%% + g; + %% =0 cee (4)
-g;ﬁe- + ?rz = @ ev e (5)
32u 32u _ 2u

X %2 - IX3E . BE ees (6)
2
9%z + 9z \ _ 3%z
=T =y ) =T cee (1)
azu . u + 32u ' — 320 . (8)
yz  x \9y? | w7 )

NOTA: En este capitulo, el nombre de ecuacifn en deri
vadas parciales se abreviar8 como EDP.

IV.1.1 DEFINICIONES

En la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales, exis
ten algunos conceptos que permiten clasificarlas; entre ellos
los siguientes: :
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a) orden Definicibén: Una ecuacién en derivadas parciales es

cuasilineal, si es lineal en la derivada de mayor or-
den y no lineal en las otras derivadas o en la varia-
ble dependiente.

b) grado

c) 1linealidad

El orden de una ecuacidén en derivadas parciales se define
similarmente al de una ecuacidn diferencial ordinaria. Una EDP que no satisface ninguna de las dos definiciones
anteriores, es no lineal.

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones (1), (2), (3),
Definicibn: El orden de una ecuacifn en derivadas par (4), (5) y (6) son lineales, la ecuacidn (7) es cuasilineal
ciales, es el de la derivada de mayor orden que aparece y la ecuacidén (8) es no lineal. Algunos ejemplos adiciona-
en la ecuacién. les de ecuaciones cuasilineales son:

3%u u 2
3—+uﬁ=u

Por ejemplo, las ecuaciones (2) y (4) son de primér orden,

las ecuaciones (1), (3), (6), (7) y (8) son de segundo or- 320
den y la ecuacidén (5) es de tercer orden. xo9y _ Sen 0
El grado en una EDP; se define con base en la potencia de : 2
las derivadas que contiene la ecuacibn. gig-p(%ﬁ) (%§%) = 0

Definicibn: E1 grado de una ecuacibn en derivadas par
ciales, est8 dado por la potencia de la derivada de ma
yor orden, siempre y cuando la ecuacién se puede expre IV.1.2 LA SOLUCION DE UNA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES
sar como un polinomio de esa derivada.

El método de resolucifn de una ecuacidn en derivadas parcia
les con variable dependlente "u", consiste en obtener una fun

Segln esta definicién, las ecuaciones (1), (2), (3), (4), cién "u", tal que, junto con todas sus derivadas parciales
(5), (6) y (7) son de primer grado y la ecuacidén (8) es de satisfagan a lg eéu;c16n. A esta funcifn "u" se ge llama zo
cuarto grado. Lucibn de La EDP.

La linealidad de una ecuacién en derivadas parciales, de- Los conce

ptos de solucibn general b4 solucién particular, tam
pende de 1la linealidad de la variable dependiente y sus de bién estdn definidos para las ecuaciones en derivadas parcia
rivadas. Las EDP, ademfis de clasificarse en lineales y no les.

lineales, se clasifican también en cuasilineales,

Definicibn: Una funcibn u(x, y, ...) es solucién ge
neral de una ecuacibn en derivadas parciales de orden
"n®, si la satisface al sustituirla en ella y ademis
involucra "n® funciones arbitrarias diferentes.

Definicifn: Una ecuacibn en derivadas parciales es 1i
neal, si lo es en la variable dependiente y en sus de
rivadas.
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A diferencia de lo que sucede en las ecuaciones diferencia Ejemplo IV.S

les ordinarias, en donde la solucién general contiene cons

tantes arbitrarias, en las EDP la solucién general contiene Sea la EDP de segundo orden:

funciones arbitrarias.
3%u 3%u 2
W"3ny+2'5_!'ayu=o eee (a)

Ejemplo IV.4

Sea la EDP lineal de primer orden: Para verificar si la funcibn:

u=f,(ax + ay)- '+ £,(2xa + ay) ... (b)

au(giyo - 2x au(x§)n =0 s (a) es solucibén de la ecuacibn, donde "a" es constante, se
obtienen las segundas derivadas de "u":
y la funcién:
. 3 - agy + 2afy
u(x, y) = £(ax® + ay + b) eee (b)
u _
. e af] + af}
Para comprobar si esta funcibén es solucifn de la ecua 2
citn dada, se obtienen las derivadas de la funcifn res 3%u _ a2f" + 4alfn
pecto a x, y con respecto a "y": ox2 ! 2
3%u 2¢gn 2¢0
= a + '
N o 2axe 3yz - AE¢ +atf;
az

> Xy = a‘fl + 2a*f)

@
[
1]
]
H

y se sustituyen en la ecuacibén (a): y se sustituyen en la ecuacibn (a):

a’fy' +4a’€) - 3(a’£f) + 2a’£)) + 2(a’£f) + a’fy) =0
2axf' - 2xaf'= 0 factorizando:

0=0
(a? - 3a% + 2a%)£]' + (4a? - 6a? + 2a%)f) =0

0=0
Como la EDP se satisface con la funcibn dada, se con-
cluye que &sta si es solucibn, ademds involucra una

funcibn arbitraria, por lo tanto, es la solucién gene- por lo tanto, la funcibn "u", satisface a la EDP, lo
ral. que significa que "u" es su solucibn general.



Como se puede observar, una EDP posee una solucidn de es-
tructura méds compleja que la de otros tipos de ecuaciones.
Una ecuacidn algebraica es resuelta por nfimeros, una ecua-
cién diferencial ordinaria, por una familia de curvas defini
das por una funcién, pero una EDP es resuelta por una fun-
cién que involucra varias funciones arbitrarias.

En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, las solu-
ciones particulares se obtienen al valuar las constantes ar-
bitrarias de la solucidén general, y en el caso de EDP las so
luciones particulares se obtienen al especificar las funcio-
nes arbitrarias de la solucidn general. Por ejemplo, a par-
tir de la solucidn:

u = f, (ax + ay) + £, (2ax + ay)

de 1la EDP del ejemplo IV.5, se pueden obtener solucibones par
ticulares, como las siguientes:

u=x+y+ ¥ty
u = sen(2x + 2y) + cos(4x + 2y)
u = Ln{4x + 4y) + (8x + 4y)?

las cuales se obtienen simplemente especificando funciones

£, vy £, arbitrariamente. En un problema fisico, la solucién
particular se determina tomando en cuenta las condiciones ini
ciales y de frontera del problema.

IV.2 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Un método de resolucién que se puede aplicar a un gran ni-
mero de ecuaciones en derivadas parciales, es el llamado mé
todo de separacién de variables.

El método consiste en suponer que la solucidén de una EDP,
en el
producto de dos funciones, cada una de las cuales depende
Es decir, si u(x, y) es laso

con dos variables independientes, puede factorizarse

s6lo de una de las variabl
lucién buscada, entonces:

es.

u(x, y) = F(x) < G(y)

utilizando esta hipdtesis, se sustituye la funcién (9)
la ecuacifn, y se procede a determinar las funciones F y G

para que la ecuacifén se satisfaga.

(9)

en

Este procedimiento re-

quiere de separar las variables F y G e igualar a una cons-
tante. El método se describe en el siguiente ejemplo:

Ejemplo IV.6

Para resolver con el método de separacifn de variables

la siguiente EDP:

9%u

T

= 4

3%u
atax

se establece la siguiente hipbtesis:

La solucidn u(t, x) es tal, que se puede expresar co-
mo el producto de las funciones F(x) y G(t), esto es:

u(t, x) = G(t) * F(x)

Si la funcibén “"u" propuesta en (b) es solucibén de la

EDP, debe satisfacerla.

.Derivando u = F(x) + G(t), para sustituir en (a):

M- F

daGg(t)
t

= F(x)G' (t)

(a)

(b)

119
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%%% = F(x)G'"' (t)

3%

3Es = FX)IG''' (¢)
3%u dF (x)

m=G' (t) T=G' (t)F'(x) H o w

sustituyendo (c) y (d) en la EDP, se tiene:

G'''(t)F(x) = 4G' (£t)F' (x) oo

separando las variables F y G:

G'''(t) _ _F'(x)
4G (t) F(x °e

Obs&rvese que el miembro izquierdo de (f) es funcibn
s6lo de "t", por tanto el miembro derecho también debe
rfa serlo. Por otra parte, el miembro derecho es fun=
cibén s6lo de "x", por tanto, el miembro izquierdo tam-
bién deberia serlo. La finica forma de darle validez a

(f), es considerar que ambos miembros son iguales a una
misma constante, la cual ser& llamada constante de sepa

racibn. Esto es:

Gt (t) _ F'(x) _
W [+ 2 § Fix = co e

dado que la constante o es indeterminada, se deberin
considerar todos sus posibles valores: positivo, nega-
tivo y nulo. En un problema fisico, el valor de la
constante se obtiene de las condiciones iniciales o de
frontera del problema; en este caso, como no fueron
proporcionadas, se analizar&n los tres casos:

k2 >0
-k2<0
0

(c)

(a)

(e)

(£)

(g)

CASO A. o = k?

Sustituyendo a = k?, en (g):

G'''(t) _ F'(x) _
-4 o e )

esto es:

G'''(t) - 4k%G'(t) =0 , F'(x) - k?F(x) = 0

ambas ecuaciones diferenciales ordinarias son homogé-
neas y por tanto pueden ser facilmente resueltas; sus

soluciones respectivas son:

k2x

F(x) = c,e

kt + Cy l-zkt

G(t) cC, + 6322

la solucibén de la EDP dada es:

z -
u(x, t) = F(x)G(t) = c,ek x(cz + c,eZkt + c,e 2kt

como se establecib en la hipbtesis.

Para comprobar que la expresidn anterior resuelve a la

EDP del problema; se obtienen las derivadas Uier ¥ 4utx:

2 2 -
u, = 2c,eX *ke oKt - 20, oK ke, 02K
- k2x, 2 2kt k2x -2kt
u., = 4c e “k¥c e 4 dey e Tkicye
2 2, -
Uppy = Bk’clcsek Xg2kt _ 8k3c,c.,ek Xgm2kt

(h)



2 -
tu,, = 4(ke,e®¥® .« 2k%e, e - ke, Y . 2k2c, eF7F)

2
qu__ = 8k’c,c,ek x g2kt

k’xe-zkt
tx

- 8kaclcu¢, LI Y (j)

de la comparacifn de (i) con (j) se concluye que la ecua
cibén (a) se satisface con la funcibn (h).

CASO B. a = - k?

Sustituyendo o = - k% en (g):

LU e F'(X) _ _ j2
4G' () ' F (X) :

esto es:
G'''(t) + 4K2%G'(t) = 0 ; F'(x) + k*F(x) =0 ;

cuyas soluciones son, respectivamente:

12
e kéx

F(x) c,

G(t)

¢, + c,cos 2kt + ¢, sen 2kt 7

la solucibn correspondiente en este caso es:

~k%x ‘ 2k
c,e (c, + cycos 2kt + c,sen 2kt)

u(x, t)

CASO C. a=20

Sustituyendo a = 0, en (g):

Glll(t)=0 Fl(x)=0
4G (t) ’ F (x)

las soluciones de estas ecuaciones son:

F(x) = ¢,

G(t) = c,t? + c,t + ¢,
por lo tanto la solucién de (a) es:

u(x, t) = c,(c,t® + c3t + c,)

Matemdticamente existen tres soluciones para la EDP. Sin
embargo, para el caso de un problema fisico modelado por
una ecuacidn de este tipo, con condiciones iniciales y/o
de frontera, s6lo deberd existir una solucién. En tal cir-
cunstancia, la aplicacién de dichas condiciones a cada una
de las soluciones, permitird discernir cuil es la verdade-
ra,ddeterminéndose de esta manera, el valor correspondien-
te e a.

Analizando la solucidn en cada uno de los casos, obtenida
por el método de separacién de variables, se pueden apre-
ciar las siguientes caracteristicas:

1. La forma de la solucién no estd de acuerdo con la de-
finicidén de solucidn general, ya que no aparecen fun-
ciones, sino constantes arbitrarias.

2. El nlimero de constantes arbitrarias no corresponde al
orden de la EDP.

Las constantes, cuya aparicién se explica por el hecho de
haber transformado 1a EDP original en un conjunto indepen-
diente de ecuaciones diferenciales ordinarias, y la cir-
cunstancia de existir funciones especificas y no arbitra-
rias en la solucién, conforman un esquema al que se ha de-
nominado soLucifn completa de La EDP. Este tipo. de solu-
ciones son especialmente Gtiles en problemas de valores
iniciales o en la frontera, ya que siempre resulta mds f4-
cil determinar el valor de una constante, que especificar
una funcién.

121
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Ejemplo IV.7

Las siguientes EDP modelan un problema de lineas de
transmisibén eléctrica:

vix, t) _ di(x, t
- T L ﬁdl‘_—-)—"- Ri(x, t)

di(x, t) _ avix, t)
- e K ——gl— + Svix, t)

ees (@)

Se desea obtener una expfesién para la corriente eléc-
trica "i", considerando los valores L =0, R= 8§ =1,

K = %? y las condiciones de frontera:

-3i(0, t) -ct ‘
——at—— = ees (b)
i, t) =0 eee ()

Sustituyendo los valores R, L, S y K en (a), se ob-
tiene:

N -y cee (@)
%i— =%-?r‘é+v ees (€)

derivando la ecuacibén (e) con respecto a "x":

_9% _ 1 3 4y -
32—cﬁ(i) i

multiplicando por - 1:

2
gﬁ.-.é_%,»i eee (£)

La ecuacién (f) es una EDP cuya variable dependiente
i(x, t), es la funcidn que se desea conocer en el pro
blema.

Por el método de separacifn de variables, la solucién
de la ecuacién (f), es de la forma:

i(x, t) = F(x)G(t) eee (g)

por lo tanto, derivando (g) con respecto a “x" y con
respecto a "t":

2
?ﬁ% = G(E)F" (x)

3 - rme (e

y sustituyendo en la ecuacibén (f):
GIEIF™ (x) = L F(x)G' (t) + F(x)G(t)

separando las variables F y G e igualando a la constan-
te de separacibn, se obtiene:

F" (x) _ __G'(t)

—F&) - e +1l=a ees (h)

A continuacién se analizan los tres casos posibles:
caso A. a = k?

Con este valor de a, se tiene, de la ecuacibén (h):

F" (x) - k?F(x) = 0
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cuya solucién es: cuya solucibn es:

/ F(x) = clekx + cze-kx eee (1) F(x) = c,coskx + c,sen kx

el valor de las constantes ¢, y c, se determina median utilizando la condicibn F(2) = 0:

te la condicién de frontera (c):
F(£) = 0 = c,cos k& + cpsen k& ... (k)
i(2, t) = F()G(t) = 0
(£, &) (£)G(¢) dado que el seno y coseno no son simultineamente nulos
para un mismo valor del argumento, se concluye que sb-

esta identidad se verifica si G(t) es cero o bien si lo con ¢, = ¢, = 0, se verifica la identidad (k). Es-

F(€) es cero. Si G(t) = 0, entonces i =F(x)G(t) = 0, to, como en el caso anterior, conduce a la solucidn
esto es, la solucibn de la ecuacién (f) es trivial, trivial, que carece de sentido en el problema.
por lo tanto, lo que debe valer cero es F(£). )
Considerando F(£) = 0 en (i): CASO C. a =0
T .
A - Con este valor de a, se obtiene de la 1 h):
4 F(2) = c, e + c,e¥t = cee (9 f e ecuacitn (h)
kL -ke S ) L 1=0;: g'(t) + cG(t) = 0
como e y e son cantidades positivas diferentes, pa cG(t !
ra k # 0, se concluye que (j) se satisface para valores
¢, =¢c, = 0, esto sustituido en (i) conduce a la solu- su solucibn es:
cién trivial: ct

G(t) = CIQ- oo e (1)

F(x) =0, %
(x) ! X Para poder utilizar la segunda condicién de frontera,

se procede de la siguiente forma:
lo que a su vez hace que:

como:

i(x, t) = F(x)G(t) =0 i(x, t) = F(x)G(t)

esta solucibn trivial no es aceptable para el problema, entonces:
por lo que el valor a = k2 no es el adecuado.

H - rc (e

5
%5

CASO B. g = - k? por la condicién (b):

Sustituyendo a = - k? en (h), se obtiene la ecuacidn:

i ) 9i(0, t) _ ' _ =ct
" ol (x) + kzF(x) =0 ‘ﬁ‘t;- F(O)G (t) = ¢ s (m)
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derivando (1) y sustituyendo en (m):

31(0{: t) = F(O)E- ccle‘Ctj = c"ct
de donde:
e =1
cl = W H soe

para determinar el valor de F(0), se resuelve la ecua-
cién en F(x), que aparece en (h) con a = 0:

Fll (x)

Fix) -0

la solucibn de esta ecuacibn es:

F(x) = c,x + ¢, cee

valuando esta solucidn en x = 0:

F(0) = c,(0) + ¢, = ¢4

por lo tanto, sustituyendo F(0) = ¢, en (n):
T |
¢1 = e,
de donde:
-1
c,Cs =T- s

En el caso (A) de este ejemplo, se obtuvo que F(£) =0,
por lo tanto, considerando esto en F(x) = c,x + Cy:

F(L) = c,8 +c3 =0

(n)

(o}

(p)

de donde:

c,=-c2£ H

multiplicando por c;:

~

€8y = = ¢,C,8& ;

sustituyendo en (p):

=1
c.cz "'ZE s e

la solucibén de laecuacibén (f), se obtiene multiplicando
las ecuaciones (1) y (o):

t

i(x, t) = (c,x + c,)(c,z-Ct) = c,c,xe %t + cycye”C

sustituyendo (p) y (q):

ct -ct

1(x, t) = )

ésta es la solucibn particular del problema, ya que no
contiene funciones arbitrarias, ni constantes arbitra-
rias.



IV.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

La serie tnigonométrnica de Fournier es utilizada para diver
sos problemas de ingenieria, en este capitulo se dari sola-
mente una introduccibén a la misma; con el objeto de poder
determinar la solucién particular de ciertas ecuaciones en
derivadas parciales, las cuales se estudiarfin mids adelante.

Sea el espacio vectorial W, de las funciones f(x) definidas

en el intervalo - L < x < L. Si se define el producto inter
no como:

L
(£ ] g =] £ (x) g (x)dx
-L

entonces, se puede demostrar que el conjunto de funciones:

A=[(sen%,n=l,2,...), (cos n_{x_' n=20,1, 2, ...)l
o sea:
A='1 sen X cos X sen 21X cos 2mx

’ L 14 L ’ L ’ L ’ LA

es un conjunto ortogonal de W, y por lo tanto, una base de
W, donde cualquier funcidén de W, puede representarse como
una combinacién lineal de los elementos de la base, esto
es:

_n:_‘x_.'.bn sen—Mx_)' %f(x)ew cee (10)

Q@
f(x) =c+ L T

(a cos
n
n=1

Para demostrar que A es un conjunto ortogonal de W, bastard
verificar que el producto interno de todo par de vectores di
ferentes del conjunto A, debe ser igual a cero, esto es:

L
J cos nix cos mix dx = 0 ; n#m cee
-L
L
J sen n;-r'x sen m;r‘x dx = 0 ; n#mn ves
-L
L
J sen n;r'x cos m;x dx =0 ; ¥n,m
-L
Verificando la primera integral (a):
L
I= J cos ngx cos m;x dx; n#m
-L
si:
entonces para x = L:
g = "Il:" =7
y para x = - L:
B = -21' =-7

con lo cual la integral se puede escribir:

w
I = %f cos nf cos mRdB
-7

(a)

(b)

(e)
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ademids como: en donde:
L
mux
cos nB cos mB=—%— [cos (n + m)B + cos (n- m)B ] f c sen —p— dx = 0
-L
se tiene:
por (c):
L (" 1
I= I 5 [cos (n + mB + cos (n- m)B]aB L
- cos n;x sen m;x dx =0; ¥n, m
~-L
w
- _L sen (n +m) B sen (n -m) 8
= Zn [ nFm n-m =0 por (b):
-7
0 : paran #m
L
nux mrx
o : . . dx = L
la verificacién de las integrales (b) y (c) se realiza en J. sen —y— sen —/yg 2 mux = -
forma andloga. -L -L sen f -dx=1L, paran=m
Para determinar los coeficientes a , b y ¢ de la serie . por lo tanto:
(10}, se procederd de la siguiente manera:
L
Multiplicando ambos miembros de (10) por sen DTX_ dx; e in mrx = . =
tegrando de -L a L: L CT £(x) sen =g~ dx = byl ; paran=m
-L
de donde:
L L L
Jf(x)sen%dx:f csenm"Txdx+§ anj cos&;i‘-sen'lzldx-l- L
-5 -1 n=1 -L by = % J £ (x) sen m;r‘x dx, paran=nm
-L
o bien:
L

L
nnx mmx
+bn] senTseanx ess (d) bn=%f £ (x) sen nTIT‘x dx; n=1, 2, 3, ... ees (11)
-L -1
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anilogamente, multiplicando (10) por cos m;x dx, e inte- de donde:
grando de -1, a L: L
L L L an-Tl‘- I f(x) cos m;xd H n=nm
j £(x) cos B7% ax= J. c cos 7% ax + T anf cos 27X cos T7X ax + . -L
-L -L n=t -L
o bien:
L L
nix mirx
+ by j sen “5* cos "= dx ces () an=% j £(x) cos “’I"x dx, n=1,2,3,... ... (12)
—L —L
donde: cuando m = 0, en (e):
L 0;m=1,2, 3, ... L L
mux
c cos —— dx = = =
I L 2cL; m = 0 f f(x)dx = cx 2cL
-L -L -L
por (c):
de donde:
L . . L
TX
f sen n;:x cos mL dx = 0 ; ¥n, m c = %f £ (x)dx
-L -L
or (a): . _ 1 .
por (a) sic=3a,:
0 ; paran #m
L L
nmx miux »
cos cos dx = L _ 1
f-L L L f cos? n:‘x dx = L ; paran = m ag = T[ £ (x)dx eee (13)
-1 -L
por lo tanto: Resumiendo, la serie:
L [}
f f£(x) cos TpX-dx =apl; n=m=1,2 3 ... £(x) =3 a, + I (an cos SIE- 4 by sen 21X ) ... (14)
n=1
-L
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se llama serie trigonométrica de Fourier de la funcién f(x) -

en el intervalo -L < x < L, donde:

L

a, = %f £ (x)dx vee (15)
-L
L

a, = %f f(x) cos ngx dx; n=1, 2, 3, ... (16)
-1
L

bn=—%‘-J’ £(x) sen X ax ; n=1,2, 3,... @D
-L

Para obtener los coeficientes de la serie trigonométrica
de Fourier de una funcidén £(x), se puede simplificar el
proceso de integracidén si se considera la simetria de las
funciones involucradas.

jcosx

Definicién: Una funcibén f(x) definida en el intervalo
-L £x £ L, se 1llama funcibén par, si:

f(-x) = £(x) ; ¥ x €Dominio

y se llama funcibén impar si:

f(-x) = -f(x) ; *x€ Dominio

Figura IV.1 Funcibn par

Asenx

=¥

Los ejemplos clisicos de funcién par y funcién impar, son
la funcibn cos x y la funcién sen x respectivamente. Ver fi
guras IV.1 y IV.1.1.

Figura IV.1.1 FunciSn impar

x¥



La integral de una funcidn par se simplifica de la siguien
te manera: 1

L L
J. f(x)dx = 2 J. £ (x)dx
-L o

y la integral de una funcién impar:
L

J. f(x)dx = 0
-L

Ademds la multiplicacidén de funciones pares e impares, obe-
dece las siguientes reglas:

par’

(par) (par) = (impar) (impar)

(par) (impar) = (impar) (par) impar

La integral de un producto de funciones par e impar es ce-
ro. De lo anterior, se concluye lo siguiente:

a) En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién
par, el coeficiente b, es igual a cero, ya que:

L
by = -%‘-f I-'f(x) sen mr:x dx

y siendo f(x) par y sen n;x

funcién impar g(x), para la cual se sabe que:

L
.[ g(x)dx = 0
L

impar, su producto es una

b) En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién im
par, los coeficientes a, y a, son cero, por la razén ex
puesta anteriormente.

Ejemplo 1IV.8

Determinar la serie trigonométrica de Fourier de la
funcibn f(x). (Véase siguiente figura).

rf(x)

=¥

Figura 1IV.2

Esta funcién est8 definida de -7 a 7, por lo tanto:

[+ o]
f(x) = %? ap + xf=1 (ap cos nx f—bn sen nx)
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Como £(x) es una funcién impar, a, = a, = 0 y:

1 w
by —f £(x) sen nx dx
T Jen

2 ™
= ——f £(x) sen nx dx
m "o
2 T
=—"-'f sen nx dx
o

bp = == (1 - cos nmw)

por lo tanto:

4

£(x) = - (senx + % sen 3x + sen 5% + ...)

vl

En la siguiente figura aparece tanto la funcién £ (x),
como los dos primeros t&rminos de la serie:

4 1
- (senx + -5 sen 3x)

Af(x)

x Y

- v

Figura IV.3

Como se puede apreciar, a medida que se tomen m&s tér
minos de la serie, la aproximacibn a f(x) va mejorando.

IV.3.1 CASOS PARTICULARES DE LA SERIE TRIGONOMETRICA
DE FOURIER

Dos casos especificos de la serie trigonométrica de Fou-
rier, se presentan cuando los coeficientes a, y a son ce
ro y cuando , s cero. En el primer caso la serie reci
be el nombre de serie seno de Fourier y en el segundo, el
de serie coseno de Fourier.



CASO A. SERIE SENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcidén definida en el intervalo -L < x < L,
si g(x) es una funcién tal que:

f(x) ; 0 <x <L
gi(x) =
-f(-x); -L<x< 20

entonces g(x) es una funcién impar, y como los coeficientes
a, Y a de la serie trigonométrica de Fourier de una fun-
cién impar son nulos, se tiene:

(o o]
g(x) = £ bp sen —9%5— B -L < x <L
n=1
donde:
L
bn=%j glx) sen 2% ax ; n=1,2, 3, ...
-L

m - -
an son funciones impares, su producto es

una funcidén par, y entonces:

como g(x) y sen

L
bn=%f g (x) senL;x—dx
o

Como g(x) = f£(x) para 0 < x < L, se tiene:

[o o]
f(x) =L b, sen L

0 <x <L
n=\ L

... (18)
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donde:

L .
by =%f £(x) sen n;x dx , n=1, 2, 3, ...
o

f1(.a)serie (18) se 1llama serie seno de Fourier de la funcién
x).

CASO B. SERIE COSENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcidn definida en el intervalo -L < x < L
si g(x) es una funcidn tal que:

| £(x) ;
g(x) =

0 <x <L

£(-x) ; ~L<x<0

entonces g(x) es una funcién par, y como el coeficiente by
de su serie trigonométrica de Fourier es cero, se tiene:

1 * nmx
(x) = =—a, + £ a. cos ——— ;
s 270 " pe,y'm

- <
T L < x L

donde:

L
an=—%‘—f g(x)cosLLx-dx; n=20,1,2,3,...
-L
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m R
como g(x) y cos _nL_x_ son funciones pares, su producto es

una funcidén par, entonces:

L .
an=iJ. g(x)cos—“-‘%"—dx; n=0,1,2,3,...

L
o
como g({x) = £(x) para 0 < x < L, se tiene:
[e ]
f(x)=—’1‘-—a°+2 ancos_nri.; 0 <x <L eee (19)
2 n=1 L
donde:
L
anu%J. f(x)cosi}r‘x—-dx: n=20,1,2,...
o

La serie (19) se llama serie coseno de Fourier de la fun-
cién £(x).

Ejemplo IV.9

Determinar la serie seno de Fourier de la funcibn
f(x) = x, en el intervalo 0 < x < 1:

b sen nmx ; 0 <x <1
1

£ (x)

n
=
8

donde:

1
bn=ZI x sen nnxdx ; n=1,2,3,...
o

por lo tanto:

= 2| —%X_ cos nmx + 1 sen nnx !
- nm © nins °
= 2 L cos nm + —!—!—1 sen nm

nm nenw

1 n
= 2[‘1‘!—‘"( 1) J
= 21", n=1,23 ..
02? 2 (-1)™ sen nmx
n=,
2 (- sen TX + 1 sen 21x - 1 sen 31X + ...)
T =z 3

Ejemplo IV.10

Determinar la serie coseno de Fourier de la funcibn
f(x) = x, 0 < x < 1.

La serie coseno es:

(o]
f(X)=—La°+£ apcosnix ; 0 <x<1
n=1

2

1
an = 2] x cos nmxdx , n=20,1,2,...

o




paran =1, 2, ...

1 - —
an=2f xcosmrxdxn—nf?z— -1 + cos nnu
o] e N —
2 n
= hImT -1 + (-1)
por lo tanto:
oo
£(x) = % +rf:=1 nfnz |:— 1+ (-1)" | cos nmx

Iv.4 APLICACIONES

Considérese una cuerda tensa e inicialmente en reposo
como se muestra en la figura IV.4. La cuerda, de lon-
gitud £, estd fija en sus extremos (tal es el caso de
una cuerda de guitarra, por ejemplo).

Av

Figura IV.4

Si se le desplaza en el instante t = 0, para proporcio
narle una condicidn inicial, esto es, se estira la cuer
da flexible hasta que sufra un alargamiento significatl
vo y después se suelta; la cuerda comenzari a vibrar en
el plano u - x.

Sea "u” el desplazamiento experimentado por la cuerda
a partir de su posicibn original, como se muestra en la
figura IV.S.

Tu

Cuerda en un-instante t20

—-
X

Figura IV.5

Es un hecho que el valor de "u" depende de dos varia
bles independientes. Para un instante "t" cualquiera
el valor de "u" depende del valor de "x" paraelcual
se mide; pero para otro valor de "t", la posicién de
la cuerda habr& cambiado y el valor de "u" seri dis-
tinto para un mismo valor de "x", por lo tanto
u = u(x, t).

Para propbsitos de derivar y obtener el modelo mate~
m&tico que represente a este problema, se considera
en la siguiente figura, que la tensién T es constante
a lo largo de toda la cuerda en un instante "t" deter
minado.

133



134

As
T

B
iy A ______HET‘\\\\\\
| Ax ‘

Figura IV.6

=V

Se obtiene entonces, que la fuerza restitutiva de la
cuerda es:

Fr = ma ;

la aceleracibén de un elemento As de la cuerda esti da-
da por:

3%u(x, t)
t

a =

la masa del elemento As es:

m= pAs,

siendo p la masa de la cuerda por unidad de longitud,
se tiene:

2
Fr = p As —,?E‘,‘— eee (20)

Para calcular Fr se deberd tener presente que la fuer
za efectiva, es decir, la fuerza que produce el despla
zamiento "u" est8 dada por el desequilibrio entre las
componentes de la tensibn en los extremos del elemento
As paralelas al eje "u", ya que el movimiento es en el
plano x - u. Esto es, si se representa con Tvp ¥ Tvg

a las componentes verticales de la tensifén en los ex-
tremos A y B del elemento, respectivamente, se tiene:

gonde el signo menos indica que Tv, se dirige hacia a-
ajo.

En la figura IV.7, la componente vertical de la ten-
8ibn en el punto A de la cuerda, es T sen qa; pero da-
do que a es un dngulo pequefio, entonces:

sen a = tan a = %%
de tal manera que: Tvp =T —%;— i
en el limite, cuando Ax + 0, dicha componente ser§:

- u
Ty = T =%

=V

Figura IV.7



Por otro lado, se puede ver que la componente vertical
de la tensidn T en el punto B, puede ser considerada co
mo la componente vertical de la tensibn en A mis el in=
cremento de la componente en A cuando "x" se incrementa
en Ax. Es decir:

_ 3u 9 Ju
TVB.— T 'a—x-"' HT (-a—x)Ax

du 3%u
_T‘rx‘f'Tm-Ax

por lo tanto, la fuerza restauradora del elemento As,
es:

= _ _ du 3%u - ( du
Fr = Tvg TVA—(T§§-+TWAX) Tax)

FI':TTX—TAX o (21)

sustituyendo en (20)

32u 3%u
T 3T Ax = pAs 357

Dado que el elemento As considerado es pequeio, se
supondr8 que Ax * As, con lo cual el modelo matemiti-
co de la cuerda vibrante, conocido como ecuacién de
onda es:

32
pizz =T 557 . (22)

[=4

Como la tensién T y la masa p de la cuerda por unidad

de longitud son positivas, %} también es positivo.
Por tanto, si:

se tiene la forma con que cominmente se presenta la e-
cuacién:

?2u 3%u

W = C2 W e (23)

Esta ecuacibén no s6lo se aplica a la cuerda vibrante,
sino también modela fenSmenos como el de vibraciones
longitudinales en una barra, propagacidén de ondas sono
ras en tuberias, transmisién eléctrica en cables aisla
dos de baja resistencia, oscilaciones tqrsionales en
una varilla, propagacién de olas en un canal sin cam-
bios de direccibn y otros.

La ecuacién (23) puede ser escrita como:

2 2
,?F‘;-czgﬁdo ee. (28)

Problema IV.1

Considérese una cuerda eldstica de longitud £, sujeta
en sus extremos. Se toma la cuerda a la mitad y se
desplaza verticalmente a unidades como se muestra en
la figura 1IV.8.

b

cuerda en t=0

N . .
—‘:~ ———————————————— —1
)

Figura IV.8
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La cuerda se suelta en t= 0 y comienza a vibrar de tal
manera que la magnitud de la vibracibén es la variable
y(x, t). El modelo matemitico del problema estd repre-
sentado por la ecuacibén de onda:

%%¥ = ¢? %;¥ ce. (@)

como la cuerda estd fija en sus extremos x = 0 y x = £,
se establecen las siguientes condiciones de frontera:

{
(=]
.

.
.

y(0, t) =
Y(LI t) =

(b)
(c)

!
o
.

.
.

De los datos del problema, se tienen dos condiciones
iniciales:

_2a £
i X 3 0 < x < 5

y(x, 0) = £(x)

]

ees (d)

.ﬁlé%L_El_ =0 ee. ()

la condicibn (e) representa la velocidad de la cuerda
en el instante t = 0.

Para resolver la ecuacibén de onda (a), se aplicard el

método de separacibn de variables; por lo tanto, la so
lucidn de la ecuacibn es de la forma: -

yx, t) = ux)v(t) ees (£)

sustituyendo (f) en (a):

u(x)v" (£) = c?u" (x)v(t)

separando variables:

vi(e) _ o2 _ul(x)

)y u(x

de donde:

2 u't'(x) _ g

c T (X coe
vll (t) = k

donde "k" es una constante de separacibn.

Para determinar el valor de la constante “"k", se ana-
lizarén los casos:

k=0, k>0 y k<0

CASO A. k = 0.

Resolviendo la ecuacién (g) con k = 0:

2 ull(x _

ot Lol =0
de aonde:

u" (x) =10

la solucibn de esta ecuacibn es:

u(x) = ¢, + ¢,x ees (i)

{(g)

(h)



donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias. Para deter-
minar el valor de estas constantes, se considerardn las
condiciones de frontera.

Como:
y(ol t) =0
Y
y(x, £) = u{x)v(t)
se tiene:
y(0, t) = u(®)v(t) =0 ces (3)
como:
y(Z, £) =0
v o
yi(x, t) = u(x)v(t) :
se tiene:
y(€, t) = u(f)v(t) =0 eee (k)

Las ecuaciones (j) y (k) se satisfacen con v(t) = 0,
perc esto implicaria que y(x, t) = u(x)v(t) = 0, o sea
que la cuerda no vibra. Como esto no es aceptable, en
tonces para que (j) y (k) se satisfagan, se debe cum-
plir:

u(0) =0
eee (1)
u(€) =0

Considerando iaé condiciones (1) en la funcibén (i) se
obtiene:

u (0)

cy + c,(0) =0

u(l)

c, +c,£=0

de donde ¢, = c, = 0, y en consecuencia u(x) = 0.

Este resultado no puede ser aceptado, ya que si u(x)=0,
implica que y(x, t) = u(x)v(t) = 0. Por lo tanto k = 0
no es aceptable para el problema.

CASO B. k > 0.

Con k > 0 la ecuacibén diferencial (g) se representa:

u'" (x) - -35- u{x) =0; k>0

Yy su solucibn es:

™

ey

p 4 -
+ cye © ees (m)

[+]

u(x) = ¢ e

considerando lascondiciones (1) en esta funcibn, se ob
tienen: -

u(0) =c, +¢, =0
A Iy
u() =c,e®  +ce © =0

este sistema de ecuaciones algebraicas es homogéneo y
su Ginica solucién para k > 0 es la solucién trivial:

c, =c¢c, =0

Con c; = c, =0, la funcibn (m) es u(x) = 0. Este re
sultado implica que la cuerda no vibra, por lo tanto,”
k > 0, tampoco es aceptable.
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CASO C. k < 0

Considerando k = - «?, para que k < 0, la ecuacién (q)
se representa:

" a?
u”(x) + 5 ulx) =0
la solucibn es:
o o
u(x) = c,c08 —— x + ¢,sen —— X «ee (n)

Con las condiciones (1) en (n) se obtienen:

u(o)
u(L)

c, =0
o o =0
c,cos ——£& + cpsen —— £

i}

Este sistema se satisface con ¢; = ¢, = 0; sin embar-
go, esto implicarfa que u(x) es igual a cero.

Otra forma de satisfacer al sistema de ecuaciones, es
conc, =0, c, #0 vy sen % £ = 0; de esta manera:

u(x) = czsen 2 x ; c, # 0 ees (0)

c

Los valores del argumento, para los cuales sen —g—t= 0

son:
o .
-—c—£=n1r, n=0'1,3, e
de donde:
_cnm
o= ——
como k = -a?< 0:
c?n2n?

n=1,2,3 «. ... (p)

Obsérvese que en la expresidn para “"k", no se ha con-
siderado el valor n = 0. La razbn es que si n = 0, en
tonces k = 0, lo cual contradice la consideracibn de

que k < 0.

Con el valor de "k" determinado, la solucién de laecua
cién diferencial (g) representada por (o), queda:

u(x) =czsen—-nz11—x; n=1,2,3, ... e ee (q)
. c?n?n?
La solucibn de la ecuacién (h) con k = - —f — es:

v(t) -—*cscos—ci‘“—t+c,,sen—°21—t ;7 n=1,2,3,...(x)
sustituyendo las funciones (q) y (r) en (f):
y(x, t) = (c,sen l‘;— %) (c,cos %—t +c,sen —c‘iﬂ— t);: n=1,2,3, ...
o bien:
y{x, t) = (sen T x) (b cos —ciﬂ-t+ a sen —C‘El'—t) ces (8)
n=1,2,3, ...
donde a = c,c, ¥y b =’czc3.

Como se puede apreciar de la expresibn (s), se tiene
una solucifn de la ecuacibn de onda para cada valor
de "n", y por ser la ecuacidén lineal, la suma de to-
das las soluciones también es solucibn, esto es:

(sen —nzlx)(bn cos —c?"—t+ a, sen %l—t) eee (E)

y(x, t)=2
n=1
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considerando la condicibn inicial (e) en la soluciébn

Para determinar una solucibn particular del problema,
(t), se tiene:

se determinar&n las constantes bp y ap de la solucidn
(t), utilizando las condiciones iniciales.

Considerando la condicién (d) en (t), se obtiene: 4 dy(x, t) _ ; T
_Lﬁ__ = ——— sen x=0
t n=1 J2 T

y(x, 0) = £lx) = I bn sen—nzﬂ—x cee (w)

esta expresibén representa la serie seno de Fourier de de donde ap = 0.

la funcibn £(x) en el intervalo 0 < x < £, por lo tan-
to el coeficiente bp se puede calcular: "Sustituyendo las constantes a, y bn en la solucibn
(t); se obtiene:

il

'
2 nm
bn=—f,f(x) senTxdx ©
£ J, y(x, t) I (sen l?'—x)(—ng%z—sen-%—cos—n?—t) e (W)
n=1

sustituyendo la funcién f (x) definida en (d):

= —%?—sen—z-xcos—"f—t-%rsen—az“—xcos%c—t+

L. ya
2

med[ (B0 m Pt 3w
[o]

8a Sw 5mc
+ sen X COs t - ...
2/2 2512 z 4
Esta funcibén (w) representa la solucibn particular del

- _8a LI =
= mrosen - n=1,2,3, ... ee ) problema.



CAPITULO V FUNCIONES DISCRETAS Y ECUACIONES EN DIFERENCIAS

V.1l FUNCION DISCRETA

El cdlculo infinitesimal estudia exclusivamente funciones
continuas; otra rama de las matemdticas llamada cdlculo de
diferencias finitas, estudia tanto a las funciones conti-
nuas como a las funciones discretas.

Una funcibn continua f£(x), se caracteriza porque su varia-
ble independiente "x" puede tomar cualquier.valor real den-
tro de un cierto intervalo a < x < b. En cambio, una fun-
cién discreta f(x) se caracteriza porque "x" solamente toma
determinados valores x,, X,, X3, ... Xi, dentro de un cier-
to intervalo, por lo que el recorrido de la funcién es:

£(xo), £4%,), £(x,), oenp £(x)

En la figura V.1, aparece graficada una funcifn continua, y
en la figura V.1.1, se muesttra la grdfica de una funcidn dis

creta:
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4 f(x)
1
|
|
|
|
|
| |
=T 1
a b
Figura V.1
A f(x)
flxedf —— = = = — = ¢
[
T R, |
tlx)-— - - %- -3 |
| | |
{ I
f(xo) T~ 1 |
. | ' 1
| |
! | I \ N

Figura V.1.1

El dominio de una funcidn discreta puede estar formado por
un conjunte de niimeros reales, los cuales no.guardan ningu-
na relacidén entre si, por ejemplo en la funciédn:

f(x) = x + 1, donde x=-1.1, Q.S, 2.3, n, 4.02, ...

Un caso particular que se presenta en varios problemas de
aplicacién, es cuando los valores del dominio de la funcidén
estidn equiespaciados, esto es, el valor Xeypq ©S igual a Xy

mids una ‘constante "a". Dos ejemplos de este tipo de funcig
nes son las siguientes:

£(x)

[}

X+ x, x=...-2,-1,0,1,2, ...

g(x) 3 cos x, X 0, n, 2w, 317, ...

Como se puede observar en la funcidn f(x), x
mientras que en g(x), x

k1 = Xt L
k+1 = ¥k * 7. En todas estas funcig

nes, la diferencia Xp41 ~ ¥, €S una constante finita “"a",
de ahi el nombre de valores equiespaciados.

El estudio de las funciones discretas que se desarrolla en
este capitulo, comprende exclusivamente funciiones cuyo do-
minio estd constituido por valores enteros no negativos y
equiespaciados, las cuales se expresan como una sucesién:

{£(0), £(1), £(2), ..., £(k), ...}

esto es, funciones que se pueden representar con f(k) donde
k=0,1, 2, ...



Ejemplo V.1

Debido a la depreciacifn a la que estl sujeto un bien
material que originalmente costd $ 1,000.00, tiene un
valor anual dado por la expresibn.

£(k) = 1000(1 - 0.05)k ; k=0,1, 2, 3, ...

donde "k" representa el afio. Esta es una funcién dis-
creta, donde los valores de su dominio est&n equiespa-
ciados y su representacién en forma de sucesibn es la
siguiente:

{1000, 950, 900, 850, ...}

V.l.1 FUNCIONES DISCRETAS: PULSO, ESCALON Y RAMPA

En el capitulo III de estos apuntes, se dieron las defini-
ciones de las funciones impulso, escalén y rampa; estas dos
iltimas, son continuas para t > 0. Funciones similares se
definen para el caso discreto y se presentan a continuacién:

A) FUNCION PULSO UNITARIO.- La funcifn discreta pulso
unitario se representa por medio de la delta de Kronecker
8(k) y se define de la siguiente manera:

1, k=0 .
6(k) = oo (1)
6, k#0

Como la funcidén pulso unitario vale uno para k = 0 y cero
para cualquier otro valor de "k", su representacién grdfi-
ca aparece en la siguiente figura.

L S(k)

(S
= YV

o 1 2

Figura V.2

En la siguiente figura, se muestra la funcién pulso unita-
rio desplazada 6(k - a):

A 8(k-a)

]
a-1

1
|
|
!
a

a+!

Figura V.2.1

B) FQNCION ;SCALON UNITARIO.- La funcién discreta escalédn
unitario es similar a la continua, la diferencia consiste so

lamente en el dominio discreto. Se representa con u(k) y se
define:

1; k=0,1, 2, 3, ...,
u(k) = ees (2)
0; k<0 ’

143



144

Su representacién grifica se muestra en la siguiente figu- En la figura V.4, se muestra la representacién grédfica de
ra: la funcidén r(k) y en la figura V.4.1, la grifica de r(k-a).
4 uik)
4 rik)
|p— —— —-— — —o— —

A |

ol ==

l
|
f
i

=V

|
|
1
2

]
-9
]

-
(o]

Figura V.3

|

|

|

e l
1 |

I |

d i
i 3

v o
-1 o k
La funcién desplazada "a" unidades, se representa grifica-
mente en la siguiente figura. .
Figura V.4
4 u(k-0)
drik-a)
—_— = = = . — - -—
! T T
P
I I — — — —— —— = — -
' i | — 1
a-1 a 0+1  a+2 Kk |
R it S
- — — — — - 1 l |
| | |
C) FUNCION RAMPA UNITARIA.- La funcién discreta rampa uni | | |
taria se representa con r(k) y se define: v ' ; : : >
a-i a a+l a+2  Q+3 k

k ; k=20,1, 2, 3, ...,
r(k) = ees (3)

0 k<O Figura Vv.4.1



V.1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES DISCRETAS

Del estudio de las operaciones binarias definidas en un con
junto S, se sabe que la suma de nlimeros naturales es una ope
racién cerrada, ya que la suma de dos niimeros naturales cua-
lesquiera es siempre un niimero natural. En el caso de fun-
ciones discretas, su recorrido es un conjunto de niimeros, to
dos ellos elementos de un conjunto S, por lo tanto se pue-
den definir operaciones con estas funciones.

A) SUMA.- Dadas dos funciones £(k) y g(k):

£(k) ={£(0), £(1), £(2), ...} , g(k)={g(0),g(1),g(2), ...}

la suma de las funciones f£(k) y g(k), se define como la fun
cién cuyo elemento k-ésimo es la suma de los elementos co-
rrespondientes de £(k) y g(k), esto es:

£(k) +g(k) = {£(0) + g{(0), £(1) + g(1), £(2) + g(2), ...}

Ejemplo V.2

Sean las funciones:

2k - 5 ,
k2 , k=0,1, 2,3, ...

£ (k) k=0,1, 2, 3, ...

g (k)

el desarrollo en forma de sucesibn es:

£ (k)
g (k)

{-5, -3, -1, 1, ...}
{0, 1, 4, 9, ... }

]

145

la suma de f£(k) y g(k) es la funcibn:

f(k) + g(k) = {-5, -2, 3, 10, ...}

B) PRODUCTO POR UN ESCALAR.- E1l producto de una funcién
f(k) por un escalar A, es la funcién cuyo k-E&simo elemento
es el producto de A por el k-&simo elemento de £(k), esto

es:

Af(k) = {A£(0), Af(1), Af(2), ...}

Ejemplo V.3

El producto del escalar A = 3 por la funcibn discreta
escalén unitario es la funcibn que se muestra en la
siguiente figura:

4 3ulk)

T 77777

I | l

24 | I |

| | I

1 I | I

| I |
n [ L o
T ] 1 T Lt
-1 (o} 1 2 3 k

Figura V.5
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C) COMBINACION LINEAL.- Dadas las funciones discretas
£(k) y g(k), la combinacién lineal de ellas se define: TEOREMA V.1

Las "n" funciones y,(k), y,(k), ..., y,(k) son linealmente
ci1f(k) + c,g(k) independientes, si ylséla % el Casordti de las "n" fun-
ciones es diferente de cero.

donde c, y ¢, son constantes arbitrarias.

Como en el caso de las funciones continuas, si Ejemplo V.4
c,f(k) + c,g(k) = 0 se satisface solamente para constantes
c, = c = 0, se dice que £(k) y g(k) son linealmente inde- Se desea saber si las funciones:

pendientes, pero si se satisface para alguna constante c,
0 c, diferente de cero, se dice que f(k) y g(k) son lineal

mente dependientes. £ (k) k ; k=12,3,...

Para un conjunto de funciones continuas se define un deter- g (k)
minante llamado Wronskiano, el cual interviene en un teorema
que establece una condicién suficiente para que las funcio-

nes sean linealmente independientes. son linealmente independientes.

k?; k=1,2,3, ...

El Casorati de t :
NOTA: Este teorema se estudia en los cursos de Alge- estas funciones es

bra lineal.

£(k) g (k) k k2

Para el caso de funciones discretas se define un determi- = = k(k+1)2-k?(k+1) = k? + k
nante similar al Wronskiano, llamado Casorati.

f(k+1) gl(k+1) k+1 (k+1)2

Pefinicibn: Para las funciones y, (k), y,(k), ..., yn(k),

al determinante: por lo tanto para k = 1, 2, 3, ..., el Casorati de las

funciones es diferente de cero, y segfin el teoremaV.l,
X k (k) esto es condicibén suficiente para que las funciones

y, (k) y, (k) ces ¥Yn sean linealmente independientes. Esta conclusién se

puede observar tambi&n al formar la combinacién lineal

Y, (k+1) y,(k+1) ees Yplk+1) e igualarla a cero:

y,(k#n-1) y (k+n=1) ...y (k+n-1) c,k+c,k!=0; k=1,2,3, ...

como esta ecuacibn sblo se satisface para c, = ¢, = 0,

se le llama Casorati. se concluye que las funciones son linealmente indepen-
dientes.




D) CONVOLUCION.- La convolucién entre dos funciones dis-
cretas £(k) y g(k) definidas para k =0,1,2,3, ..., se re-
presenta:

£(k) » g(k)

y se define como la funcién h(k) cuyo k-&simo elemento es:

h(k) = £(k) * g(k) = £(0) g(k) + £(1) gk - 1) + £(2) gk - 2) +

+...+ £(k) g(0)

esto es:

k
h(k) = £(k) * g(k) = £ f£f(n)* g(k - n) -..(4)

Asi para k = 0:

I £(n)-g(-n) = £(0)-g(0)
n=o

h(0)

para k = 1l:

. :
h(1) = £ £(n)

g(l-n) = £(0) « g(1) + £(1) * g(0)

n=90
para k = 2:
2
h(2) =r>1: £(n) + g(2-n) =£(0)g(2) + £(1)g(1) + £(2)g(0)
=0
h(k) = {h(0), h(1), h(2), ...}

Ejemplo V.5

Sean las funciones:

£ (k)
g (k)

£(0)
£(1)
£(2)
£(3)

4

U}

1 -k ~ para k=0,1, 2, 3
2k para k=0,1, 2, 3
1 g(0) =0 |

0 g(l) = 2

-1 g(2) = 4

-2 g(3) = 6

La convolucidén entre f(k) y g(k) es la funcibn:

k

h(k) = £(k) * g(k) = §=of(n)g(k - n)

para k = 0:

h(0)

para k = 1:

h(1)

para k = 2:

h(2)

£(0) - g(0)
(1) (o)
0

£(0)g(1) + £(1)g(0)
(1) (2) + (0) (0)
2

£(0)g(2) + £(1)g(1) + £(2)g(0)
(1) (4) + (0)(2) + (-1) (0)
4

(a)
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para k = 3:

h(3)

£(0)g(3) + £(1)g(2) + £(2)g(1) + £(3)g(0)

(1) (6) + (0)(4) + (=1) (2) + (-2) (0)
=4

por lo tanto:
h(k) = £(k) » g(k) ={0, 2, 4, 4} ;

definida para k=0,1, 2, 3

V.2 DIFERENCIA DE UNA FUNCION

Como el cédlculo de diferencias finitas considera funciones
continuas y discretas, seri mds sencillo establecer el con-
cepto de diferencia de una funcidn, considerando primero una
funcidn continua.

Sea la funcién continua y(x) que aparece en la siguiente
figura.

4 y(x)

y(x~h)-

y(x)

Figura V.6

Partiendo del punto "x" del dominio de la funcién, se incre
menta en una cantidad finita "h", de tal manera que parax+h
el valor de la funcidén es y(x + h). Entonces el incremento

que experimenta la funcidn es:

Ay(x) = y(x + h) - y(x)

.. (5)

y se le conoce como primera diferencia de la funcién.

Definicién: El cambio de una funcibn y(x) debido a
un incremento "h" de su argumento "x", se llama prime~
ra diferencia de la funcibn y se representa por Ay (x).

De la misma manera, si el punto x + 2h del dominio de la
funcién, se incrementa en una cantidad "h", la primera dife-

rencia de la funcidn es:

Ay(x + 2h) = y(x + 3h) - y(x + 2h)

Ejemplo V.6

Se desea obtener la primera diferencia de cada una de

las siguientes funciones:

a) y(x) = 2x?

b) f(x) =x2+1, en x=2 ycon
Solucibn

a) Ay(x) = y(x + h) - y(x)

2(x + h)? - 2x?

h=1



2(x? + 2xh + h?) - 2x?

4xh + 2h?

b) Af(x)

£(x + h) - £(x) © -

con h = 1:

Af(x) = (x + 1)2 + 1 - (x2 + 1)
Af(x) = 2x + 1

para x = 2:
A£(2) =5

De la misma manera como se obtuvo la primera diferen-
cia de la funcibn y(x), se obtiene la segunda diferen-
cia A%y (x), esto es:

Ay(x) = y(x + h) - y(x)

entonces:
A%y (x) = A{ay(x)}
= {y(x+ h+h) - y(x+h)} -{y(x+h) - y(x)}
= y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)
ademés:

Ay(x+h) - Ay(x) ={ y(x+2h) -~ y(x+h)} -{y(x+h) - y(x)}
= y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)

por lo tanto:

A?y(x) = Ay(x+h) - Ay(x) =y(x+2h) -2y(x+h) + y(x)

La tercera diferencia de y(x) es:

Ady(x) = a{Aa?y(x)}

A{y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)}

y(x + 3h) - 2y(x + 2h) + y(x + h) -
- {y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)}

y(x + 3h) - 3y(x + 2h) + 3y(x + h) - y(x)

y asi sucesivamente, de tal manera que:

m
£ (- 1)® ¢ y(x + mh - nh)
n=

m
Ay (x)
b4 o mn

y(x+mh)-mcly(x+mh-h)+

+ .C, y(x + mh = 2h) + ... + (- 1" o Y (X)

donde:
_ m!

C
mn n! (m - n)!

Ejemplo V.7

‘Se desea determinar:

A%y (x), Ay(x), A?y(x) y A’y(x)
de la funcibn y(x) = x%, con h = 1.
La diferencia de orden cero de la funcibn es:

A%y (x) = y(x) = x°

(6)
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a(ay (k)
Cytk +2) —ytk+1)7] - Cytk + 1) - yk)7]
y(k + 2) - 2y(k + 1) + y(k)

la primera, segunda y tercera diferencias son: A%y (k)

Ay(x) = (x + 1)? - x¥ = 3x% + 3x + 1

Aly(x) = 3(x + 1)2 + 3(x + 1) + 1 - (3x* + 3x + 1) = 6x + 6 &
Ady(x) = 6(x + 1) + 6 - (6x + 6) = 6 y asi sucesivamente:
A%y (k) = A(A%y(k))

Si en lugar de una funcién continua, se tiene una funcién

discreta y(xk) , con elementos equiespaciados del dominio: y(ke + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k + 1) - y(k)

.
.
-

sy J

xk = xo’ xl' xz., xs, ceoey Amy(k)

entonces la primera diferencia de la funcién es:
Otras formas de representar a una funcién discreta son:

Ay (x,) = y(x ) - y(x,)
¥ Xy k+h k vix ), y(k)} 6 v

donde x, +p pertenece al dominio de la funcién.

En el estudio de este capitulo y del siguiente, solamente En la siguiente configuracidn, aparecen las diferencias de
se trabajard con funciones discretas, donde todos los ele- la primera a la cuarta, para una funcién discreta f(k):
mentos del dominio estdn equitspaciados y se representarin
con: :

£ (k)
yk) ;  k=0,1,2,3, ... . \Af(k)
- \

Con esta representacidn la primera diferencia de y(k) se fk+1) A% £ (k)
define: ~~ - S~

Af(k +1) A3 (k)
’ — ~ ) — \ .
Ay(k) = y(k + h) - y(k) f(k+2) A*f(k+1) /A £ (k)
~— - ~ .
ademds se considerari h = 1, con lo cual: /Af (k+2)\ /A £+ 1)
£(k +3) A% (k +2)
ay(k) = y(k + 1) - y(k) ces (7) ~ -
Af (k + 3)
—
La segunda diferencia de la funcién y(k) es: £k + 4)



Ejemplo V.8

La funcién £(k) = 3k - k2;

en la siguiente figura:

y éus diferencias, de la primera a la cuarta, se repre

fy

k=20, 1,

2, 3,

-4

b e — — - — 5

Figura V.7

sentan en la siguiente tabla.

4, aparece

k | £(k) | AE(x) | A%f£(k) | A%E(k) | A“E(k)
0 0 2 -2 () ()}
1 2 (] -2 (]
2 2 -2 -2
3 0 -4
4 | -4

Tabla V.1

V.2.1 OPERADORES
En la primera diferencia de la funcién y(k):
Ay (k) = y(k + 1) - y(k)

A estd operando sobre y(k) de una manera andloga a como el
operador diferencial D opera sobre una funcién.

El simbolo A es un operador y se le conoce como el opexra-
don difenencda.

Algunas propiedades y leyes importantes del operador dife-
rencia, son las siguientes:

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.- Sean y(k) y z(k) dos funcio-
nes, entonces:

A y(k) + z(k) ] = Ay(k) + 4z (k) cee (B)

Demostracidn:

ACyk) +2(k) ] = Cytk+1) +z2k+1) ] - Cyk) + z(k) ]

ykk + 1) - y(k) + z(k + 1) - z(k)
Ay (k) + Az (k)

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE.- Sea
y(k) una funci6én y A una constante, entonces:

A Ay (k) J = Aay(k) eee (9)
Demostracidn:
ACAy(k) ] = Ay(k + 1) = Ay (k)

Alyx + 1) - yk) ]

Ady (k)
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C) LEY DE LOS INDICES PARA A.-

Si "r" y "s" son nfimeros
enteros no negativos, entonces:

Ar AS = As Ar =Ar+s v (10)

D) LA PRIMERA DIFERENCIA DE UN POLINOMIO.- La primera di
ferencia del polinomio y(k) = ay + a,k + a,k?, +..., a k"

de grado "n", es otro de grado (n - 1)

Demostracidn:

El polinomio de grado "n" se representari de la siguiente
forma:

n

n

y(k) =T apk
n=o

entonces:
n n
Ay(k) = I Aapk

n=o
n

- n

-r;'::o ajbk
n

= ap {(&k+ 1" -x"
n=o
o n-1 nin - 1) n-2

=% ap {nk" '+ RS20 kT 4 L}
n=

o

es un polinomio de grado n - 1.

Por ejemplo, si se tiene un polinomio de grado 3:

f(k) = a, + a,k + a,k? + a,k?

i}
[ M
.

su primera diferencia serd un polinomio'de grado 3-1

Af£(k) = (a, +a, + a,) + (2a, + 3a,) k+3ask?

]
-
.

la segunda diferencia seri un polinomio de grado 3 -2

A2f(k) = (2a, + 6a;) + 6azk

i}
o
o

y la tercera diferencia es un polinomio de grado 3-3

ASE(k) = 6a,

E) LA DIFERENCIA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES.

ACuk)v(k) ] =u(k)Av(k) +v(k)u(k) + av(k)Au(k) ...

Demostracién:

ACukIvik)] = u(k + 1vik+1) - ulk)vik)

=uk+1)vk+1) - u(k)v(k) + u(k)vik+1) - u(k)v(k+1)

(11)

= u(k) [vk+1) - vi)] + [uk+1)vik+1)]- [ulk)vik+1)]

= u(k)Av(k) +u(k +1}v(k+1) - u(k)v(k+1) +v(ik)u(k+1l) -

- v(k)u(k +1) = v(k)u(k) + v(k)u(k)
= u(k)avik) + v(k) [u(k+1) - u(k) J+ulk+1)v(k+1) -
- u(k + 1)v(k) - u(k)vik + 1) + v(k)u(k)

= u(k)Av(k) + v(k)du(k) + [u(k+1) - u(k)J[v(k+1) - v(k)]

= u(k)Av(k) + v(k)Au(k) + Au(k)Av(k)



F) LA DIFERENCIA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES.

A [3(]() ] - v(k)Az(k)v- ujk{Av(k) vee (12)

La demostracién es similar a la que se desarrollé para la
propiedad (E).

Otro operador importante es el operador corrimiento E. Es
te operador E aplicado a una funcién y(k), permite pasar del
valor de la funcién y(k) en el punto "k" de su dominio, al
valor de la funcién en el punto k + h, esto es:

Ey(k) = y(k + h) eee (13)
considerando h = 1:

Ey(k) = y(k + 1) ee. (14)
de esta manera:

E*y(k) = E[Ey(k) ] = y(k + 2)

E'y(k) = E[E?y(k)] = y(k + 3)

Emy.(k) =E[E" 'y(x)] = y(k + m)

Ejemplo V.9

Los corrimientos E°f(k), Ef(k) y E’f(k) de la funcibén
f(k) = 3k - 1, con k = 2, son:

E°f(k) = £(k)
=3k -1

E°f(2) = 3(2) - 1
=5

Ef(k) = £(k + 1)

3(k +1) -1

Ef(2) = 8
B f(k) = £(k + 3)
3(k + 3) -1

1l

1l

E%£(2) 14

Algunas propiedades importantes del operador E, son las si
guientes:

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.
E[y(k) + z(k) ] = Ey(k) + Ez(k) ees (15)

B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE.
ECay(x) ] =x§y(k) ;

A = cte. vee (16)

C) LEY DE LOS INDICES.

Si “"r" y "s" son nfimeros enteros
no negativos, entonces:

E'ES = ESsF = E eee (17)

Existe una relacién entre los operadores A y E, la cual se
puede obtener a partir de la diferencia de y(k):

Ay (k) = y(k + 1) - y(k)

y como:
Ey(k) = y(k + 1)
entonces:
by (k) = Ey(k) - y(k)
= (E - I)y(k)
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por lo tanto:

A=E-1 o bien E=A4A+1 e
donde I es el operador identidad, tal que:

Iy (k) = y(k)

por el teorema del binomio:

m
A= (E-D"= ¢ c (- e
n=eM™ D
m
_ _4qym-n_n
= nzﬂmcn( 1) E
m m m n_m-n
= (0+D" = £ nCa"
m
= ¢ _c. A"
n=°m n

Ejemplo V.10

La expresibn:
y(k + 3) - 2y(k + 2) + y(k + 1)

se puede representar:

a) Por medio del operador E.

b) Por medio del operador A.

Esto es:
a) y(k+3)-2y(k+2)+ylk+1) =
= (E® - 2E? + E)y(k)

b) y(k+3)-2y(k+2)+ylk+1) = (E® - 2E® + E)y(k)
(18) = E(E - I)2%y(k)
= (A + I) A%y(k)
= (8% + A%)y (k)
= A%y (k) + A%y (k)

o bien:

y(k+3)-2y(k+2) +y(k+1) = (E} - 2E? + E)y(k)

{(A+1)%-2(0+T)2+ (A+1)}y(k)

(A + 302 +3A+1-202-4A-2T+A+1)y(k)

Ay (k) + A%y(k)

Ademis de los operadores E y 4, existen otros que también
se estudian en el cdlculo de diferencias, entre ellos 1los
siguientes:

A) EL OPERADOR DIFERENCIA HACIA ATRAS V.

VE(k) = £(k) - £(k - 1)

B) EL OPERADOR DIFERENCIA CENTRAL 6.
= I S _
SE£(k) = £(k + 3 ) £(k 'f')
y la relacién de V y 6§ con E y A es la siguiente:

v

1
=
!
(v
[}

E’y (k) - 2E2y(k) + Ey(k)

o
LI}
()



V.2.2 LA SUMATORIA

Si se conoce la derivada de una funcién f(x):

af(x) _
— = g(x)

la funcidn £(x) se puede conocer aplicando a g(x) la opera-

cidén inversa a la derivada, o sea integrando g(x):
f(x) = Sg(x)dx

De una manera similar, si se conoce la primera diferencia
de una funcidén y(k):

Ay (k) = £(k)

entonces y(k) se puede conocer aplicando a f£(k) la opera-
cibén inversa a la diferencia, esto es, la suma representa-
da por A"!'f(k) o bien If(k), por lo tanto:

y(k) = a7 'E(x) = ZE(k)

al proceso de obtener una suma se le llama sumatoria.

Ejemplo V.11
si Ay(k) = 3%, verificar si:

yo) = 13 = 3

donde "c" es una constante arbitraria.

Se obtiene la primera diferencia de y(k):

k
y(k) = 2 + c
3k+1 3k
Ay(k)=-T-+c-( 3 + c)
_ 3k+1 3k
2
3 -
=3k
por lo tanto:
k
yoo =13 = 34 ¢

Como se observa en este ejemplo, al igual que en la inte-
gral indefinida, en la suma de f£(k), (Zf(k)), aparece una
constante arbitraria, por lo que a este tipo de sumas se
les 1llama sumas Lindefinidas.

En las sumas indefinidas de funciones discretas, en lugar
de la constante arbitraria, puede aparecer una funcién pe-
ribdica de‘periodo "h", o sea, una funcién g(k) tal que:

gk +h) -g(k) =0

en el ejemplo anterior, si Ay(k) = 3k, entonces:

X
yx) = £3¥ = 3+ g0
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donde g(k) es una funcién de periodo 1, y la primera dife-
rencia de y(k) sigue siendo igual a 3k como se comprueba
a continuacién:

3k+1 3k
Ay(k)=—2——+q(k+l)-( 3 + g(k) )
= 3% 4+ gk + 1) - glk)
= 3k
en donde:

gk +1) - g(k) = 0

Si Ay (k) = f£(k), entonces la funcifn y(k) se puede obtener
de la siguiente forma:

como Ay(k) = £(k), entonces:

y(k + 1) = y(k) + £(k) ; k=20,1,2,...

para k = 0:
y(1) = y(0) + £(0)
para k = 1:
y(2) = y(1) + £(1) = y(0) + £(0) + £(1)
para k = 2:
y(3) = y(2) + £(2) = y(0) + £(0) + £(1) + £(2)
y(k) = y(k=1) + £(k=1) = y(0) + £(0) + £(1) + £(2) + ... + £(k-1)

_por lo tanto, la funcibén y(k) se puede expresar en términos
de y(0) y de los valores conocidos de la funci6n £(k) en 1la
siguiente forma:

k-1
y(0) + I f£(r), k=1,2,3, ...
r=o
y(k) =
y (0) ' k=0
k-1
donde se ha considerado que X £(r) = 0 cuando el limite
r=1

superior de la sumatoria es negativo, o sea cuando k-1 < 0.

Andloganente, si k =M, M+ 1, M+ 2, ..., se tiene en 1la
expresidn:

yk + 1) = y(k) + £(k), k=M M+1, M+ 2, ...,
para k =" M:
yM + 1) = y(M) + £(M)

para'k =M+ 1l:

yM+2) = y(M+1) + £(M+1) = y(M) + £(M) + £(M+1)

para k = M + 2:

y(M+3) yM+2) + £(M+2) = y(M) + £(M) + £(M+1) + £(M+2)

. . . . .

y (M +Xk) yM+k-1) +£f(M+k=-1) = y(M) +£(M) +£(M+1) +

+ £(M+2) + ... + £(M+k-1)
por lo tanto, la funcién y(k) se puede expresaf en términos

de y(M) y de los valores conocidos de la funcién £ (k), de la
siguiente forma:



k~1
yM) + T £(x), k=M+1, M+2, ...
r=M
y(k) =
Y(M) ’ k=M

A partir de esta expresién se puede llegar al concepto de
suma definida.

k-1
De y(k) = y(M) + T £(r):
r=M
se tiene:
k-1
T f(r) =y(k) - y(M)
r=M

y haciendo k - 1 =N, o sea k = N + 1:

N
ﬁ £(k) = y(N + 1) - y(M)
N N+1
L £(k) = y(k)
M M
y como y(k) = Zf(k):
N N+ 1
r £(k) = Ef(k) ees (19)
M M

que representa la suma definida de £(k) y en donde EIf(k) es
una suma indefinida de £ (k).

Ejemplo V.12
3

si £(k) = 3%, determinar I £(k):
1

3 3
T £(k) =£3K
1 1
como:
k
z 3k = _%T_ + c
entonces:
. Xk 341
L 3k = _%T_ + c
1 1

L3 -
rre-(drey) =B 3 o3

Si se tiene una funcién y(k), y se obtiene la primera dife

rencia, el resultado es otra funcién de "k":

Ay (k) = £(k)

por lo tanto, la suma de la funcién f(k) serd la funcibn
y(k):

Zf(k) = y(k)

por ejemplo, con la funcibn:

y(k) = cos (ak + b)
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se tiene:

Acos (ak + b)

cos [a(k + 1) + b] -cos (ak + b)

= cos (ak + b + a) - cos (ak + b)
= cos (ak + b) cos a - sen (ak+b) sen a-cos (ak +b)

= cos (ak + b) (cos a - 1) -sen (ak +b)sen a
= cos (ak + b) (- 2sen? S--sen (ak +b) (2 sen5- cos 3
= - 2 sen % {cos (ak +b) sen —‘2’—- + sen (ak + b) cos -g—}

a

=-Zsen-§—sen(ak+b+7)

por lo tanto:

Esen(ak+b+%) = - _Cos (ak + b)

a
2 sen 3~

o bien:

cos(ak + b - &)

o

Isen(ak + b) = -

- a
<

sen 3

De esta manera se obtendrd la suma de las funciones usua-
les.

En la tabla V.Z, se presentan algunas funciones y sus res
prectivas sumas.

z

)

f(k) = Ay(k) y(k) = Zf(k)
k
a® aa-l : a¥l
1 a
_— i a#1l
:k_ (1 -a)a
a

sen (ak + b)

~-cos (ak+ b

2 sen—af-

cos (ak + b)

sen (ak +b--—§-)

a
2 sen —-
k+1 k
a* sen bk a senb (k-1) - a_ sen bk
a2 -2acosb+1
k a**loos b(k-1) - a* cos bk

a cos bk

a? - 2acosb+1

sen?(ak + b) %_ sen (i :e§;2b~a)
cos2(ak + b) _l§<_+ sen (g :e§ ; 2 b-a)

senh .(ak + b)

cosh(ak+b-%‘)

Zsenh-g—

cosh (ak + b)

senh(ak+b-—g—)

2 senh 2

7
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) M+ 1) k) s k(k - 1) (k-2) (k-3 (k-4
k —m T+ m¥-1 '
‘ k) =k
(m -+ 1)
(m) (a k + b)
(a k + b) a (m + 1) » —am#a
Obteniendo la primera diferencia de la funcién se tiene:
k u(k) k Zu(k) - 2% u(k + 1) (@)
k'™ = k(m -1
x? u (k) k2 Tu(k) - (2 k + 1) Z2p(k+ 1) + 22 u(k+ 2) de donde:
ak® 1) ooy gy k(M)
Tabla V.2
por lo tanto:
o ® k(m+ 1)
m + 1
Un tipo de funcidén que puede ser de utilidad, es la llama- .
da funcién factorial k(m): de 1a misma manera:
(m) zk(-m) _ k(l—m) . l
k'™ =x(k - 1(k=-2) ... [k=-(m-17T] ... (20 =—fI-m ‘i ™%

(-m) _ 1
k i § I I ) I § Ty -+ (2D

L. Ejemplo V.13
donde "m" es un entero positivo.
Para obtener la suma de kz, conviene representar k2
. en t8rminos de la funcibén factorial:
Para m = 0 se define:

k() =1 Koo k(2 4

por ejemplo: ya que:

k(") =k(k - 1) (k - 2) k(2)+k(‘)=k(k - 1)+k =k% - k+k = k?
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por lo tanto:

k= gk + k) = @ o

(s) (2)
= lis-—-'l' kz + C
- k(k ; 1) (k = 2) - k(k ; 1) +c

2k® - 3k% + k
6

n

+ C

Algunas propiedades importantes de la sumatoria son las si-
guientes:

A) LA (k) + A,v(k)] = A Eu(k) + A Zv(k) ee. (22)

donde A, Yy A, son constantes.

B) Ip(k)av(k) = u(k)v(k) = Ev(k + 1) Au (k) eee (23)

Esta Giltima propiedad se llama sumatoria por pantes, y la
demostracién aparece a continuacién.

du(k)vik) = u(k + 1)v(k + 1) - u(k)v(k)
=vik + D[ uk+1) - utk) J+uk Cvik+1) -vik) ]
= v(k + 1) 8u(k) + u(k)Av(k)
EAu(k)v(k) = Iv(k+1)au(k) + Zu(k)av(k)
u(k)vik) = Iv(k + 1)du(k) + Iu(k)av(k)
de donde:

tu(k) vik) = u(k)v(k) - Lv(k + 1)ap(k)

Eﬁemplo V.14

La suna:

se obtiene sumando por partes, para lo cual, se consi-
dera:

uik) = k y  avik) = 3%
entonces:
Au(k) = (k +1) -~k =1
k
v(k) = £3k = i
2
desarrollando por partes:
2 k |3 k +1
3 2 3
k- = . - .
pke F o=k 5 t ) 1

1

donde:

por lo tanto:

21




V.3 LA ECUACION EN DIFERENCIAS

La ecuacién en diferencias se define de manera andloga a
la ecuacidn diferencial.

Definicién: Toda ecuacibén que relaciona a una funcién
desconocida con sus diferencias y su(s) variable(s) in-
dependiente(s), recibe el nombre de ecuacdifn en diferen
cias. -

De acuerdo a esta definicidén, la ecuacién:
y(x) - 28y(x) + A’y(x) = x
es una ecuacién en diferencias.
Con las diferencias:
Ay (x) = y(x + h) - y(x)
A% (x) = y(x + 3h) - 3y(x + 2h) +3y(x+ h) -y(x)

la ecuacién anterior, se puede representar:

y(x) - 2{y(x+h) =y(x)} +y(x+3h) - 3y(x+2h) +3y(x+h) —y(x) = x

0 sea:

y(x+3h) - 3y(x+2h) + y(x+h) + 2y(x) = x

Si la funcibn desconocida, es una funcién discreta y(k):;
k=0,1, 2, ..., la siguiente ecuacifn:

A%y (k) + 3by(k) + y(k) = 2K * 1

es una ecuacién en diferencias, y como:

ay(k) = y(k + 1) = y(k)
Aly(k) = y(k + 2) - 2y(k + 1) + y(k)

se puede representar:

gk +2) +yk +1) - yk) =25+ 1

Toda ecuacidn en diferencias, donde la variable dependien-
te es y(k), se puede representar en forma general:

F(k, y(k), y(k + 1), y(kk +2), ..., ytkk + xr)) =0 ... (24)

Algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias son los si-
guientes:

A) A%F(k) + A%f(k) + 2£(k) = k% - 2k + 4

B) 4y(k + 2) + y(k) = 2k?® + 3%

C) (k- 1y + 2) - dky(k) = 0

D) 2ky(k + 2) + y(k + 1)y(k) - 2y2(k) = V1~ yZ(k)
E) y(k + 3) + 2y(k + 2) + y(k +1) =0

F) f(x + 2) - 2y(x + 1) + 2y(x) = 2¥

G) u(kk +1, m) + ukk, m+ 1) =0

Asi como en las ecuaciones diferenciales, en las ecuacio-

~nes en diferencias también se define el orden de una ecua-

cién.
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Definicién: E1l orden de una ecuacibn en diferencias
donde la variable dependiente es y(x), es la diferen-
cia entre el mayor y el menor argumento de "y" que apa
rece en la ecuacién, dividido entre "h". -

Ejemplo V.15

]
x

a) y(x + 3h) - 2y(x + h) + 3y(x)
el orden de la ecuacibn es:

(x +3h) - x _ 4

b) y(k + 2) + 4ky(k) =0

el orden es:

(k + 2) - (k)
1

c) ylk +4) + 3ytk - 1) =0

el orden es:

(k + 4) - (k - 1)
1

V.3.1 SOLUCION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS

La solucién de una ecuacidén en diferencias queda definida
de la siguiente manera:

Definicién: Una funcibn f£(k) serd solucibén de una e-
cuacibn en diferencias, si al sustituirla en la ecua-
cién la transforma en una identidad.

Ejemplo V.16
Dada la ecuacidn:

y(k + 1) - 2y(k) =0

comprobar gue y(k) = 3 . 2K es solucidn.
Como:
y(k) = 3. 2K

entonces:

yk + 1) = 3.2K+1

sustituyendo y(k) v y(k + 1) en la ecuacibn en dife-

. rencias:
3.2+ 1 _23.2% =9
3.2.2-2.3.2% =9
0=0

por lo tanto:

y(k) = 3.2

si es soluciébn.



En este ejemplo, se puede comprobar que y(k) = -5 - Ek,
Valk) =ty @20 e Zk, etc., también son soluciones de la ecua-
cién. En general y(k) = c,. 2%, donde ¢, es una constan-

te arbitraria, es solucidén. A y(k) = c,- 2K se le llama
s0fucdifn generaf, mientras que todas las soluciones obteni
das de &sta, asignando un determinado valor a c,, se lla-_
man so0luciones particulares.

Ejemplo V.17

Para comprobar que:

y(k) = ¢ + €27 + = 4

es solucién de la ecuacidn:

yk + 2) = 3y(k + 1) + 2y (k)

]
S

se obtienen y(k + 1) y y(k + 2):

yk) = ¢, + c,o25 + + . ¢k
yl + 1) = ¢, +c,- 2 + L . gk*1
gl + 2} = oy + ggeart2 +—(15— T

y se sustituyen:

y(k), yik + 1) Y yik + 2)

en la ecuacidn:

cl+c2-2k+2+ —é‘— -4k+2 -3(cl+c2-2k+1+ %’—-4k+1)+
+2(cl+c2-2k+%—'4k) = 4¥

cL-3+2) +c, 2@ -32+2) + 145 @2 -344+2 =4

4k = 4k

La solucién general de una ecuacién en diferencias, tiene
tantas constantes arbitrarias como sea el orden de la ecla
cidn.

Ejemplo V.18

si y(k) = 01-2k + cz-qk es la solucidn general de una
ecuacidn en diferencias:

a) Determinar la ecuacidn en diferencias.

b) Determinar la solucidn particular que satisface
las condiciones y(0) =0 y y(l) = 4.

Solucidn
a) Como la solucidn general tiene dos constantes ar-

bitrarias, la ecuacidn en diferencias es de segundo oxr
den. P

Entonces:
gk} = cyo2® & cyodF Xt ta)
Vil o2 T bl A T e ()
y(k+2) = cl-zk'+2 + c2-4k'+2 sae (0]

multiplicando la ecuacidn (b) por -2 y el resultado su
mado a (c): i

y(k +2) - 2y(k + 1) = c,-8-4%

163



164

de donde:

y(k + 2) - 2y(k + 1)
c, = ees

8.4%

multiplicando (b) por -4 y el resultado sumado a (c):

Yk +2) = 4y(k + 1) = ¢, (-4).2K

de donde:

c. = “y(k + 2) + 4y(k + 1)
, = . oe

4.2k

sustituyendo (d) y (e) en (a):

(d)

(e)

(k) = - y(k+2) - dy(k+1) LK, y(k+2) - 2y(k+1)

4.2% g-4X
simplificando:
8y(k) = - 2y(k + 2) + 8y(k + 1) + vk + 2) = 2y(k + 1)
finalmente:
y(k +2) - 6y(k + 1) + 8y(k) = 0
' k .k _n _
b) Como y(k) = ¢,;*2" + c,-4 y y(0) =0, y(1) = 4,

entonces:

y (0) c, +c, =0

]

y (1) 2c, + 4c, = 4

k

de donde:

por lo tanto, la solucién particular correspondiente
es:

y(k) =

V.4 LA ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS

La ecuacidn en diferencias es lineal si se representa de la
forma:

ag(k)y(k+n) + a,(k)y(k_-l-n-l) + ... +
' +a,_ (Ky(k+1) +a (k)y(k) = Q(k) ... (25)

donde y(k) es 1a variable

dependiente, "k" la variable inde
pendiente y a, (k), a, (k),

e an(k) son los coeficientes.

Si ag(k) #0 y a_(k) # 0, la ecuacién es lineal y de or-
den "n", n
Al igual que en las ecuaciones diferenciales:
A) SiQ(k) #o0

B) Si g(k) =

la ecuacidn se llama no homogénea.

0 1la ecuacién se llama homogénea.
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C) Si ag, a,, ..+, an, SOn constantes, la ecuacidn se lla
ma de coeficientes constantes. F(E)y(k) = 0

Utilizando el operador E, la ecuacidn lineal se representa: L . .
‘ y yp(k) es una solucidn particular de la ecuacién no homo-

- génea:
2,E"y(k) + a,E" 7 'y(k) + ... + a__ Ey(k) +a y(k) = 0(k) ... (26)
g(E)y (k) = Q(k)
o bien: Demostracién
n n-1 _ Sustituyendo y(k) = y.(k) + y,(k) en la ecuacibén en diferen
+ ... + E + k) = Q(k =
(a,E" + a,B -1 )y (k) = atk) cias lineal de orden "n°: P
representando el polinomio en E por § (E), esto es: g(E)Y(kK) = Q(k)
se obtiene:
g (E) = a,E" + a,la‘n"l +...+a _E+a
’ g(E) Cyc k) + y, (k) ] = ak)
se tiene: :
por ser el operador g(E) lineal:
g (BE)y(k) = Q(k) eee (27)
F(E)y (k) + ¢(E)yp(k) = Q(k)
como F(E)yo(k) =0 y ﬁ(E)yp(k) = Q(k):
TEOREMA V.2
La solucién general de una ecuaci6én lineal en diferencias 0 + Q(k) = Q(k)
no homogénea:
gE)Y (k) = Q(k) por lo tanto, la ecuacién se satisface con y(k) =yc (k) +yp(k),
es: lo que demuestra que es su solucidn.
La solucifn complementaria y. (k) contiene "n" constantes ar
y(k) = y (k) + yp(k) ... (28) bitrarias, por lo que:
y(k) = yo(k) + yp(k)
donde y,(k) se llama 4o0lucifn complementaria y es la solu-
cidén general de la ecuacién homogénea asociada: es la solucién general de la ecuacidn.
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Ejemplo V.19

Para la ecuacibn lineal v(k + 1) - 2y(k) = k + 1, pro
bar si:

a) y(k) = c,-zk
b) y(k)

es la solucidn complementaria,

- k - 2 es una solucibn particular.

si y(k) = c1o2k es la solucibn complementaria, enton-
ces deberi ser la solucién general de la ecuacibn homo
génea:

y(k + 1) - 2y(k) = 0

k k+1
entonces sustituyendo y(k) = c,°2

Y y(k + 1) = 01'2
en la ecuacibén homogénea, se tiene:

y(k + 1) - 2y(k) =0

ey 2¥t L o ogc, 02k - 0

c o202 - 2¢,.2% = 0

por lo tanto y(k) = c,-2k

si es la solucibn complemen
taria.

Sustituyendo y(k) =-k -2 en la ecuacibén no homogé-
nea:
y(k + 1) - 2y(k) = k + 1
-(k+1) -2=-2(-k-2) =k +1
k+1=k+1

por lo tanto y(k) = - k - 2

si es solucibn particular
de la ecuacibn no homogé&nea. :

De lo anterior, se deduce que la solucibn general de
la ecuacibén y(k + 1) - 2y(k) = k + 1 es:

y(k) = yo (k) + y (k) = c 2" -k - 2

En los incisos siguientes se obtendrd la solucidn general
de una ecuacidn en diferencias homogénea, asi como la solu
cién particular de una ecuacifén no homogénea por el método

de coeficientes indeterminados y por variacién de parédme-
tros.

V.4.1 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS DE COE-

FICIENTES CONSTANTES

La forma general de una ecuacidn lineal en diferencias ho-
mogénea y de coeficientes constantes, es la siguiente:

agykk +n) +ayk +n-1+...+a yk+l) +ayk =0 ... (29)

o bien:

gE)y(k) =0

§g se propone como solucidén de la ecuacidén (29), a la fun-
cién:

y(k) = g% ... (30)

donde B es una constante; esta funcién debe satisfacer a la
ecuacidn (29) para que la proposicién sea vilida.



Como:
yk) = gk
entonces:
yik + 1) = gh+1 - ggk
yik +2) = gk+2 a2gk
y(k+n-1) = gk+n-? =3Q4§
y(k + n) = gk+n  _ gngk

sustituyendo en (29):

2,875 + 2,878 + ... +a__ 88 + a 8% = 0

factorizando:

n-=1

(aOBn + a8 + ... ta_B+a) Bk =0

Como Bk # 0, entonces de esta ecuacidn se obtiene que
y(k) = gk es solucidn de (29) si:

n-1

a8 +a,8"" + ... +a _Bt+a =0 ee. (31)

n n

a esta ecuacién se le llama ecuacifn caracternistica.

Ejemplo V.20

Para la ecuacibn en diferencias:

y(k + 2) - 6y(k + 1) + 8y(k) =0

la ecuacibn caracteristica es:
B2 - 68 + 8=10
en forma factorizada:
(8 - 2) (B - 4 =0
cuyas rafces son:
k

por 1o tanto y, (k) = 25 y y,(k) = 4
nes de la ecuacién homogénea.

son dos solucio

TEOREMA V.3

Siy,(k), y,(k),..., yn(k), son "n" soluciones linealmente

independientes de la ecuacifén lineal en diferencias homogé-
nea de orden "n", entonces una combinacidn lineal de ellas:

c!yl(k) + czyz(k) + ... + cpyp (k)

es la solucifn general.

Ejemplo V.21

Para la ecuacibn en diferencias:
B2y (k) - SEy(k) + 6y(k) =0

la ecuacibn caracteristica es:
B2 - 58 + 6 = 0

(B8-3) (B-2)=0
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cuyas raices son:

B‘=3 Yy 82

por lo tanto:

y, ) =35y

v, (k) =2

son dos soluciones de la ecuacidn, y su Casorati es el

siguiente:
3¥ 2X
= k. k+1_ Lk,
3k+1 2k+1

k+1

k2K - 3

- 3kc2k

=3

# 0¥ k

como el Casorati de Y, (k) y y, (k) es diferente de ce-

ro, las dos soluciones son linealmente independientes,
y como la ecuacibn en diferencias es de segundo orden,

la solucibn general es:

y(kk) = c1-3k + cz-2k

Con lo anterior se estableceri el siguiente teorema:

TEOREMA V.4

Si la ecuacibn caracteristica de la ecuacién lineal en di-
ferencias de coeficientes constantes y orden "n", g(E)y(k) =0,
tiene "n" raices reales y diferentes 8,, B3, ..., B, €nton-
ces la solucibn general de la ecuacién en diferenclas es:

k k
y(k) = c,B,k + CB, + ... + By

CASO A. RAICES IGUALES.- Si en la ecuacidn lineal de se-
gundo orden @(E)y(k) = 0, la ecuacidén caracteristica tiene
sus dos raices iguales B8, = B,, entonces se obtienen dos so
luciones linealmente dependientes:

v =85y y00 = 8%

Al sustituir y(k) = Bk en la ecuacidén de segundo orden

@(E)y(k) = 0, se tiene:

gE)8E = (B2 + a,8 + a,) 8"
= (8 - 8,)? gk ee. (32)
para B = B,:
gEE,X =0

de donde se concluye que y(k) = Blk es soluciédn.

Derivando ambos miembros de la expresién (32):




R k _ 3 - 2 gk
Zamet =2 -8, 8

ag*

Kk
pe) 3= 208 - 8085 + (8- 82 3

gE1ke* "t = 2(8 - 8,)8% + (8 - 8,)2keF"]

multiplicando ambos miembros por B:
gEIke® = 2(8 - 8,851 4+ (8 - 8,)%ke"
para B = B,:

gEk8,5 = 0

de donde se concluye que y(k) = kslk también es solucién,
por lo tanto, la ecuacidn de segundo orden con raices
iguales tiene dos soluciones:

k

y, (k) = B, y k

Yy, (k) = kB,

las cuales, son linealmente independientes, entonces la so-
lucidén general es:

y(k) = c131k + csz,k

TEOREMA V.5

Si para la ecuacién en diferencias lineal, de coeficientes
constantes y de orden "m", @(E)y(k) = 0, la ecuacibén carac-
teristica tiene "m" raices iguales B, = B, = ... By = B, en
tonces la solucién general es:

y(k) = (¢, + ck + cgk? + ... + cmkm")sk
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Ejemplo V.22

Sea la ecuacibn en diferencias:

yk + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k + 1) - y(k) =0

la ecuacidn caracteristica es:

g - 382 + 38 -1 =0
(B-1)*=0; B8, =8, =8; =1

por lo tanto, la solucidn general es:

k

1

y(k) = (c, + ¢,k + c3k?) (1)

O sea:

y(k) = ¢, + c,k + ¢ k?

" Ejemplo V.23

Para la ecuacibén en diferencias:

y(k + 3) - 3y(k + 2} + 4y(k) =0

la ecuacidn caracteristica es:
B3 - 382 +4 =0

(B+l)(8_2)2=07 81‘:-11 Bz=83=2

por lo tanto-.la solucibn general es:

yk) =¢c; (1% 4+ (c; + k) « 2%



170

CASO B. RAICES COMPLEJAS.- Si se tiene una ecuacién en las funciones:
diferencias de segundo orden, g(E)y{(k) = 0, tal que su ecua
cién caracteristica tiene raices complejas:

rk cos k6 y r* sen ko

B, =a+ bi, B, = a-bi : son soluciones linealmente independientes de la ecuacidn en
: diferencias, por lo tanto:

entonces se tiene dos soluciones:

. _ .k
y00 = @+b0X  y oy = (a-bD" y(k) =" (ecos k6 + cysen ko)

. : . ‘2 es la soluci6n general.
y su combinacién lineal es otra solucidn:

yk) = a, (a+bi* +d,@ - bD)¥
Ejemplo V.24

en la forma de Euler, donde:
! Se desea resolver cada una de las siguientes ecuacio-

nes:
-l b
r=+va? + b? y 6 = tan = a) y(k +2) - 2y(k + 1) + 2y(k) =0
b) (ES - 4E" + 6E® - 6E2 + 5E -~ 2) y(k) =0
se tiene:
la ecuacibn caracteristica del inciso (a) es:
_ 8ik -0i.k
y(k) =d,(re" )" + d,(re ")

B2 - 28 +2=20

2+ /-8 )
Birg = —5———; B =1+1i, B, =1-1
ando a la forma trigonométrica:
pes & r= J/az +b? = /1 +1 = /2
= -1 b _ -1 1 _
6 = tan roli tan i = T

d,rk(cos k6 + isen k8) + dzrk(cos k6 - isen k@)

y (k)

por lo tanto, la solucidn general es:

rk [(dl + d,)cos k6 + (d,i - d,i)sen kB]

rk (c,cos k& + c,sen k8) y(k) = ( Y2 ) k {c,cos %% k + c,sen %% k)



La ecuacibn caracteristica del inciso (b) es:
BS - 4% + 6B - 6B2 + 5B -2 =0

por divisién sintética:

por lo tanto las raices son B, = 2, B, = B, =1, B, =

y B = - i. La solucibn general es:

y(k) = c:,~2k + ¢c; + ¢3°k + ¢c,c08 + csgsen —15}

171

V.4.2 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

El método de coeficientes indeterminados se utilizé para
obtener la solucién particular de algunas ecuaciones dife-
renciales lineales no homogéneas.

Este método se aplicard para obtener una solucién particu
lar de ecuaciones en diferencias lineales y de coeficien-
tes constantes:

g(E)y (k) = Q(k)

donde Q(k) es solucién de alguna ecuacién en diferencias 1i
neal y homogénea. O sea que Q(k) es una combinacién lineaTl
de funciones, cada una de las cuales pueden ser:

A) ak ; ae R

B) X°; p=o0, 1, 2, ...
C) sen bk

D) cos bk

E) a*¥xP sen bk, a¥xkP cos bk; ae R y pe N

En los ejemplos V.25, V.26 y V.27 se aplica el método de
coeficientes indeterminados, a las ecuaciones en diferen-
cias.

Ejemplo V.25

Sea la ecuacibn:

(E - 2)y(k) =k + 1 ee. (a)
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la ecuacibén homogénea asociada es:
y(k + 1) - 2y(k) = 0

cuya ecuacibn caracterfstica es:

B-2=0
B =2
por lo tanto la solucibén complementaria es:
Yo (k) = c,.2K «e. (D)
como Q(k) = k + 1 es solucifén de la ecuacibn en diferen

cias homogénea.

yk + 2) - 2y(k + 1) + y(k) =0
(E2- 2E + 1)y(k) = 0
(E-1)2y(k) =0 ee. (€)

entonces se aplica el método de coeficientes indetermi
nados para obtener una solucién particular yp(k).

_El aniquilador en este caso, se obtiene de la expre-
sibn (c), y es:

g(E) = (E - 1)?

por lo tanto, al aplicar a la ecuacibn original (a) el
aniquilador, &sta se transforma en una ecuacifn homogé
nea, esto es:

(E - 2)y(k)
(E-1)2 (E- 2)y(k)

k+1

(E - 1)2(k + 1)
(E2 - 2E + 1) (k + 1)

(k+2+1) -2(k+1+1) + (k+1)
0

la solucibén de esta ecuacibn es:

k
en donde, como c,*2

y (k) c,-zk + c, + csk

n

yc(k), entonces:

YP(k) = cZ + csk

sustituyendo yp(k) en la ecuacibn original (a):

de donde:

por lo tanto:
Cs

finalmente la

y (k)

(E - 2)yp(k) =k +1

(E = 2)(c, +c3k) =k +1

1]
~
+
[

Cez + cyk+1)] - 2(cy + c3k)

- ck=-c, +cy=k+1

=-1, cp, =-2 Y yplk) =-2-k

solucidn general de (a) es:

= yolo) + y(k) = c,2¥ - 2 -k
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Ejemplo V.26 : sustituyendo yp(k) en la ecuacién no homogénea:
Sea la ecuacibn en diferencias: (E2 -~ 3E + 2)y(k) = 1 + ak
K (E? - 3E + 2) (Ak + BaX) = 1 + a¥

vk +2) - 3y(k +1) + 2y(k) = 1 + a

La solucibn complementaria es: Kk

Ak + 2) +Bak+2-3|:A(k+ 1) + Bak+1]+2 (Ak+Bak) =1+ a

yolk) = ¢, + c,-2¥ X K

(A -3A+ 22) k + (Ba2-3Ba+2B) a  + (2A - 3A) =1 + a

la funcién Q(k) = 1 + ak es solucibén de la ecuacibén ho-
mogénea: de donde:

(E-a) (E- ly(k) =0 A=-1 Yy B= =37 @m-D
por lo tanto, el aniquilador es: por lo tanto:

@(E) = (E - a) (E - 1) 1 K
YP(k)=-k+—(3—_—2-)—(ﬁya; 3#2 Yy a#l

aplicando a la ecuacifén no homogénea el aniquilador:
y la solucidn general es:
(E-a) (E-1) (E*-3E+2)y(k) = (E-a) (E-1) (1L+a")

k
y(k) = c; +c,*2 -k + (a-2)1(a-1) ak;a;£2 y a#1l

(E-a) (E~-1) (E-2) (E- Ly(k) =20

la solucibn de esta ecuacibn es:

y(k) = b, + b,k + b,ak + b.,~2k : a#1l, a#?2 Ejemplo V.27

K Sea la ecuacién:
de donde, como y.(k) = ¢c; + c,°2", entonces:

y(k + 2) + y(k) = 4 cos 2k ... (a)
yp(k) = b,k + b,ak
o bien: la ecuacibn caracteristica es:
- k
yp(k) = Ak + Ba B m+1=0; m =1, m, = -1
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por lo tanto, la soluciér complementaria es:

Ye(k) = ¢, cos ﬁ; + ¢, sen E; ees (b}

como Q(k) = 4 cos 2k es solucibn de la ecuacién homogé
nea:

(E2 - 2 cos (2) E + 1)y(k) =0
el aniquilador es:

g(E) = E? - 2cos (2) E+ 1 eee (0)
la solucibn particular de (a) es:

yp(k) = A cos 2k + B sen 2k ees (@)
sustituyendo (d) en (a):

(E? + 1) yp(k) = 4 cos 2k
(B2 + 1) (A cos 2k + B sen 2k) = 4 cos 2k

A cos 2(k+2)+B sen 2(k+2) +A cos 2k +B sen 2k = 4 cos 2k

A [cos 2k cos 4 - sen 2k sen 4] +

+ B l:sen 2k cos 4 + cos 2k sen 4] +

+ A cos 2k + B sen 2k = 4 cos 2k

de donde:

[
o>

A cos 4 + Bsen 4 +A

n
o

~-A sen 4 + Bcos 4 + B

A=

resolviendo este sistema por Cramer:

4 sen 4
0 1+ ocos 4 4 + 4 cos 4 _ _4(1 + cos 4)
1+ cos 4 sen 4 (1 +cos 4)° + sen’4d ~ "2(1 + cos -
-sen4 1+ oosd
1 + cos 4 4
B - sen 4 0] _ 4 sen 4 = 2 sen 4
2(1 + cos 4) 2(1 + cos 4) 1l + cos 4

por lo tanto:

yp(k)

2 cos 2k + 2

sen 4

T+ cos 4 sem 2k

= 2 Sos 2k + cos 2k cos 4 + sen 2k sen 4

1 + cos 4

= 2 Sos 2k + cos (2k - 4)
- 1 + cos 4

y la solucidn general es:

y(k)

= ¢, cos

2

+ ¢, sen

ku

2

+ 2

cos 2k + cos (2k - 4)
1 + cos 4




V.4.,3 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de variacién de pardmetros sirve para obtener

la solucibén particular y,(k) de una ecuacién en diferencias.
Este método es general, ya que se puede aplicar a cualquier
equgiién en diferencias lineal, inclusive de coeficientes va
riables. -

Antes de'dgscribir el método, conviene hacer un desarrollo
que se utilizard mds adelante.

Si:
y(k) = u(k)v(k)
entonces:
Ay (k) = p(k)av(k) + v(k)au(k) + Ap(k)av(k)
desarrollando:

Yk + 1) - y(k) = u(k)(vik+1) =v(k)) + (v(k) + Av(k))ap(k)
y(k+ 1) = pk)vik) = u(k)vik+1) = u(k)v(k) + (v(k) +v(k+1)-

= v(k))au(k)

y(k +1) = p(k)v(k + 1) + v(k + 1)8u(k)
y en forma general: -
y(k + n) = u(k)v(k + n) + v(k + n)ap(k) ees (33)

Si se considera una ecuacién lineal en diferencias de segun
do orden no homogénea:

yik + 2) + a(k)y(k + 1) + b(k)y(k) = Q(k) ..o (34)
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la solucién complementaria de esta ecuacidn es:
Ye (k) = Y, (k) + c,y; (k) T ... (35)

donde y, (k) vy y, (k) son dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacibén homogénea asociada a (34), haciendo
ac, yc, variables:

c; = u(k) y c, = v(k)
se forma la funcidn:
y(k) = u(k)y, (k) + vik)y, (k) ... (36)

1a cual se propone como solucidn de la ecuacién (34)

Para determinar las funciones u(k) y v(k), que hacen que
(36) sea solucién de (34), se obtiene y(k + 1) vy y(k + 2)
de (36) y se sustituye en (34).

Considerando la expresidn (33):

y&+1)=|umyﬂk+1y+vOdyUk+1)+y,m+1mum)+yﬂk+1Mvm)

estableciendo arbitrariamente, que:
y, (k + Lyau(k) + yz(k + 1)Av(k) =0 eee (37)
se obtiene:
y(k+1) = u(k)y, (k+1) + v(kly, (k+1)
a partir de la cual:

y(k+2) =uk)y, (k+2) +v(k)y,(k+2) +y, (k +2)Au(k) +y, (k + 2) &v(K)

sustitfiyendo y(k), y(k + 1) y y(k + 2) en (34):
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Cukly,(k+2) + vikly,(k+2) +y, (k+2)8u(k) + y,(k+2)av(k) ] +
+ak) Cu®y,(k+1) + vik)ly,(k+1)] +

+ b(k) Cukly, (k) + v(kly, (k)] = Q(k)

factorizando:
k) Cy,(k +2) +a(kly, (k + 1) + b(kly, (k) ] +
+ v(k)[yz(k+2) + a(k)yz(k-c-l) + l:»(k)y2 (k) :] +yx(k+2)Au(k) +

+ y,(k + 2)av(k) = Q(k)

como y, (k) y y,(k) son soluciones de la ecuacién homogénea
asociada a (34), las expresiones entre paréntesis de la ecua
cién anterior, son igual a cero, por lo tanto, se reduce a:

y,(k + 2)au(k) + y, (k + 2)av(k) = Q(k) ... (38)

Las ecuaciones (37) y (38) forman un sistema de dos ecua-
ciones con dos incdgnitas:

autk)  y  av(k)

en forma matricial:

y,(k + 1)y, (k + 1) Au (k) 0

[}

v, (k +2) y,(k + 2) Av (k) Q (k)

al resolver este sistema se obtiene Au(k) y Av(k), sumando
cada una de estas diferencias se obtienen las funciones <
u(k) y vi(k).

Con las funciones u(k) y v(k), se obtiene la solucién gene
ral de la ecuacién (34):

(k) = yo(k) + yp(k) = c,y;(k) +c,y,(k) + ulkly, (k) + v(K)y, (k)
“Eﬂ general, 1la ecuacidn lineal en diferencias de orden v,
n":
g(E)y(k) = Q(k)
tiene como solucidn complementaria a la funcién:

¥e (k) = c,y, (k) + Caya (k) + ... 4+ cpy (k)

y como solucién particular a la funcién:
yp(k) = i (kK)y, (k) + u,(k)y, (k) + ... + Uy, (k) y, (k)

donde yu, (k), u,(k), ..., up(k), se obtienen de la solucién
del s1stema

ry,(k+ 1) y,(k+1) ... y(k+1) FAp‘(k) 0
Y, (k +2) yz(k+2) eee Yulk+2) Ay, (k) = 0
Y, (k+n) y,(k+n) ... yo(k+n) By, (k) (k)

Ejemplo V.28
Sea la ecuacién:

vyl +2) - 6y(k + 1) + 8y (k) = 8-4%.2K
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la solucibén complementaria es: X . 4k
u(k) = ZAap(k) = EI(-2°4 = - = -
X X u (k) Lau (k) ( ) 214 2 ——
ve (k) = c,°2" + c,°4 K K
v(k) = Iav(k) = L2" = 2
por variacibn de parémetros, se tiene:
k k X
yp (k) = p(k)+2" + vi(k)-4 por lo tanto la solucibn particular es:
k
para determinar Au(k) y av(k), se sustituye y, (k) = 2 k
k . (k) = - 2 A 2K 4 K4k
Yy, (k) = 4™ en el sistema: Yp 3
y,(k+1) y,(k+1) Au (k) 0 - _%_ PLIPA S
vy, k+2) vy, (k +2) Av (k) Q(k)
y la solucibn general es:
obteniéndose:
— — yk) = c1-2k + c2-4k + % gk. ok
2k +1) 4 lk+ 1) B (k) 0
o(k+2)  ,(k+2) Av (k) g.qk. 0k
| N L Ejemplo V.29
resolviendo por Cramer: Sea la ecuacién en diferencias:
0 4.4% (B} - 6E? + 11E - 6)y(k) = 5-2° + k?
k k k k ,k ,k
Au(k) = 8.4k.2 16.411: '32’2k°4k'4 = - 2.4 la solucibén complementaria es:
22 4-4 16274
4.2%  16.4¥ volk) = ¢; + cp+2F + cye3%
2.2k 0 por variacibén de parémetros:
k k_,k k. k. .k
_ 42 8+27+4 _16:274472 k
bvik) = Kk = Kk - 2 yp(k) = uy (k) + u, (k) o2K 4 uy ) 03"

16.2°.4 16+25-4
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donde i1, (k), u, (k) y u,(k) se obtienen a partir de la - _ 5 _21 k? - _5 _ 1 k2
soluciér‘x dei sziguientessistema de ecuaciones: U, (k) Zd 2 2 2k ) 2 L(1) L 2k
_ 5k1(2k2+2k+3)
R R R
1 gk*l o gkl Au, (k) 0 2
K42 K +2 e 5 s KE+2k+3
1 2kt 3kt Buz (k) | = 0 2 2k
1 2k +3 3k+3 Bu, (k) 5-2k + k2
k 2 k kz
1 5.2 + k .5 .2 .1 5 k_
ua k) = & = ( ; 2 oK
k 2
resolviendo esta ecuacidn se obtiene: =2 (-3 2 R S _E_Lll:_*'—l-
_ 1 k 2 k 2
Aux(k)—-1—2—(30'2 + 6°+k?) __ 5 2°_ 1 k2 + k + 1
5 _ 1 _k? S22 gk 4 3*
bug (k) = -5 -5 —x
2 por lo tanto la solucidn particular es:
. x .
1 52 + k
Au, (k) = =— ( ) _ _1_ . k 3 2
3 6 3k yp(k) = 13 (30-27 + 2 k 3k? + k) +
obteniendo la suma correspondiente: 2
+(__g__k+k + 2k + 3 5k,
21E
btk) = £ (30-2%+6ex?) = 35 £2F 4 & ak?
. k 2
5 2 1 k" +k +1 k
=32 Lo+l SR i e Sy )e3
(3) (2)
_ 5 .k, 1 k k : _ k¢ 1 .2 11 11 5 k
“22+2( 3 + 2 ) _T+Tk +—6—'k +T-Tk‘2
- _.;_ PLI _%_ ( 2k® - 31;’ + k) y la solucidén general es:
_ Lk k. k®, k¥, 11k . 11 _ sk-2¥
- le_ (30,2k + 2°k® - 3k%2 + k) y(k) =c, +¢c,°2" + ¢c,*3 t—t 5+ =t T T ——
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o bien:
) 2 k y (k)
yk) = ¢, + (c, - —%; )-2k + c3-3k + _%T + —%r + E%E + %% . .
1 2
2 4
3 7
4 11
V.5 APLICACIONES : :

Problema V.1

. de donde se observa que en general, con k + 1 rectas se
¢En cuintas secciones se puede dividir un plano por me obtienen y(k) + k + 1 secciones, esto es:
dio de rectas no paralelas?

En la figura V.8, se muestra un plano dividido por una, ykk + 1) = y(k) + k + 1
dos y tres rectas no paralelas.

o sea:
yk +1) - y(k) =k + 1

ésta es una ecuacibn en diferencias lineal no homogé-

\ / nea de primer orden, la cual se puede representar co-
mo: .
~ e
| N (E - 1ly(k) =k +1
NG o bien:
\ /N Ay(k) =k + 1
Figura V.8
de donde: y(k) = E(k + 1)
=z + 1)
Representando con y(k) el nimero de secciones y con _ k(z) +k +¢c

"k" el nfmero de rectas, se tiene: = 2
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(o]

k(k = 1) + 2k
2

2 ..
k2 +k o

pero cuando k = 0, y(0) = 1, por lo tanto ¢ = 1

Problema V.2

Por medio de una serie de censos en una poblacibn "y",
se obtuvieron los datos que se muestran en la siquien-
te tabla:

k y(k) en
en afios | millones

0 20

1 30

2 35

3 45

4 50

Tabla v.3

Se desea establecer una expresién matemdtica que permi-
ta determinar la poblacibn para cualquier tiempo:

k=20,12, ...

observando los datos del problema, se tiene que:

y(k+2) - y(k) =15 ; k=0,1,2, ...

esta expresifén es una ecuacidn en diferencias lineal y
no homogénea, cuya solucibn se obtiene a continuacién.

La ecuacibn caracteristica es:

B2 -1=0; B8,=1, B, = - 1

por lo tanto, la solucién complementaria es:
= k
Ye(K) = ¢, + ¢c, (-1) vee
por coeficientes indeterminados se tiene que:

Yp(k) = Ak [P

sustituyendo (c) en (a):

Ak + 2) - Ak = 15
_
A=3

por lo tanto, la solucibn general de (a) es:

1y K 15
y(k) =¢c, +¢c, (-1)7 + 55k cen

Para determinar la solucibén particular del problema,
se utilizan las condiciones:

P(0) =20 y  P(1) = 30

entonces, sustituyendo en (d):

(a)

(b)

(c)

(d)



30 =¢c, - ¢, + %?
de donde:
85 5
¢ =7 Y 2 = T 7

por lo tanto:

Problema V.3

Los nGmeros binarios de un sistema digital se pueden
transmitir a través de una linea. Los pulsos de mag-

nitud V, y V, corresponden a los digitos 0 y 1 respec-
tivamente.

Si el tiempo de transmisibén de V, es de 2 segundos y
el de V, es de 1 segundo; determine de entre cuéntos
nimeros binarios diferentes, se puede seleccionar uno,
para transmitirlo en "t" segundos.

¥n tres segundos se puede transmitir uno de los si-
guientes nGimeros binarios: :

0 1
1 0
1 1 1

o sea, se puede seleccionar uno de entre tres nfimeros
diferentes.

En cuatro segundos:

P B B O O
= = © KB o
R < T

De esta manera se forma la tabla V.4, donde "t es
el tiempo de transmisibén de un nfimero binario y N(t),
la cantidad de nfimeros binarios diferentes, de entre
los cuales se puede seleccionar uno para transmitirlo
en "t" segundos:

N(t)

o

o U e W N P O
@ v w N = O

13

Tabla V.4

181
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asi, en "t" segundos:

N(t + 2) = N(t + 1) + N(t), t=1,2, 3, ..
O sea:
N(t+2) - N(t+1) - N(t) =0 ; t=1,2,3, ... ..

Resolviendo esta ecuacibén en diferencias:

g2 -8-1=0

1 +¢V5

B = —ag— i B=—5—1 B = ———m—

por lo tanto, la solucién general de (a) es:

- 1+ /5 \t 1 -85\t
N(t) = ¢, —_— + Co|——a—

como N(1) = 1 y N(2) = 2, se tiene:
1=C‘(———r—1+ > ) + Cz(-T—-l— ] )
l+|/5 2 1_15"2
2=C:l 3 + C, ———
de donde:
11 + 5 V5 _ 11 -5 V5
c & ——— C;, = —m—————
15 + 7 Y5 15 - 7 /5

con lo cual, la solucibn particular del problema es:

(a)

para t = 1, 2, 3, ...

Problema V.4

Una mesa de billar de lado "a" y cuyas aristas son A,
B, C y D, aparece en la figura V.9. Si est& una bola
en el punto O0(k) del lado AB, y se le da un impulso
tal, que &sta toma una trayectoria que forma un &ngulo
o con respecto al lado AB; la bola golpea luego al la-
do BC, y asi sucesivamente. Se determinari el punto

donde la bola golpea al lado AB después de cada circui
to.

D Q, c

A Ok Ok+t B

Figura V.9
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Sea ay (k) = A0y, de la figura V.9: por variacifén de parimetros:
O(k)B = a -~ B0(k) = a - ay(k) = a(l - y(k))
Yp(k) = p(k) ee. (€)
P(k)B = [0(k)B] tana = a(l - y(k)) tana
sustituyendo (c) en (a):

P(k)C =a - P(k)B = a - a(l - y(k)) tana
Q(k)C=P(k)C tan (90°- a) = P(k)C cota= [a=-a (1-y(k))tana_Jcota = u(k + 1) - u(k) = 2 (cota - 1)

= a cota ~ a(l - y(k)) Au(k) = 2 (cota =~ 1)
Q(k)D=a-Q(k)C=a- [acota-a(l-y(k)]=a(l-cota)+all-y(k)) u(k) = ZAu(k) = £ 2(cota - 1)

R(k)D=Q(k)D tana=a(tana - 1) + a{l - y(k)) tana 2(cota - 1) (1)

R(k)A = a - R(kK)D = a(2 - tana) - a(l - y(k)) tana 2k (cota - 1)

A0(k + 1) =R(k)A tan (90°-a) = [R(k)A] cota=a(2cota~-1) -a(l-y(k)) =

=ay(k+ 1)
por lo tanto, la solucidn general de (a) es:

despejando y(k +1) de esta iltima ecuaciSn:
y(k) = yo(k) + yp(k) = ¢, + 2k (cota - 1)

k +1) = (2 cota - 1) - (1 ~ k
y( ) ( ) ( ‘ y(k)) para determinar el valor de ¢, , si k = 0:
= 2 cota - 2 + y(k)
y(0) = ¢, + 2(0) (cota - 1)
o sea:
de donde:
y(k + 1) - y(k) = 2(cota - 1) eee (a)
c, = y(0)
ésta es una ecuacibn en diferencias lineal no homogé-

nea de primer orden. Resolviéndola:
por lo tanto:

k
Yok} = ¢y (1)" =c, ee (b) y(k) = y(0)+2k (cota - 1)



184

que sustituyendo en:
ay(k) = A0(k)

representa la solucién del problema:

Problema V.5

En el siguiente circuito eléctrico, se tiene entre
las terminales a - b, una tensifn Vg = A cos wt. Se
desea conocer la tensién en cada uno de los nodos del
circuito si ¢; = 2¢,.

Cy S v © v G oy 6 [ ()
a I N k-l—j-. 1—_‘!_. kel — SO | ——
circuito h o ke
X v Ik
s ::(:2 ::C:2 .=¢.:2 ~|7Cz =C2 +=C2 =C,
5 .
Figura V.10
Efectuando la suma de corrientes en el nodo "k":
i(k + 1) = i(k) - i(k) ... (a)
considerando que la tensién en el nodo "k" es:
V(k) = V(k) cos wt ees (b)

se tiene que:

itk) = c, dVék)
= ¢c,wV(k) sen wt «oe (€)
ik) =c; & [vik - 1) - v ]

-c,w(V(k-1) -V(k)) sen wt ceo (d)

i(tk+1)

erfy CV) - vik + 1) ]|

==-cw[V(k) -V(k+1)] senwt ... (e)

sustituyendo (c), (d) y (e) en (a):

-clwtv(k) -V(k+1) ] senwt =-c,w[ V(k-1) - V(k) ] sen wt +

+ cy wV (k) sen wt

de donde:

c,[Vik+1) - 2v(k) + V(k-1)]] - c,V(k) =0

V(k+1)-(2+g—f)V(k)+vu<-1)=o

como ¢, = 2 ¢;:

Vi + 1) - 4v(k) + V(k = 1) = 0



o bien:

Vik + 2) - 4V(k + 1) + V(k) =0 ees (£)

ésta es una ecuacidn en diferencias lineal y homogénea.
Su ecuacién caracteristica es:

B2 - 48 + 1 =0

las raices son:
B =2 V3
por lo tanto, la solucibén de (f) es:

Vi) =c, 2+7/T)8 &+ o, 2-vTF (@

Para k = 0; V, = A, por lo tanto (f) queda:

V, -4V, + A =0 «e. (h)

y en el Gltimo nodo, cuando k = n, V, = 0, por lo tan-
to (f) gqueda:

0 -4V _, +V,_,=0 cee (1)

1 n-2

sustituyendo (g) en (h) cuando k = 2 y
C1(2+V 3 )2+ c,(2-VT )2 - 4 c;(2+/T ) +

+c,(2-V3 )] +Aa=0 cee ()

sustituyendo (g) en (i) cuando k =n -1y k =n - 2:
4l 2+/3) "  h gy 2= /TP
+ 2+ T )M 23T =0 cee (k)

la solucibn del sistema de ecuaciones (j) y (k) es:

¢, = -A 2 - /37

! (2+/3 )R - (2-/3 )N
n

c, = (2 + /3 )

(2 +/ 30 - (2-/3)N

por lo tanto, la amplitud de la tensién en un nodo "k"
es:

_ (2-/3 )" k
Vik) = - A e (2+/3)" +
n
R f2*/3) 2-/T)k

(2+73)0=-(2-/3)0

donde "n" es el nfimero total de nodos.

185
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CAPITULO VI SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

VI.1 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden, es
un conjunto de estas ecuaciones que presentan la siguiente
forma:

X (k+1) = £, [x,(k), x(k), «0ey x (k), k]
X, (k+1) = £, (k), x,(k), o0y x (k), k] 1
xa(k+1) = £ [x, (k)y x, (k) «uey x (k), k7]

Ejemplo VI.1

Las ecuaciones:

x(k + 1) 2x (k) - x(k)y(k)

yk + 1) = (k + Dx(k) - y(k) + 25

constituyen un sistema de ecuaciones en diferencias de
primer orden, en el cual aparece un producto entre las
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variables dependientes x(k) y y(k), ademds uno de los
coeficientes es variable, por lo tanto, este sistema
es no lineal y de coeficientes variables.

VI.l.1 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON

COEFICIENTES CONSTANTES

Las funciones £,, £,, ..., f5 que aparecen en la represen
tacién del sistema de ecuaciones en diferencias dada en el
inciso anterior, pueden ser lineales o no lineales. Al
igual que para las ecuaciones diferenciales, los métodos
analiticos de resolucidén de ecuaciones en diferencias no
lineales son mis complicados y carecen de generalidad; es-
to es, los métodos analiticos se desarrollan solamente pa-
ra determinado tipo de ecuaciones no lineales.

En cambio, los sistemas 11nea1es aceptan una teoria gene-
ral para su resolucidn, de aqui la conveniencia de estable
cer a continuacifén la forma general que presentan estos sis

temas:
x,(k+1) = a, x, (k) +a,,x, (k) + ... +a x (k) +Db (k)
X, (k+1) = a,,x, (k) + a,,x,(k) + ... + a, x (k) + b, (k)

. cee (2)
x,(k+1) = ay,;x, (k) + ap,x, (k) + ... + apax, (k) + by(k)

.

donde los coeficientes aij pueden ser funciones de “"k".
En esta representacién:

son constantes, el siste

A) Si todos los coeficientes aij
ma se llama de coeficientes constantes.

B) Si por lo menos algin término b, (k) no es cero, el sis
tema se llama no homogéneo.

C) Sib;(k) =Db,(k) = ... = bn(k) = 0, el sistema se lla-
ma homogéneo.

Por lo tanto, un sistema lineal de ecuaciones en diferen-
cias de primer orden y con coeficientes constantes, se re-
presenta en la forma matricial:

X(k + 1) = ax (k) + b(k) eee (3)
donde:
xj(k+1) X, k) a5, @y, +ee 3y b, (k)
X, k+1) X, (k) 81 @2 +-» yp b, (k)
Xk+1) =| . s T T Y
xn(k+1) %, (k) any &y, +e- 3 b, (k)

Ejemplo VI.2

El siguiente sistema es lineal y de coeficientes cons

tantes:
x(k + 1) = x(k) - 22(k) - 1
y(kk + 1) = 2x(k) + y(k) - z(k)
z(k + 1) = x(k) - 3y(k) + 2k

la representacibén matricial correspondiente es:

x(k + 1) 1 0 -2 x (k) -1
yik + 1) =2 1 -1 yx) [ +| o
z(k + 1) 1-3 0 z (k) 2k




VI.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS DE ORDEN
"n" EN UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior se han estudiado métodos para re-
solver ecuaciones lineales en diferencias, resulta conve-
niente en la teoria de sistemas, representar a una ecuacién

de este tipo por medio de un sistema de ecuaciones de pri
mer orden. El procedimiento para lograr esta representa-
cibén se describe a continuacién.

Sea la ecuacidn en diferencias lineal de orden "n":

ykk+n) + a;ylk+n=-1) + ... + an_‘y(k+1) + any(k) = Q(k) (4)

cambiando la variable y(k) por x,(k):
y(k) = x, (k)
entonces:

vyl + 1) = x, (k + 1)

a la que se puede llamar x,(k), esto es:
yk +1) = x;(k + 1) = x, (k)

continuando los cambios de variable como hasta ahora, se

tiene:
yk + 2) = x,(k + 1) = x,(k)
y(k + 3) = x,(k + 1) = x, (k)
y(k + n ~ 1) = xn_‘(k + 1) = xn(k)

y(k +n) = x,(k + 1)
despejando y(k + n) de la ecuacidn (4):

yk+n) = - ax (k) - a_ x (k) - ... - ax (k) +Q(k)

n-
por lo tanto:

yk+n) = x (k+1) = - ax, (k) - a _ %k -...-a;x (k) +Q(k)

n

de lo anterior se tiene:

x,(k + 1) = x, (k)
x,(k + 1) = x,(k)
x,(k + 1) = x, (k)

. .

Xp, U6+ 1) = x (k)

Xk +1) == a x, (k) —a _ x,(k) =... = a;x (k) + 0Q(k)

que es un sistema de "n" ecuaciones en diferencias lineales
de primer orden, el cual se representari en la forma matri-
cial:

X(k + 1) = AX(k) + b(k)
donde:
0 1 0 .. 0 0
0 o 1 e. B 0
A=l 0 o0 0 ee. 0 ; bk) =| o0
-a  -a, ., o-a ., ... -a, Q(k)

189
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Ejemplo VI.3

Se desea representar la siguiente ecuacién por medio
de un sistema de ecuaciones en diferencias de primer

orden:

k

y(k + 3) - 6y(k + 2) + 1ly(k + 1) - 6y(k) = 5:2° + k2

se realizan los siguientes cambios de variable:

y(k) = x, (k)
y(k + 1) = x,(k + 1) = x, (k)
y(k + 2) = x,(k + 1) = x,(k)

de la ecuacibn en diferencias (a):

(a)

(b)

(c)

ylk + 3) = 6y(k) - 1ly(k + 1) + 6y(k + 2) + 5-25 4 k2
= 6x, (k) - 1lx, (k) + 6x,(k) + 5:2K 4 k2
por lo tanto:
yO+3) = x,(k+1) = 6x, (k) - 11x, (k) + 6x, (k) +5+25 + k2 @)

de las ecuaciones (b),
ma:

x, (k + 1) = x, (k)
X, (k + 1) = x,(k)
X3k + 1) = 6x, (k) - 11x,(k) + 6x,(k) + 52

}

{c) y (d), se obtiene el siste-

T+ k?

que en forma matricial se representa:

%X, (k +1) o 1 o

x, (k) 0
x,(k+1) [={ 0 o 1 x,(x) | +| o
x4 Uk + 1) 6 -11 6 %, (k) 5.2 4 k2

VIi.3 RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN DI-
FERENCIAS CON COEFICIENTES CONSTANTES

La solucidén general de un sistema de ecuaciones en dife-
rencias lineal:

X(k + 1) = AX(k) + b(k)

se obtiene sumando la solucién general X (k) del sistema ho-
mogéneo asociado con una solucidn particular xp(k) del siste
ma, esto es:

X(k) = %o (k) + %p (k)

Xo (k) se llama solucién complementaria o solucién homogé-
nea, y xp(k) se llama solucidn particular.

Ejemplo VI.4

El siguiente sistema de ecuaciones:

x(k + 1) 2x (k) + y(k)

(a)

y(k + 1) = x(k) + 2y(k) + 1



191

tiene por solucibn complementaria: para k = 2:
x(k) =¢,°3" + ¢, ) x(3) = ax(2) = AA%X(0) = A’X(0)
y(k) = c,-3k - c, . . . .
donde c, y c, son constantes arbitrarias, y por solu- X(k) = AX(k - 1) = AA*"E(O) = Aki(O)

cibn particular.:

la solucidn x(k) del sistema (5) es:
x (k)

1}

1
—_ -2k - 1)

4 N (3]
1

4

+ 2k - 1)

%(k) = a¥%(0)

y (k)

donde Ak es la k-ésima potencia de la matriz A, y x(0) es el
vector de condiciones iniciales.

por lo tanto, la solucidn general del sistema (a) es:

= c.-3K 1 3k - -
x (k) = c, 3k +c, + i (3k 2k - 1) . (@)
(k) =¢,*3" - ¢c, + =— (37 + 2k - 1)
Y ' 24 VI.3.2 CALCULO DE AX
La ecuacidn caracteristica £(A) = 0 de la matriz A de or-
den nxn es:
n n-1 _
VI.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS AT 4+ aX +...+a _A+ta =0 ee. (6)
Sea el sistema homogéneo: por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que:
X(k + 1) = Ax(k) eeo (5) n n-1
A"+ a,A"  + ...+ an-lA + anI =0 eee (7)
para k = 0:
x(1) = ax(0)
despejando aPl:
para k = 1:
- n _ _ _ _ _ n-1
X(2) = AX(1) = AAX(0) = A?X(0) Al=-al-a _ |A-...-aA
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ecuacidn que se puede representar también de la siguiente

forma:

"= p,I+bA+ ... + b _ an? .ee

. (8)

>
1

donde:

- a

b°= n’ b1="'a

ney ¢ eer b

multiplicando la ecuacidén (8) por A:

A" - A" = A(b,I +bA+ ... + bn_‘An")
= 2 n
=bA + bjA* + ... +Db A
- 2 n-1
=DbyA + bA" + ... +b _,(bI+DbA+...+b A" ")
= n-1
=cgI +c,A + ... + cn_lA
multiplicando nuevamente por A:
n+2 n+1 n-1
A = AA = AlcyI + c,A + ... + cn_lA )
= 2 n
=cyd+cA? + ... +c A

= CoA + C,A% + ... + o, (boI + b‘A-+...-+bn_xAn")
n-1
+d _ A

4,I +d,A + ...

en general:

k

A (9)

B,I + B,A + B,A?

donde:

Bol 811 Basr eees Bn—l

son coeficientes.

Andlogamente, despejando AP de 1a ecuacién 6):

AM=-ca -a A -...-aan!

n n-i 1

que se puede representar como:

An-?

n
A" =by +b A+ ... +b

multiplicando por A:

A!H' 1 n

= AX

Aby + byA + ...

= byA + b;A% + ...

byA + b;A?

.

co + A +

+ ..

+ bn_l(bo + bA +...4+ b _,A

An-?

«se t+ C

A2 o ™ Ay + oA + .. + o AP

[}}

cor + cxxz + .0 + €

-1
+ ... + ¢ n

n )

Cor + c;A? -fbg #byd + ol + b2

1

n-1
cee +d A

a, +d,A +

y en general:

An- 1

oot B _ (10)



donde los coeficientes B; son respectivamente, los mismos
que los de la ecuacidn f

Para las raices i; de la ecuacidn caracteristica (6) se tie
ne:

k _ 2 n-1
Aj = Bo+Badg + ezxi + ... + Bn—lli ees (11)

CASO A. RAICES DIFERENTES

Si las "n" raices de la ecuacién caracteristica son dife-
rentes, entonces se sustituye cada una de ellas en la ecua
cidn (11) y se obtiene un sistema de "n" ecuaciones con
"n* incdgnitas:

XY =8, + B, + BAZ 4 L+ 8 AT

N = Bg * Byh, + B AR+ ...+ A0 cee (12)
k _ n-1

Ay = By ¥ ByA, 4 B;A2 n oo B AL

las "n" funciones B8,, B,, B,y ... B,-,» obtenidas como so-

lucidén de este sistema, se sustituyen en la ecuacién (9) pa-
ra determinar la matriz ak,

Ejemplo VI.S

Sea el siguiente sistema:

x(k + 1) = 3x(k) - 2y(k) ; x(0)
vk + 1) x (k) ; y (0}

"
[

[t}
o
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la matriz de coeficientes es:

la ecuacibn caracteristica de A es:

A2 =32 +2=0

o
1
>
-
]
]

las raices son:

sustituyendo cada una de estas raices en la ecuacibn
(11) con n = 2:

A =8, Bidy
se tiene, para A, = 1l:

1% =8, + 8,

1 =8, + 8, oo (a)
para A, = 2:

2K = g, + 28, e (b)
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resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtie

ne:

Bo =2 -2 y 8, = 2* -

la ecuacién (9) con n = 2, queda:

A¥ = 8,1+ 8,A

sustituyendo los valores de B, y 8;:

- 1)

y como la solucibn del sistema homogéneo es de la for-

ma:

Z(k) = a¥%(0)

se tiene:
x (k) 2.2 -1 2 - 2.2k 1
y (k) X -3 2 - 2K 0
2.2% - 3
2* o
CASO B. RAICES REPETIDAS

Si la ecuacifn caracteristica de la matriz A, tiene "m"
raices iguales A; = X, = ... = AR, Y las restantes
Am+|' Am+2, ceey An diferentes, entonces el sistema de ecua

ciones (12), estid formado por n - m + 2, ecuaciones lineal-
mente independientes con "n" incbgnitas, o sea, mis incégni
tas que ecuaciones. En este caso, con las n - m + 1 raices
diferentes, se establecen n - m + 1 ecuaciones, ya que:

f(Ai) =0, i=m, m+ 1, m+ 2, e,

y otras m - 1 ecuaciones, se forman derivando la ecuacién

[QRDE

x
A{ = Bo + B+ ... 48

n-1
n-xxi

con respecto a A;, m - 1 veces:
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la ecuacibn caracteristica de A es:
df ()\) = 0
a A A 3 A 1
-
|a - Ax| = =A2-4rx+4=0
d?f (1) =0 ' 1 1-2
—ar -
A= Aj
. las raices son:
. ' AI = Az = 2
- sustituyendo A, = 2 en:
a™ e (a) - o y ,
axm! X
A=y A{ = Bg + Byhg cee (@)
para Aj = A F A S oL. = Am. se tiene:
De esta manera se tiene un total de (n-m+1)+ (m-1) = n 2k = B, + 28, ese (b)

ecuaciones con "n" incdgnitas.
derivando la ecuacidn (a) con respecto a Aj:

k-1

Ejemplo VI.6 kx;j =8,
Para determinar la solucibén del siguiente sistema:
y para A, = 2:
x(k + 1) = 3x(k) - y(k) ; x(0) =1
k2%"' = g ()
ylk + 1) = x(k) + y(k) ; y(0) =1 1 oo

. X la solucibn de (b) y (c) es:
primero se obtiene la matriz de coeficientes:

- ok .ok _ k-1
3 -1 By = 27 - k°2" , B, = k-2

A= sustituyendo B, y B; en:
1 1 k
AT = B,I + B,A
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se obtiene:

1 0 3 -1
Ak = (2K - k2K + (k-2K7Y
0 1 11
2X - k2K 4 ax.2k? -k 2k
a* =
x.2k"? 2% - k2K 4 g2k
finalmente:
2K _xe2K 4 3.2k - ko2K!
%(k) = a*%(0) =
ke2K"? 2% _ ke 2K p g ok?
2% 4 x.2K
Y

Ejemplo VI.7

Dado el siguiente sistema:

X, (k+1) = 3x, (k) + x,(k) - x35(k) ; x,(0) =
x,(k+1) = 2%, (k) + 2x, (k) - x,(k) ; x, (0) =
xg(k+1) = 2x, (k) + 2x, (k) ; x,(0) =

la matriz de coeficientes constantes es:

ERE

-1
A= 2 2 -1
2 2 0

y su ecuacibn caracteristica es:

|a -] =% -522 +8-4=0

las raices son A, =1, X, = A, = 2,
Como el sistema es de tres ecuaciones con tres incég-
nitas:

2K =g, + B, + 8,22

i 0 144 2%4 s
para A, = 1:

l1=28, +8, +8, oo
para A, = 2:

X .

2" = B, + 28, + 48, ces

(a)

(b)

(c)



como A, = Ay, Se deriva

k-1

la expresibn

(a)

kKT =8, + 28,0
y para A, = 2:
ke2%"! = g, + 48,
resolviendo el sistema de ecuaciones (b)
1 101
2k 2 4
8y k2Kt 1 4 4 - 3:2% 4 ok.2k7!
1 11 1
1 2 4
0 1 4
101 1
1 2K 4
k=1
N Y O ki W 1T W
B, = T = T =
11 1
1 2 2%
o 1 g2k 14+ ke2kt kK
B, T T =

¢ (€), (d):

=4 - 3.2%

4.2% - 3k.2

.o

k-1

(@)

+ 2k-2

k-1

4
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sustituyendo 8,, B, y B, en:

a¥ = B,I + B,A + B,A2

se tiene:
100 31-1
ke g-3K+ 222 o1 0| +@F-omE'ogy |22-1]+
00 1 22 0
9 3 -4
+ L+ k252K 8 4 -g
10 6 -4
1+ k2K X 1 - g2k
aK =] k.2k 2 - ko 2K!
2+ (2k - 202K  2KFY _ o (1 - ky.2k
0
finalmente, como: x(0) =| 1
0
2k -
x(k) = a%g(0) = | 2%
2k+1 -2
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VI.3.3 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Para resolver matricialmente un sistema lineal de ecuacio
nes en diferencias, se puede partir de la matriz de coefi-
cientes A y con ella calcular la matriz aK. De esta mane-
ra la solucibn complementaria del sistema se obtiene multi
plicando ak por un vector de elementos constantes, y la so
lucidn particular es la suma de convolucidn de ak con el ~
vector de términos independientes del sistema.

Sea el sistema no homogéneo:

X(k + 1) = Ax(k) + b(k) ee. (13)
para k = Oz
X(1) = AX(0) + b(0)
para k = 1:
X(2) = Ax{1l) + b(1)
= A(AX(0) + b(0)) + b(1)
= A?2X(0) + Ab(0) + b(1)
para k = 2:

X(3) = aX(2) + b(2)
= A[A2x(0) + Ab(0) + b(1) T + b(2)

X(3) = A%%(0) + a?b(0) + Ab(1) + b(2)

k-1 —
%(k) = akg(o) + AT B ee. (14)

z
r=0

La expresién (14) representa la solucidn general del sis-
temaklineal no homogéneo (13), y estd formada por la suma
de 2*X%(0), que es la solucidn del sistema homogéneo asocia

k-1
do a (13), con el término Ak ! 5 (r) que es una solu-

r==0
cién particular de (13). Ademds, la sumatoria:

k-1 _ oy = o -
t aKTH(ey = aKT'B(0) + AKTPE (1) + K
r=o :

YB(2) 4 ...+
+2b(k-2) + Ib(k ~1)

se puede expresar de la siguiente forma:

k-1 _ - k-3 —
 alb(k-1-4) = Ib(k-1) +Ab(k=2) +... +A% ' B(2) +

j=o

k=2 £ 1y+ 2K B(0)

+ A

por lo tanto:

k-1 k-1

T = ak%50) + £ AX T H(r) = AMR(0) + r2=°AjE(k -1-3)

r=oe

Como A es una matriz de orden nxn y b un vector de orden
nx1l, el producto: :

A T B ()

es un vector de orden nx 1, y la suma definida de éste:

k-1
r ak! To(r)
x=0

se define como la suma, desde x = 0 hasta k -~ 1, de cada
uno de sus elementos.



Ejemplo VI.S8

Se desea determinar la solucibn del siguiente sistema
de ecuaciones:

x(k + 1) = 2x(k) + y(k) ;  x(0) = - +
y(k + 1) = x(k) + 2y(k) + k ; y(0) = 0
la matriz de coeficientes es:
2 1
A=
1 2
y su ecuacibn caracteristica:
jla - A1l =22 -4rx+3=0
las raices son A; =1, A, = 3.
Sustituyendo A, y A, en la expresidn:
k _
A{ = By + B,Ai
se tiene:
1=B°+B‘ * e (a)
3* =g, + 38, eee (B)
la solucidén de (a) y (b) es:
1 k
Bo=5 (3-3% 5 g =3 (3.1

por lo tanto:

Multiplicando Ak

R
=5 (3

k-1

a%%(0) = ak
Ahora:
k-1
T Ak-l
r=o

_ - P k
*b(r) = jll:oAJb(k-l-j) =

1 k-1
7 L
J—

- 3k) +

r .
(37 - 1 (k-1-9)

G+ Dk-1-9)

- 1 - 3k
3 3
= L
- 8

0 - 3k
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2 1
1 k
5 (3" - 1)
1 2
-1
+ 1
3941 39 0
1
2
391 3341 | | k-1-y
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[ k-1 ] finalmente:
z Cxk-13-1) -35.33 + 37
J= — —_ — —
21 -3¥ - -2kt + ¥ -1
- ke k2 1 1
- Y 0 > = - - 2 = +
L, Co-neden - 505 - 5] 0 = AxO) + & Abk-1-9) =5 T
-F 4 2:k? - 4k + 3 - 1
- - 1 2 1
B k-1 k-1 . k-1 T &+
k-1t (3¥-1 -z 333+ & 3
j =0 j=¢ j=o =
1
=5 3w -x
k-1 . k-1 j k-1
k-1) £ (37+1) - % 3§30 - £ 3 - -
L =0 J=e i=
i k— [ . k— 2 k VI.3.4 RESOLUCION DE SISTEMAS POR MEDIO DEL OPERADOR CO
- _1_. j_ - i. 3 j_3 J | - l H@hL -
k-1) | (53 j)lo (233 T:<1)°+-L2-2'-o RRIMIENTO “E°
. - L. -
=i
2 B k- B k- 2.k Otro procedimiento para resolver un sistema de "n" ecua-
&k-1) (1 3j+.) I - (1 j'Bj- 3 3j) _ i -7 I ciones en diferencias con "n" variables dependientes, es
Z I e z T ° ° eliminar n - 1 variables para formar una ecuacién en dife
| i rencias con una sola variable dependiente. En sistemas
- - lineales, esta eliminacidn se simplifica si se represen-
L - tan las ecuaciones con el operador corrimiento E.
- 2:k% + 3k -1 Considérese un sistema lineal de dos ecuaciones en diferen
cias:
=1
8 x(k + 1) = ax(k) + by(k) + £(k)
2:k? - 4k + 35 - 1 eee (15)
yk + 1) = ecx(k) + dy(k) + g(k)




representando el

Ex (k)
Ey (k)

ax (k) + by(k) + f(k)

cx (k) + dy(k) + g(k)

0 sea: _
(E - a)x(k) - by(k) = £(k)

- cx(k) + (E - AQ)y(k) = g(k)

resolviendo el sistema por la regla de Cramer:

£ (k) - b

_ gkk) E-4d

x (k) = E - a - b

-c¢c E - d|

de donde:
E-a - b f (k) - b
x(k) =

- c E-d g (k) E-4

CE-al(E-4a -b] xk) =
agrupando términos:

CE® - (a+d)E + (ad-bc’] x(k) = £(k+1) - df (k) + bg (k)

sistema con el operador corrimiento:
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para y(k):

E - a £ (k)
yl) = ———¢ g
E - a - b
- c E~-d
de donde:
E-a - b E - a £ (k)
y(k) =
- ¢ E~A4 -c g (k)

CE? - (a+ @E + (ad - be) Jy(k) = (E - a)g(k) + cf(k)

gk +1) - ag(k) +cf (k) (17)

Las ecuaciones (16) y (17), son ecuaciones lineales en di
ferencias, cada una de las cuales tiene una sola variable
dependiente, y su solucibn se obtiene por los métodos estu
diados en el capitulo anterior. Este procedimiento de re-
solucidn se puede aplicar a un sistema lineal de "n" ecua-
ciones en diferencias de la forma:

x(k + 1) = Ax(k)

(E -~ d)f(k) + bg(k)

Ejemplo VI.9

Para determinar la solucifn del siguiente sistema de

(16) ecuaciones:
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x(k + 1) = 2x(k) + y(k) ; x(0) = - 3+ - E -2 -1 E-2 0
yk + 1) = x(k) +2y(k) +k ;  y(0) =0 yk) =
' -1 E-2 -1 x
el sistema se puede representar:
(E* - 4E + 3)y(k) = (E - 2)k
- - k) =0
(E - 2)x(k) y (k) ok 41 - 2k
- + (E - 2)y(k) =k
x (k) ( )y (k) .1 -k
resolviendo para x (k): la solucibn general es: ,
k 1 2 1
(k) =c, +c, «3" + = k? - k ees (C)
E - 2 -1 0 -1 o T 4 7
x(k) = .
- sustituyendo x(k) y y(k) en la primera ecuacidn del
-1 E -2 T k E -2 sistema original (a):
o+ oL k1?2, + ¢y -t k) + oy 4,0 4 +x -1k
Ce-2)2 - 1]x(k) =k
(E2 - 4E + 3)x(k) = k de donde:
la solucibn complementaria de esta ecuacibn en diferen c, - % = 2c, + ¢y ; Cg =-¢ - -—i‘—
cias es:
k 3¢, = 2¢;, + Cy Cy = C»

xc(k) = cl + 02'3

por lo tanto:

Y la solucibn particular es: 1
ylk) = (¢ - ) +e..3*+ Fx2 -1k .. q@

-1 2
xp(k) = T k

las funciones (b) y (d) son la solucibn general del sis
por lo tanto, la solucibn general es: tema de ecuaciones (a). -

N | . )
x(k) = ¢, + <:2-3k - k2 eee (D) Como x(0) = 3 ' Se tiene de (b):

&l

) 1
Para y(k): -3 =¢ te; ees (€)



y como y(0) = 0, se tiene de (d):

():-(';l—%+c2 cee

resolviendo las ecuaciones (e) y (f):

c, =0 ; c, = --%—
por lo tanto:
- .1 _ 1 .2
x(k) = 7 T k
yk) = 4 k2 - 2k

es la solucibn del sistema que satisface las condicio-
nes iniciales dadas.

VI.4 APLICACIONES

Problema VI.1

En el afio de 1980, la poblacién del pais M, era de 10
millones de habitantes,. mientras que la poblacién de
la ciudad N de dicho pais, era de un millén de habitan
tes. El incremento anual de la poblacibn es de 1 8.
Si cada afio, un 2 $ de la poblacibn del afio anterior
de la ciudad N sale de &sta, y un 4 % de la poblacién
que el afio anterior vivia en provincia, se traslada a
la ciudad N. Determinar la poblacibn que tendr& la
ciudad N en el ano de 1990,

El modelo matemitico del problema se establece de la
siguiente manera:

Si se representa con x(k) a la poblacibén de la ciudad N
y con y(k) a la poblacién del pais M, que no viven en la
ciudad N, se tiene que:

x(k+1) = 1.01 [(1- 0.02)x(k) + 0.04y(k) 7] @)
see (A

y(k+1) = 1.01 {T0.02x(k) + (1-0.04)y(k)]

x(0) = 10°¢ y(0) = 9 x 10°

en forma matricial:

x(k + 1) 0.9898 0.0404 x (k)

y(k + 1) 0.0202 0.9696 y (k)

la ecuacibn caracteristica de la matriz A de coeficien
tes es: -

0.9898 - X 0.0404

|a-Az] = A% - 1,9594) + 0.958894

0.0202 0.9696 -

las raices son:

A, = 1.01 A, = 0.9494

para i, = 1.01

(1.on* = g, + 1.01 8, RN
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para A, = 0.9494

(0.9494)% = B, + 0.9494 g, vee (0)

la solucibén de las ecuaciones (b) y (c) es:

Bo

5 - (1.00* - (0.9490)"
! 0.0606

calculando Ak:
1 0 0.9898 0.0404
Ak = B, + B,
0 1 . 0.0202 0.9696

2 k 1 k
= (1.01)™ + 3 (0.9494)

1 on¥ - L (0.9a90)*

w|w

W

(100 - R [(1.01)k - (0.9494)"]

(1.on* - -§- (0.9494)%

(on* + 2 (0.9494)%

3

% (k) =2K%(0) =

como se ha establecido, para 1980:

x(0) = 10°% , y(0) = 9 x 10°

entonces, para 1990:

x (10) 3.993 x 10°

x(10) = =
y (10) 7.053 x 10°

por lo tanto la ciudad N tendré en 1990, 3.993 x 10°
habitantes.

Problema VI.2

Sean A y B dos bolas de igual masa "m", sobre una me
sa de billar perfectamente lisa y cuyos lados no son
elésticos. Las bolas esté@n colocadas de tal manera
que la recta que pasa por su centro es perpendicular
a uno de los lados de la mesa. En t = 0, se da un im
pulso a la bola A para que golpee a B y se establezca
un choque central directo. Se desea obtener la velo-
cidad de cada bola antes de cada ‘choque.

[ ' 6
20 x 10° (1.01)k - ﬂ_’s‘i. ((),9494)k

6 1
20 2100 (30K + 2L X0 (o,0000F




Se denota. con p(K) y v(k) la velocidad de las bolas A
y B respectivamente, antes del k-&simo impacto. Enton-
ces por la conservacién de la cantidad de movimiento:

mp(k) + mv(k) = mp(k + 1) - mv(k + 1) ees (Q)
ademis, con el coeficiente de restitucibn €:

plk + 1) + vk + 1) = - €(uk) - vk)) ees (b)

las ecuaciones (a) y (b) se pueden expresar también de
la siguiente forma:

w(k + 1) = 5 (1 -€utk) + F (1 +E)vik)
1 1 cee ()
vik + 1) = - 5 (1 +E)uk) - F 1 -€)vik)

con las condiciones iniciales:

u(0) = a v(0) = 0

el sistema de ecuaciones (c) se puede representar ma-
tricialmente, donde la matriz de coeficientes es:
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la ecuacibn caracteristica de A es:

|A-2A1] =22 +€ =0 ; A, = /€L , A, = - VEi

para A\, = /€i

wenk=8,+vC 8, i

(/Ceis 3% = 8, + V€8, 1

X a1
€ ? cis—kzl) B, + €2 B, i

k A
z kn . ko 2
€ (cos —-+ isen =) =B, +€ B, 2
donde:
X
By =€ ? cos JgL
k=1
2 km

B, =€ sen —-

calculando Ak:
— — - 1 -
1 0 T(I'C) —2—(1+C)
a¥ =B, + B,
1 1
0 1 --5-(14:6) —2-(1-6)




206

Fk k-1 k-1

z k i

cos-zi-i-%(l-c)(: 2 s.en%11 -21-(1+€)ez
k-1 X

- -%— (1 +€)E 2 sen ]% € cos 1523
finalmente:
— - S - k k-1

u (k) a ac? cosl-?—+—g— (1 --C)C2 sen]%

= Ak
k-3
v(k) 0 —-3‘—(1 +€) € 2'.P.enkz—Tr

-

-

1 Tz

km
sen =
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CAPITULO VII. TRANSFORMADA GEOMETRICA

VII.1 DEFINICION DE TRANSFORMADA GEOMETRICA

En el capitulo III se estudidé la transformada de Laplace co
mo una transformacién lineal, que al aplicarse a una funcién
continua f£(t), se obtiene como imagen una funcién compleja
F(s). Upa de las ventajas que ofrece esta transformada se ha
pgeito de manifiesto en la resolucidén de ecuaciones diferen-
ciales.

La transformada geométrica es una transformacibén que al apli
carse a una funcién discreta f£(k) se obtiene como imagen una
funcién compleja F(z).

La transformada geométrica es un operador de gran utilidad
en matemiticas aplicadas. En este capitulo se aplicard en
la resolucidn de ecuaciones en diferencias.

NOTA: En la mayoria de la bibliografia, la transforma
da geométrica se estudia bajo el nombre de funcibn ge-
neratriz. Sin embargo, dado que la funcién generatriz
es una transformacién que al desarrollarse adopta la
forma de una serie geométrica, en este capfitulo se tra
bajar8 con el nombre de transformada geométrica.

Definicibén: La transformada geométrica de una fun-
cibén discreta £(k); k=0, 1, 2, 3, ..., se representa
por Z{ f(k) }, o bien por F(z) y se define como la su-
ma desde k = 0 hasta k + » de los productos £ (k) + 2%,
donde "z" es una variable compleja, esto es:

ZLE) )} = £ £(k) 2K e (1)
k=0 *
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De la definicién anterior se observa que la transformada 2 k } = ; k_k
geométrica de una funcién discreta f£(k) es la serie: a = k=oa z
<« -
FLE(R) ) = £(0)2° + £(1)z + £(2)2% + ... = 1 (an¥
k=0
En el presente capitulo se abreviard transformada geométri- © k-1

= ¥ (az)

k=1

ca por T.G.

Esta es una serie geométrica, y como se sabe es convergen
te si |az|< 1, y en consecuencia su suma es S = T_%_EE .
Ejemplo VII.1 En el caso en que |az|> 1 la serie es divergente.

La transformada geométrica de la funcibn:

f(k) = a H k=0,1,2,3,... Por lo tanto:

es:
1
-]
2{a¥} = £ a¥2® =1 +az+a?z?+ ... 1-az ? laz|< 1
k=0 o
-Z-{ak}= z akzk =
k=0
divergente: laz|> 1
la funcidn F(z) = ifé—zf es la que se conoce como T.G. de
VII.1.1 CONVERGENCIA DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA 1a funcién ak'
De 1la desigualdad |az|< 1 se tiene:
Si la serie del ejemplo anterior,converge y tiene suma S,
lal+lz]<1

lentonces la T.G. de la funcidén a serd:
.z_{ak} = § de donde:

A continuacifn se analizari la convergencia de la serie, y |z]< 1
EY

"si es el caso, se determinari el valor de suma S.



por lo tanto:

En la figura VII.1, se muestra la regién en el plano comple

jo

k _ 1 1
£{a } = T T-az para |Z|<|a—|

para la cual la serie es convergente.

AIm2Z

Regidn de divergencia

N\

N

777

Rez

\

Region de convergencia

QN

Figura VII.1
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La serie que define a la T.G de una funcidn discreta f£(k),
converge para ciertos valores de "z" y diverge para otros,
como en el caso de la transformada de Laplace, en donde la
integral impropia converge para ciertos valores de "s" y di
verge para otros. Por ejemplo: la transformada de Laplace™
de la funcién eat:

L{c%%} = s f T

H s > a

Como sucede con la transformada de Laplace, al aplicar la
T.G., como operador a un problema matemitico no son necesa
rios los valores de convergencia de "z".

VII.2 TRANSFORMADA GEOMETRICA DE FUNCIONES DISCRETAS

En el ejemplo VII.1, se obtuvo la T.G. de la funcién
£(k) = aF:

1
B(a®) =pigy ozl 3y

A continuacién se obtendrd la T.G. de otras funciones dis
cretas y se complementard con una tabla de transformadas.”

Ejemplo VII.2

La T.G. de la funcibn escaldn unitario u(k) se obtie-
ne:

]
z u(k)zk
k=0

Z{u(k) }

L4+z+ 2% + 2%+ ,.,.
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1
o
N
A
-
.
.

Ejemplo VII.3

Sea la funcibén pulso unitario desplazada §(k -m), co-
mo se recordari vale uno para k = m y cero para cual-
qguier otro valor de "k", su T.G. es:

Z2{6(k-m } 8 (k - m) z¥

[}

an
X
k=0

0+0+0+2"+0+ ...

m

= z cee

En el caso en que m = 0, se tiene:

2{6(kk)} =1

Ejemplo VII.4

La 1.C. de la funcidn f(k) =
la siguiente forma:

sen kw, se obtiene de

Z{sen ku}l = (sen km)zk

)
z
k=o0

(2)

(3)

como:

entonces:

Z { sen kuw }

La transformada de la
nera similar.

1 T eikw zk °£° -ikw zk
21 Lk:o k=o
_oo -3 -
% s (eim)kzk - (e J.w)kzk
Lk—o k=0
1 1 1 |
—-— - - — ; Z|< 1
2i 1 - 1w, 1 - o v, :l
1 S e ; lzl<t
21 [ 1+ 22 - z(™ 4 ciwy |’
1 2iz sen w
- H z|<1
21 1+z2-2zcosw:" Iz
. Zsen w : |Z|< 1 ..
1 + 2% - 22 cos w

funcidn cos kw, se obtiene de ma

(4)



La siguiente tabla contiene una lista de las funciones dis
cretas mds usuales y su correspondiente T. G.

Funcibn discreta f (k) Transformada Geqmétrica F(2)
1 1 Jzl<1
1 1
ak 1-az ! |z|< |a|
. —Z_ . <1
N a- oz ¢l
+ 1
k? "Z(—{z_—zrs—)' ;o Jzl<1
22 + 4z + 1
k? - d-2)* - lz]<1
k az . IZ|< 1
ka 5y a
: z + 1 1
k2 ak a(a _ az)3 ; lz|< TaT
n kw Z sen w P 1
=€ z* -2z cosw +1 ' [a]
z2(z - cos w) . 1
cos ku 22 - 22cosw + 1 ' lz]< |a|
8 (k) 1
m
§(k - m) z

Tabla VII.1

VII.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

Algunas de las propiedades mds importantes de 1a T.G. son
las siguientes:

A) PROPIEDAD DE LINEALIDAD.

Sean las funciones discretas f(k) y g(k) definidas para
k=20,1,2,3,..., y las constantes "a" y "b". La T.G. es
una transformacién lineal, ya que se cumple:

Z{af(k) + bg(k) } = aZ{f(k)} + bZ{g(k)} ... (5)

donde la regidn de convergencia que corresponde a
Z{af(k) + bg(k) } es aquélla en donde Z{ f(k) } y #{g(k) }
convergen simultineamente.

La comprobacidn de esta propiedad se desarrolla a partir de
la definicién de T. G.

™8

Zlaf(k) + bg(k) } = Caf (k) + by k) J2*

~

=0

© -]
z af(k)zk + I bq(k)zk
k=0 k=0

(-] 00
al f(k)z¥ + br g(x)zX
k=0 k=0

aZz{£f(k) } + bZ{g(k)}
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Ejemplo VII.S

La T.G. de la funcibn:

£(k) = 4-55 + 2k

se obtiene utilizando la propiedad de linealidad:

2{4-5% + 2k} = 42(5%} + 22(x}

y de la tabla VII.1l:

k 1 z
+{4-5 +2k}=41_52+2 T =157

B) PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACION POR ak.

Si:

Z{£f(k) 1 = F(z2)

entonces:

2(a* « £(k) } = F(az)

(6)

Comprobacidn:

#{a®e(x) }

Ejemplo’ VII.6

=

(-]
z ak f.(k)zk
k=0

L £(k) (az)k

k=0

F(az)

Dada la funcibn discreta:

= F(2) =

g (k)
se puede representar:

g (k)
donde:

£ (k)
como:

Z { sen ko }

entonces:

Z{ 3*.sen ko }

3k sen kw

3* £ (k)

sen kw

Z sen w
22 - 27 cos w + 1

F(3+2)

3z +» gen w

T {3 )7-2(3"2)cos w ¥ 1
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C) PROPIEDAD DE CONVOLUCION. D) {ﬂgggl}%ﬁ GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A
Si:
_ _ . Sea una funcién discreta, desplazada hacia la izquierda "m"
2{£f(k)} =F(z2) y Z{g(kk)} = G(z), entonces: unidades, la cual se representa por f(k+m), k=0,1, 3, ...,
la T. G. de esta funcién es:
Z{£f(k) » g(k) } = F(z) +G(2) eee (7)
fk+m) =2 "F(z) - 2 "E(0)-2"""E@W) - ...z ' E(m-1) ... (8)
Comprobacidn
como: donde:
£(k) * g(k) = I £(mg(k - m) Flz) = 2{£(k) }
k=0
entonces: Comprobacibn:
L)« g) ) = 2 £ g (k) J2" Tlfk+m} = I £(k+me*
=0
k=0
o " k
= I 2@ I f£(m)g(k - m)
k=0 m=0 con el cambio de variables kX + m = n:
representando 2 de la forma: Z{fk +m) } = ; £(n) 2"
n=m
zk=zm.z-m.zk=zm.zk-m .
=20 g £(n) 2"
se tiene: n=m
. k _ -m <« n m=1 n
Z{f(k) *gk)} = £ I £m- .gk - m.2X™ =2 l::“-:of(n)z - L £z
k=0 m=0 n=o
= T fm)e® o X k-m -m -m m=1
RS (m) -2 k‘u‘ ,Ik - m) ez =2z F(z) -2 " |[£(0) + £(1)z+...+£f(m~-1)z
= -m=

2P F(2) - 27E0) - 2 TPE(L) -l -2 Em-1)

F(z) + G(z)
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E) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A LA
DERECHA.

Sea una funcién discreta desplazada hacia la derecha "m" uni
dades, la cual se representa por f(k -m), k=0,1, 2, ...,
la T.G. correspondiente es:

Z{f(k -m} = 2"F(2) cee (9)
donde:
F(z) = Z{ £(k) ]

Comprobacién

Z{fk-m)} = & £k -mz*
k=0

f(-m) + £(1-m)z + £(2-m)z?+... +£(0)2" +

+ £(M2™ 4 L.

considerando que f£(k) para k < 0, vale cero:

£(0)2™ + £(1)2" + ...

P [f(O) + £(1)z + ]

Z{f(k - m)}

I}

sz(z)

Ejemplo VII.7

La T.G. de la funcibn:

y(k +2) - 2y(k) + y(kk = 2)

es:

Z{y(k+2) - 2y(k) +y(k-2) }=2Z{y(k+2)} - 2Z{y(k) }+
+ Z{y(k-2)}

[2" y(z) = 2 2y(0) -2 'y (1) ]-

~  2y(z) +2%y(2)

1]

[2-2 -2+ Z’:ly(Z) - z27%y(0)-

-1
-z y(1)

VII.4 TRANSFORMADA GEOMETRICA INVERSA

Si se conoce la transformada geométrica de una funcibén
f(k), representada por F(z) y se desea obtener la funcién
discreta, la solucién es aplicar una transformacién inver
sa; especificamente la transformada geométrica inversa. ~

La transformada geométrica inversa de la funcién F(z) se re

pygsenta z! {F(z) } y se define por la regla de transforma-
cién:

£ {F@ }= ,%¢F(z)zk"az .o (10)
C

donde "c" es una trayectoria cerrada en la regidn de conver-
gencia.

Para obtener la transformada inversa por medio de la regla
de transformacidén, se requiere de la teoria de la variable
compleja * .,



: i fun-

a de obtener la transformada inversa de una -
cgg;aF$2§mes, como en el caso de la transformada dei%igéase
ce, utilizar tablas de transformac169. En estebiager 1o
cuénta con la tabla VII.1, 1la cugl sirve para o hs er 1a n
transformada inversa de las funciones F(z) que ahl ap .

La propiedad mds importante de la transformada geométiica
inversa, es la de linealidad:

27! {aF(z) + bG(z)} = aZ ' {F(2) } + bz ' {G(2)} .. (11)

Ejemplo VII.S8

Sea la funcidn:

3 2 5

7~ T-3zts5-z2

F(z) = 7

para obtener la transformada inversa, primero se emplea
la propiedad de linealidad:

* Objeto de estudio de un curso de variable compleja.

- () 2 phg ) s )
f(k) = % {F(Z)} =3 T 1= 3z

de la tabla viI.1l, se obtiene:

por lo tanto:

Cfk) =3 - 2.3% 4 (_%)k

VII.4.1 TRANSFORMADA INVERSA POR FRACCIONES PARCIALES

En algunos casos en que se requiere obtener la transforma-
da inversa de una funcién F(z), no es posible obtenerla di-
rectamente de tablas. Si la funcién F(z) es una fraccién
racional, se puede desarrollar en fracciones parciales, de
tal manera que la transformada inversa de F(z) es igual a
la suma de las transformadas inversas de estas fracciones.

La transformacién inversa de una fraccién racional F(z) por
fracciones parciales, es un proceso similar al que se estu-
didé en la transformada de Laplace.

Ejemplo VII.9

Sea la funcibn:

= 2
F2) = mr—37v1

Observando la tabla VII.1l, se concluye que no estd
contenida esta funcién. Por lo tanto, como la funcibén
es una fraccibn racional, la transformada inversa se
puede obtener desarrollando en fracciones parciales:
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2

F(z) =

calculando el valor de
ne:

a

b

222 - 3z + 1

- 1
= 1
(z-l)(Z--z—)
a b
cTo1t T
2

los residuos "a" y "b" se obtie-

=2

=-2

sustituyendo estos valores en las fracciones:

2 -2
F(Z)-z_l“'z_L
! 2
2
=" 1=zt 1322
por lo tanto:
-1 _ -1 1 -1 1
z {(F(2)} =-22 { 3 } + 4% {—2—1_2)
= -2+ 4.2F

Ejemplo VII.1l0

Para obtener la transformada inversa de la funcibn:

se desarrolla en fracciones parciales:

- 2(z2 - 1) - a b c
e Z[TZTTTZ:]-Z[Z+1+2-1+(Z+1T‘+ (z‘-i-i)2

al calcular los valores de a, b, c, y d, se obtiene:

a=0, b =0, c=1, d=1

sustituyendo estos valores en las fracciones:

- 1 1
Fz) z[(z+i)2 M

multiplicando y dividiendo entre fg :

1 1
F(z) = 2z T 12 + 17
reak GV S PR
= r -1 =1
T faE iz)?
=# -iz +i -3iz
i T-1z2)2 i T+in

de la tabla VII.1

£ {F@)} = - T k@* 4 + x(-pk

]
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= ik (i)k - ik (- i)k aplicando el operador T.G. a la ecuacibn:
= ik (i) -(-nk] %{ym+z)-3ym-»1)+zym)}==%{4qk}
por la propiedad de linealidad:
- T . L T
=ik | ekl -ek’“:l

Z{y(k+2)} - 32{y(k+1)} + 22 {y(k)} = 4.2 (3%}

= ik 2i senk %% :] sustituyendo la transformada correspondiente en cada
L - término de esta ecuacidn:

]
}
N
-
[7]
o
=
~

Z_zy(O)—[:Z—zy(l)-z_ly(l)]—3Ez-ly(Z)-Z-lY(O)ji-2y(z)= 4 T_%‘TE

sustituyendo y(0) = 0, y(1) = 6 y factorizando y(z):

VII.5 RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS POR MEDIO DE LA
TRANSFORMADA GEOMETRICA Ez"z - 32-1 + ij(z) - 62_‘ =4 1
1 - 3z
La transformada Geométrica es un operador 11nedl, una de
sus principales aplicaciones estd en la resolucién de ecua
ciones en diferencias, ya que al apllcar la T.G. a una ecua

despejando y(z):

¢idén lineal, la transforma en una ecuacidn algebraica. (2) 4 I—ijz + 627"
yz = -2 _ =1
LEl procedimiento de resolucidn de una ecuacién por medio de z 3z * 2
la T. G., es similar al que se estudid para resolver ecuacio 4 + 62-1- 18
nes diferenciales por transformada de Laplace. —33
v(2) = —m—m——
v(z) 272- 3271 +2
- 1422 + 62
; ' 1 - 32
Ejemplo VII.1ll =

1 - 3z + 222
Sea la ecuacibn lineal en diferencias:

- 142% + 62z
Y(k+2) - 3y(k+1) + 2y(k) = 4'3k H y(0) =0, y(1) = 6 T T =-32)Y(1I =37 + 222)
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Para obtener la solucibén y(k), se tendr& que obtener por lo tanto:
la transformada inversa de y(z). Para esto, se desa-
rrollari la fraccibn y(z) en fracciones parciales:

yik) = 2.3K - 4 4 2.0k
v(2) = - 1422 + 62 - - 142% + 62
(T - 32) (1 - 3z + 2z¢%) (1 -32)(1 - 2) (1 - 2z)
_ a b (<]
il e A e, e T Ejemplo VII.1l2
Sea el sistema lineal de ecuaciones:
calculando los residuos a, b y c:
x(k + 1) = 2x(k) + y(k) ; x(0) = 2
a(l-2)(1-22) +b(1-32)(1-22) +c(1-32)(1-2)= - 142 + 62
ykk + 1) = x(k) + 2y(k) + 2k : y(0) =0
de donde:
Aplicando la T.G. a cada una de las ecuaciones del sis
2a + 6b + 3c = - 14 tema:
-3a -5b - 4c =6
A+ b+ c=0 Z2{x(k + 1)} =22{x(k)} + Z{y(k)}
Z{yk + 1)} = E{x®k )} +22{y00} + 225}
la solucibn de este sistema es:
esto es:
a= 2, b=-4 y c=2 -1 -1
z x(z) - z "x(0) = 2x(z) + y(z)
con estos valores de a, b y ¢ se tiene: -1 _ o=t _ 1
z y(z) -z "y(0) = x(2) + 2y(2) + T3
- _2 -4 2 sustituyendo los valores de x(0) y y(0), y reacomodan
y(z) T-3z7"T-z%1T-22 do los términos: ' -
La transformada inversa de y(z) es: (z-’- 2)x(z) - y(2) = 227"

1]

-1 _ -1 1 - 1 - -
FlHy@) = 227 s } - 42 2 )+ 28 g2 ) - x(2) + (27N 9y = pogy
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