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Proélogo

La intencion de esta obra es dar a conocer las ventajas que tiene el manejo del oper-
ador derivada y sus aplicaciones en los procesos de derivacién e integracion de ciertas
funciones y consecuentemente en la solucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones difer-
enciales ordinarias lineales con coeficientes constantes, cuyo término independiente lo

constituye esos tipos de funciones.

Pues es bien sabido que gran cantidad de fenémenos fisicos estan representados matematica-

mente por estos tipos de ecuaciones y sistemas.
A lo largo de ésta obra se demostraran cada una de las propiedades y aplicaciones.

Se pretende con estas herramientas, que tanto el profesor como el alumno resuelvan de
manera mas dinamica los problemas que involucran ecuaciones y sistemas de ecuaciones

diferenciales de estos tipos.

Joel Gomez

Jesis Edmundo Ruiz Medina
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Propiedades del Operador derivada y
sus aplicaciones a las derivadas y a

las ecuaciones diferenciales

1.1. Primera propiedad del operador derivada

Sea x la variable independiente, aunque en otros casos puede ser t 6 cualquier otra

letra previamente establecida.

Se define a:

D = % como el operador primera derivada
2 .

D? = dd? como el operador segunda derivada
3 .

D? = % como el operador tercera derivada
mn s .

Dt = ;;—n como el operador n-ésima derivada

Consideremos para esta primera propiedad, funciones del tipo exponencial es decir:

£(x) = e*ex

donde a es un escalar o constante.

Aplicando el operador derivada a éste tipo de funciones

De:ta;r — %e:l:ax — :i:aezl:az
2
D2eia:p — %eiaw — a2€ia:p

3
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3
DSe:I:a:c _ dCig eﬂ:aaz _ a3e:|:az
mn
Dneﬂ:a:(; ddxn ezi:aa: ( a)ne:l:ax

Sumando miembro a miembro se tiene:

Deiax+D2€iaw+D3€iaz+”‘_'_Dnezl:aa: — :tae:tax+(:ta)2€:|:az_’_(j:a)36:|:ax+m+(:l:a)nezl:ax

+a

Factorizando ahora en ambos miembros e*®* se obtiene:

[D+D?>+D*+ ..+ D"| e = [£a+ (£a)® + (£a)® + ... + (£a)"] e

si en esta expresién designamos a la sumas de términos en D como P(D) (PoLiNOMIO

DIFERENCIAL O DERIVADA) y a la suma de términos en a como P(a) se reduce a:
P(D)e™ = P(+a)e™*  (1.1)

FEjemplo 1.1 Obtener la siguiente derivada

d d?
ﬁ(Se&”) + 8@(8633”) + 20(8¢)

factorizando en esta expresién 8e3* y sustituyendo las derivadas por el operador derivada,
correspondiente tendremos:
d? d?

{E +8 5+ 20} (8¢%") = [D* + 8D + 20] (8¢™)

aplicando la ecuacién (1.1) el resultado es:

e d?
—(8¢™) + 8——

= = (8¢°) +20(8¢*) = [(3)? + 8(3)* + 20] (8¢%") = 952€™*

Ejemplo 1.2 Obtener la siguiente derivada
3 2

d d
—(8e7) + 8—

7 T (8e™37) 4 20(8e %)

4 Jesus Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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—3x

factorizando en esta expresion 8e™°* y sustituyendo las derivadas por el operador derivada

correspondiente tendremos:

d3 d2 —3T —3T
T3 85 +20 (8¢7%) = [D® + 8D* +20] (8¢~)

aplicando la ecuacion (1.1) el resultado es:

3 2

d d
ﬁ(&e*&’ﬂ) + sw(sa% +20(8e%") = [(—3)” + 8(—3)* + 20] (8¢*") = 520e~%*

1.1.1. Aplicacion de la primera propiedad del operador deriva-

da a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Esta primera propiedad puede aplicarse también a la determinacién de una solucion
particular (y,), de una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes; esto es, de
la ecuacién (1.1) donde P(%a) es una constante y P(D) una funcién escalar, podemos

entonces premultiplicar dicha expresion por:

() (7o)

(P(i@) (P<1D)) P(D)eter = (P& a)) (P(lD)) P(da)eter

por lo tanto tenemos que

1 ax _ ax
PD) e™ —mei (1.2)

y obtener

Nota:Se debe hacer notar que en la expresion (1.2),(%) corresponde
al polinomio inverso de P(D) y que representa realmente procesos de inte-

gracion.

Ejemplo 1.3 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial lineal no

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 5
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homogénea:
d?y
da? " %

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D?—3D+2)y =0
(D—1)(D—2)y =0
D1:1,D2:2

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial homogénea es:
{ex, 6290}
por tanto la solucién homogénea de la ecuacion diferencial es:
yp = Cre® + Cre™®

Nota:En P(D) = (D —1)(D —2), D significa (D= 21), si en la ecuacion
caracteristica se conserva esta misma letra, entonces serd considerada como
un simbolo algebraico y no como operador derivada; es decir (D —1)(D —2) =0

por lo tanto D1 =1 y Dy =2 , raices de la ecuacion caracteristica.

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Aet”
y, = 4Ae™
y, = 16Ae'"

sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos:

16Ae'™ — 3(4A4e') 4 2(Ae’®) = 10e?®
6Ae’™ = 10e'”

6 Jestus Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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por tanto la solucion particular es:
5 4o
Yp = ge
Solucién particular:
Empleando Operador Diferencial o Derivada

De la ecuacion (o)

(D?* = 3D +2)y, = 10e**
] 10e*

_ 1
Yp = [D273D+2
Aplicando a ésta expresion la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:
10 10 5
dx 4x €4m

—e — —

TR 3w 12" T 6 3

por lo que la soluciéon general es:
X 2x 5 4x
y(X) = Cle + CQG i ge

FEjemplo 1.4 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial lineal no

homogénea:

d’y . dy s
— —3—=42y=10e . ..............
T2~ 37 t2y=10e (8)

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D? —3D+2)y =0
(D-1)(D—-2)y=0
D1:1,D2:2

donde en el conjunto fundamental de solucion es:
{ex7 6235}

siendo la solucién homogénea:

yp = Cre” + Cye®

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 7
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Solucién particular:

De la ecuacion ()
(D* = 3D +2)y, = 10e™**

Yp = [prapra] 1067

Aplicando a ésta expresién la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:
10 —4x 10 —4x 1 —4x

= e

T 3y 12 T 30" 3

Verifiquemos la solucién particular

(D =3D+2)ie® = 10e*
((—4)? = 3(—4) +2) s 10e—4*
(16 +12 4 2) e~ 10e4*

30p—dz 10e4*

3
10e % = 10e **

por lo que la solucion general es:

1
y(x) = C1e* + Coe®* + ge_‘lx

Los casos de repeticién de raices se resuelven con la tercera y cuarta propiedad, mas

adelante.

1.2. Segunda propiedad del operador derivada

Consideremos en este caso funciones de tipo senoidal y cosenoidal como:
sen(ax + b), cos(ax + b), sen(ax), cos(ax)

donde a y b son ntimeros reales.
Sea
f(x) = sen(ax + b)

8 Jesus Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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Aplicando sucesivamente el operador derivada a ésta funcién hasta la cuarta derivada
tendremos:

Dsen(az +b) = Lsen(ax +b) = acos(ax +b) (1.3)
D?sen(az +b) = %sen(am +b) = —a’sen(ar +b) (1.4)
D?*sen(azx +b) = %sen(aw +b) = —a*cos(ax + b) (1.5)
D*sen(ax +b) = %sen(aaz +b) =a*sen(azx + b) (1.6)

De las expresiones anteriores se observa que la funcién trigonométrica sen(ax-+0b) se repite
en (1.4) y (1.6) donde D? es sustituida por —a® y D* por (—a?)? = a*.

Realizar la siguiente operacion
3 2

d d
—_— 2 —_— 2 — 2
dxssen(3x+ )+ desen(3x+ )+ dxsen(B:c—i— )

Factorizando la funcién sen(3z + 2) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
[D? + D* + D] sen(3z + 2)
Al desarrollar se tiene:
[(D*)D + D* + D] sen(3x + 2)

[(D*)D + D?* + D] ps__4sen(3z + 2)
[(=9)D + (=9) + D] sen(3z + 2) = [-8D — 9] sen(3z + 2)
[—8D — 9] sen(3x 4+ 2) = —8Dsen(3x + 2) — 9sen(3z + 2)
—24cos(3x + 2) — 9sen(3x + 2)

Realizar la siguiente operacion

3 2

d d
—_— 20 — 4 —_— 20 — 4 — 20 — 4
dmgcos( x—4)+ dx2cos( x )+ dwcos( r—4)

Factorizando la funcién cos(2x — 4) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
[D? 4+ D + D] cos(2z — 4)

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 9
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Al desarrollar se tiene:

[(D*)D + D? + D] cos(2x — 4)
[(D*)D + D* + D] ps__, cos(2z — 4)
[((=4)D + (—4) + D] cos(2x — 4) = [-3D — 4] cos(2x — 4)
[—3D — 4] cos(2x — 4) = —3Dcos(2x — 4) — 4cos(2x — 4)
6sen(2x — 4) — 4cos(2x — 4)

1.2.1. Aplicacion de la segunda propiedad del operador deriva-

da a las ecuaciones diferenciales ordinarias

La demostracion de ésta propiedad considerando operadores inverso es similar a la

demostracion de la primera propiedad, tomando en cuenta la siguiente férmula de Euler:
e = cos(6) + isen(d)

Una aplicacién de esta propiedad la tenemos en la determinacién de una solucion partic-

ular (y,) de una ecuacién diferencial.

Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

y | dy
T2 + 5% + 6y = 20cos(4x)

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D?*+5D+6]y =0
(D+2)(D+3)]y=0
D1:—27D2:—3

cuyo conjunto fundamental solucion es:
{e—Qx7 €—3x}

10 Jestus Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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por lo que su soluciéon homogénea se presenta como:
yp = Cre 2 4+ Che™™®

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

Yp = Acos(4x) + Bsen(4x)
y; = —4Asen(4z) + 4Bcos(4x)
y; = —16Acos(4x) — 16 Bsen(4x)

sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos:
—16Acos(4x)—16Bsen(4x)—20Asen(4x)+20Bcos(4x)+6Acos(4x)+6Bsen(4x) = 20cos(4x)
Agrupando:

[—10A 4 20B] cos(4x) + [—20A — 10B] sen(4x) = 20cos(4x)

resolviendo el sistema:
—10A +20B =20

—20A —-10B =0

se obtienen: 5 A
A=—- B=-

5 5

al sustituir las constantes previamente obtenidas se tiene:

2 4
Yp = —5605(41:) + gsen(élx)

Solucién particular:

Empleando el Operador Derivada.

[D? 4+ 5D + 6]y, = 20cos(4x)

Yp = | prrsprs) 20cos(4x), D* = —16

Yp = [m 20cos(4x)

Yp = [@[)1—_10)} 20cos(4x) = [5(13#—2) dcos(4x) = [(D1_2)] dcos(4x)

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 11
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D42

Dys S€ tiene

Multiplicando el operador inverso por

3) (33) 4005(496)
4co =—16
D

} 4003(455)

(5=
- ( 24)

Y = |2

Yp = T) 4cos(4x)

— 5 [D + 2] 4cos(4x)

Yp = —o5 [4(D)cos(4x) + 8cos(4x)]
Yp = [—16sen(4zx) 4 8cos(4x)]

T
Yp = —%605(43&) + 30 sen(4x)

Yp

gpaghé H

donde la solucién particular es:

2 4
Yp = —5605(433) + gsen(élx)

Por lo que la solucién general buscada es:

2 4
y(x) = Cie ?* 4+ Coe ®* — gcos(4x) + gsen(4x)

FEjemplo 1.8 Obtener la solucion general de la siqguiente ecuacion diferencial:

d? d
d—g + 5d_y + 6y = 20sen(4x)

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D?*+5D+6ly =0
(D+2)(D+3)]y=0
D1:—2,D2:—3

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial es:

{e—2x7 e—Bx}

12 Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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por lo que la solucion homogénea se presenta como:
yp = 016 2x 026—3x

Solucién particular:

[D? 4+ 5D + 6]y, = 20sen(4x)
20sen(4x), D? = —16
20sen(4x)

_ 1
Yp = [D2+5D+6]
_ 1
Yp = | Zi655D+0)
Yp = [—(5D£10)] 20sen(4z) = [—5(522) sen(4z) =4 [ﬁ] sen(4x)

Multiplicando el operador inverso por g—ig se tiene

Yp =4 [555] (g—l’g) sen(4x)
yp = 4 (&2) sen(4x), D* = —16
Y, =4 (—]?52—4} sen(4x)
y, =4 [%] sen(4x)
Yp = —55 [D + 2] sen(4x)

Yp = —= [4cos(4x) + 2sen(4x)]

Siendo nuestra solucién particular

4

Yp = —5003(4@ - gsen(élx)

Verifiquemos nuestra solucién

[D*+5D +6]y, = 20sen(4z)

[D? + 5D + 6] (—2cos(4x) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

[—16 4+ 5D + 6] (—cos(4x) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

[5D —10] (—2cos(4z) — 2sen(4x)) 20sen(4z)

[D — 2] (—4cos(4z) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

16sen(4x) — 8cos(4x) + 8cos(4x) + 4sen(4x) 20sen(4x)
20sen(4x) = 20sen(4x)

Por lo que la solucién general buscada es:
—2x —3x 4 2
y(x) = Cie” ™ + Cae™™* — gcos(4x) — gsen(4x)

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 13
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1.3. Tercera propiedad del operador derivada

En estd propiedad se considera una funcién cualquiera de x, llamada u(z) multiplicada

+ax

por la funcién exponencial e™** es decir:

f(x) = e u(x)

Aplicando el operador derivada en forma sucesiva a la expresién anterior se obtiene:

(e u(a)) = D(e** u(z)) = e*** D(u(z)) + e (+au(z))
D(e**"u(z)) = e**(D + a)u(x)
D*(e**u(x)) = D(e**(D + a)u(r)) = e***D(D + a)u(x) + eF%(£a(D + a)u(x))
D?(e**yu(z)) = e** [D(D + a) + +a(D + a)] u(z) = (D + a)?u(x)
Generalizando:
D" (e**u(zx)) = e (D £ a)" u(x) (1.7)

Esta propiedad nos permite anteponer la exponencial al operador derivada, afectando éste
ultimo dnicamente a la funcién u(z).

Si en lugar del operador D aplicamos a éste tipo de funciones un P(D), entonces:

P(D)e™**u(x) = e™™P(D + a)u(x) (1.8)

Obtener:
(D*+2D — 6) e*"sen(4x)

SOLUCION

Empleando la ecuacién (1.8) podemos reducir la expresién anterior a:

e*[(D +2)* +2(D + 2) — 6]sen(4x)
e**[D? + 4D + 4 + 2D + 4 — 6]sen(4x)
e**|D? + 6D + 2|sen(4x)

aplicandole a esta iltima expresion la segunda propiedad el operador diferencial se obtiene:

14 Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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(D?*+2D —6) e**sen(4z) =  €*(—16+ 6D + 2)sen(4x)
= e**(6D — 14)sen(4x)
= e [6D(sen(4x)) — 1dsen(4x)]
e** [24cos(4x) — 14sen(4z)]

finalmente
(D? + 2D — 6)e**sen(4x) = 24e**cos(4x) — 14e**sen(4x)

Obtener:
(D*+2D — 6) e**cos(4x)

SOLUCION

Empleando la ecuacién (1.8) podemos reducir la expresién anterior a:

e*[(D + 2)* + 2(D + 2) — 6]cos(4x)
e**[D? + 4D + 4 + 2D + 4 — 6|cos(4x)
e**[D* + 6D + 2|cos(4x)

aplicandole a esta iltima expresion la segunda propiedad el operador diferencial se obtiene:

(D*+2D — 6) e**cos(4z) = €**(—16 + 6D + 2)cos(4x)
= e** (6D — 14)cos(4x)
= €2 [6D(cos(4r)) — 14cos(4x)]
= e*[-24sen(4x) — 14cos(4x)]

finalmente

(D? + 2D — 6)e**cos(4x) = —24e**sen(4x) — 14e**cos(4x)

1.3.1. Aplicacion de la tercera propiedad del operador derivada

a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Demostracion de esta propiedad considerando operadores inversos.

Si en la ecuacién (1.8) hacemos el siguiente cambio

o)

u(z) =

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez 15



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE INGENIERIA
D1viSION DE CIENCIAS BASICAS

se tendra:

1

PD)e™ {P(D +a)

] v(z) = e P(D + q) {m} v(z)

P(D)ete [m] o() = ¥ (z)

premultiplicando ambos miembros por ﬁ

P o PO e e

P(l]))} =y (x) = e [ﬁ] v(x) (1.9)

Una aplicacion de esta propiedad la tenemos en la determinacién de una ¥, de una ecuacién

diferencial.

Ejemplo 1.11 Determinar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:
Y 6y +11y +6y = 8e**cos(3x)
SOLUCION

Solucién homogénea:
Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacion diferencial

CcOoImao:

[D3+6D? +11D + 6]y =0
(D+1)(D+2)(D+3)]y=0
Dy =—1,Dy=-2,D3=-3

donde el conjunto fundamental de solucién se presenta como:
{e—x’ 6—2413’ 6—3x}
por lo que la solucion homogénea se expresa

yn = Cre % + Che 2 4 Cye™®

16 Jestus Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez
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Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Ae**cos(3z) + Be**sen(3x)
A[—3e**sen(3x) + 2e**cos(3x)| + B [3e**cos(3z) + 2e**sen(3x))
[—5e**cos(3x) — 12e**sen(3z)] + B [—5e**sen(3z) + 12e**cos(3x)]
[

Yp =
y, = Al-
= A[—46e*cos(3z) — 9e**sen(3x)| + B [—46e**sen(3z) + 9e**cos(3x)]

"

sustituyendo en la ecuacion deferencial:
[—48A + 114B] e**cos(3x) + [—114A — 48 B] e**sen(3z) = 8e**cos(3x)

Resolviendo el sistema:

—48A +114B =8
—114A —48B =0
se tiene: ” ¢
A=——yB=—
1275 1275

por lo que la solucion particular es:

32

~1o75¢ Tcos(3x) + e* sen(3x)

Y = 1275

Solucién particular:

Empleando las Propiedades del Operador Derivada

(D®+6D* + 11D + 6) y, = 8*cos(3x)

Yp = [D3+6D21+11D+6} 8e**cos(3x)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

_ 2x 1
yp = 8e [(D+2)3+6(D+2)2+11(D+2)+6] cos(3x)

yp = 8> | | cos(3z)

1
D34+12D24+47D+60

Aplicando la segunda propiedad del operador derivada

T 1
yp = 8¢ D(D2)+12D2+47D+60} cos(3x)
_ 2x 1
Yp = 8e D(79)+12(79)+47D+60] cos(3x)
yp = 8e* | zp—z | cos(3x)
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38D+48
38D-+48

multiplicando por

Yp = 8e* [38D1—48] (§§giﬁi§) cos(3x

yp = 8™ [144ng2t428304} cos(3x)
38D+48

_ 2z
Yp = 8™ | Tazi(—0)—2301

yp = 8 [BLEE] cos(3x)

Yp = —1ea53€" [38D(cos(3x)) + 48cos(3x)]

Y, = —ﬁ@% [—114sen(3z) + 48cos(3x)]
_
Yp = 1275

] cos(3zx)

e*sen(3x) — 132 ¢**cos(3x)

por lo que la soluciéon general buscada es:

y(x) = Cie ™ + Coe 2 + Cge 3> — e**cos(3x) + e**sen(3x)

1275 1275

Ejemplo 1.12 Determinar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

I

y 46y + 11y + 6y = 8e**sen ()

SOLUCION

Solucién homogénea:
Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacion diferencial

COoImao:

[D3+6D? +11D + 6]y =0
(D+1)(D+2)(D+3)]y=0
Dy =—1,Dy=-2,D3=-3

cuyo conjunto fundamental de soluciones es:
{e—x’ 6—2413’ 6—3x}
por lo que la solucién homogénea tendra la forma:

yp = Cre % + Che 2 4 Cye™
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Solucién particular:

(D®+6D? 4+ 11D + 6) y, = 8¢**sen(z)

Up = [ 5rrsperipes) 8¢* sen(x)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

— 2z 1
Yp = 8e |:(D+2)3+6(D+2)2+11(D+2)+6} sen(x)
— 2z 1
yp = B¢ [D3+12D2+47D+60} sen(x)

Aplicando la segunda propiedad del operador derivada

_ 2x 1
yp = 8e [D(D2)+12D2+47D+60 sen(x)

yp = 8e* [ L sen(r)

D(—1)+12(—1)+47D+60

1
yp = 8e* | ——— | sen(x)
b 46D + 48

46D—48
46D—48

multiplicando por

yp = 8™ [46D1+48} (igg:ig) sen(z)

Q.2 [ 46D—48
Yp = 8e [2116DL2304] sen(z)
46D—48
2116(—1)—2304

yp = 8¢ [4611;2%8] sen(z)

Yp = — 5" [46D(sen(x)) — 48sen(x)]

(
Yp = — a5 €”" [46cos(x) — 48sen(x)

]
Yy = _ﬁﬁe Tcos(x) + T%e Tsen(x)

yp = 8e** sen(r)

Verifiquemos dicha solucion

(D® +6D? + 11D + 6) (— iz €*"cos(z) + fe=e*sen(x)) = 8e*sen(x)

e® (D +2)* +6(D +2)2 + 11(D + 2) + 6) (—132-cos(x) + 1?858671(1‘)) 8e**sen(z)
e** (D® + 12D + 47D + 60) (—12=cos(z) + 1105 To-sen(z)) 8e*sen(x)

¢ (=D — 12+ 47D + 60) (—2=cos(z) + 1105 2sen(z)) 8e**sen(x)

*" (46D + 48) (— 12 cos(x) + 3o=sen(x)) 8e**sen(z)

e (BZsen(z) + 11ilcos(z) — %cos(m) P8 sen(z)) 8e*sen(x)

e (B sen(z)) 8e* sen(x)

8e>*sen(x) = 8e**sen(x)
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por lo que la soluciéon general buscada es:

92 96
1105 e*cos(x) + 105 e*sen(x)

y(X) = Cle_x + C2e_2x + Cge_3x —

1.4. Cluarta propiedad del operador derivada

Las funciones a considerar en éste caso son:

donde r es un entero positivo,aunque puede ser cualquier niimero real.
Sir=1
f(z) = zu(x)

aplicando sucesivamente el operador derivada tenemos:

[(3: + —)D”] u(z) = D™ (u(z)) + —=(D")(u(z)) (1.10)
Sir=2
D(z?u(x)) = 2D (u(x)) + 22u(z)

D(z%u(x)) = [(:C + %)2 D] u(r) = [(x2 + 225 + dd—;z)D] u(x)
D*(z*u(x)) = D [2*D(u(x)) + 2zu(x)] = 22 D?*(u(x)) + 4D (u(x)) + 2u(x)

D (e%u(x)) = [(x + %)21)2] u()

D" (x?u(z)) = [(:L‘ + %)2 D”] u(x)
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Generalizando:
{@ i diD>2Dn] u(e) = 2 D" (u(w)) + 20 (D) () + = (DY ule))  (111)
En general:

D" (2"u(z)) = {(x + d%)rpn} u(z)

Si en lugar de D se tiene un polinomio P(D) la expresién cambia a:

(x + i)fP(D)] u(x) (1.12)

P(D)x"u(x) = D

Esta propiedad nos permite anteponer, el polinomio en x al operador derivada, afectando

tnicamente a la funcién u(x).

Obtener:
(D? +8D* + 3D + 2)z%e*

SOLUCION

Un primer procedimiento es usando la tercera propiedad del operador derivada
(D?+8D” + 3D + 2)ze* = ** [(D +2)° + 8(D + 2)> + 3(D + 2) + 2] 2

Desarrollando:

e* [(D*+6D*+ 12D + 8) + 8(D* + 4D + 4) + 3(D + 2) + 2] 2
e** [D3 4+ 14D* + 47D + 48] z*
e* [D3(2%) + 14D?(2?) + 47D (2?) + 4827
e [28 + 94x + 4827

Reacomodando se tiene:
[48x? + 94x + 28] e

Un segundo procedimiento es usando la cuarta y primera propiedad del operador derivada.
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Aplicando la cuarta propiedad

(D® +8D? + 3D + 2)22e* = [(z + 75)%(D® +8D? + 3D + 2)] ¢*
[(1;2 +2r-4 4+ L) (D?+8D? + 3D + 2)} e
22(D? + 8D? + 3D + 2)e%* + 2L (D? + 8D + 3D + 2)e* + L£,(D? + 8D + 3D + 2)e**
2?(D? +8D* + 3D + 2)e*® 4+ 22(3D? + 16D + 3)e** + (6D + 16)e*”

Aplicando la primera propiedad

22[(2)3 + 8(2)% + 3(2) + 2]e®® + 22[3(2)% + 16(2) + 3]e®® + [6(2) + 16]e**
22(8 + 32+ 6 + 2)e®® + 22(12 + 32 + 3)e®® + (12 + 16)e*®
T?(48)e*” + 2x(47)e** + 28e*”

[48x2% + 94x + 28] ¥

FEjemplo 1.14 Obtener:

(D*+8D? —5D* + 3D — 4)zsen(2z)

SOLUCION

Una forma de soluciéon es empleando la tercera propiedad del operador derivada ,em-

pleando la sustitucién sen(2x) por e?*!, donde
e = cos(2x) + isen(2x)

Nota:Obsérvese que el término que involucra al seno es la parte imagi-

naria de la expresion.
(D*+8D* —5D* + 3D — 4)ze*™
Aplicando la tercera propiedad

2 (D + 2i)* 4 8(D + 2i)* — 5(D + 2i)? + 3(D + 2i) — 4)x
2 (D* + (8 + 8i)D? + (—29 + 48i) D? + (—93 — 52i)D + (32 — 58i))x
e?*1((=93 — 52i)D + (32 — 58i))x
e ((=93 + 32z) + (=52 — 58x)i)
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Reacomodando

(=93 + 32x) + (=52 — 58x)i)e*
(=93 + 822) + (=52 — 58x)i)(cos(2x) + isen(2))

Desarrollando
[(—93 + 32z)cos(2z) + (52 + 58x)sen(2x)] + [(—93 + 32z)sen(2x) — (52 + 58x)cos(2x)]i

como se hizo notar antes la funcién seno involucra a la parte imaginaria en la repre-
sentacién e?* por lo que tomaremos dichos términos como solucién de la ecuacién, esto

es:
—58xcos(2x) + 32xsen(2x) — 52cos(2x) — 93sen(2x)

Un segundo método es aplicar la cuarta propiedad

(D*+8D? — 5D? + 3D — 4)zsen(2z) = [(z + 5)(D* +8D* — 5D? + 3D — 4)] sen(2z)
= x(D*+8D3% — 5D? + 3D — 4)sen(2x) + (4D3 + 24D? — 10D + 3)sen(2x)

Aplicando la segunda propiedad

2(D?D? + 8D2D — 5D + 3D — 4)sen(2z) + (4DD + 24D? — 10D + 3)sen(2z)
x((—4)(—4) + 8(—4)D — 5(—4) + 3D — 4)sen(2z) + (4(—4)D + 24(—4) — 10D + 3)sen(2x)
(16 — 32D 4+ 20 + 3D — 4)sen(2z) + (—16D — 96 — 10D + 3)sen(2x)
x(—29D + 32)sen(2x) + (—26D — 93)sen(2x)
x(—29D(sen(2x)) + 32sen(2z) — 26 D(sen(2x)) — 93sen(2x)
x(—58cos(2x) + 32sen(2x)) — 52cos(2x) — 93sen(2x)

Desarrollando

—58xcos(2x) + 32xsen(2x) — 52cos(2x) — 93sen(2x)
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1.4.1. Aplicacion de la cuarta propiedad del operador derivada

a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Demostraciéon de esta propiedad considerando operadores inversos

Si en la ecuacién (1.12) consideramos a r = 1, esta se reduce a:

P(D)zu(zx) = l(x + %)P(D)] u(z) = zP(D)u(z) + P (D)u(x)

Si hacemos u(z) = [PLD)} v(x) y sustituimos en la expresién anterior se tendra:

P(D)i [ols ] o(e) = 2P(D) [ o) + 28] v(z)
= zv(x) + [1;((5))} v/x)
xv(zx) = P(D)x [PLD)] v(x) — [};((g))] v(x)

premultiplicando por ﬁ

Finalmente:

[P(lD)} wu(e) = Kx * %) P(lD)} v(z) (1.13)

Sir = 2 entonces (1.12) se transforma en:

P(D)z*u(x) = [(x + %)2 P(D) ] [ 2?4 2L 4+ L yp(D) | u(x)
P(D)az*u(z) = 2*P(D)u(x )—|—2a:P'(D) (z) + P"(D)u(x)

Si hacemos u(z) = [P;D)} v(z) y sustituimos en la ecuacién anterior tendremos

1

P(D)a? Lﬁ] o(x) = 22P(D) [ﬁ] v(x) + 22P' (D) [p%)] o(z) + P'(D) [ﬁ} v(z)
P(D)z? [Zﬁ] v(z) = 220(zx) + 2z [P(“?] () + [1;(_;?} v(x)

Despejando z?v(x)

24 Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO %%
FACULTAD DE INGENIERIA "Z-'_E““a?.,\.«-.-.. L

) . N ose

D1viSION DE CIENCIAS BASICAS BERges

premultiplicando por ﬁ

mx v(z) == {P(D)] v(z) + P(D) {—29& P(D) v(:v)] — WU(];) (1.14)

PO [‘2];55; @)= |(*+35) 5] Pég o)
O R L L R

PD) _ 4

Si sustituimos (1.15) en (1.14) y premultiplicamos el dltimo término de (1.14) por )

se tiene
, 2
) B ! Py ], 2P D) P(D)P" (D)
oy e v(e) =2 [P(D)}“(x) 25"[<P<D>)2}+ ror V@)~ o)
2
P(ID)LE%)(J:)_ (m+%) (_P1D)> v(x)
Generalizando:

P(lD)XnV(X) - KX " d<]i))“ P(lD)] v(x) (1.16)

De lo anterior concluimos que la cuarta propiedad es aplicable también a operadores difer-

. . 1
enciales inversos < B D)>

FEjemplo 1.15 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial
(D2 - 2D + 2) y = 8xe”
SOLUCION

Solucién homogénea:
(D* = 2D +2)y =0
(D* =2(1)D + ((1)* + (1)?)
Dy=1+14Dy=1—1
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cuyo conjunto fundamental de soluciones se representa:
{e®cos(x), e sen(x)}
por lo cual la soluciéon homogénea de la ecuacién diferencial es:
yn = Cre®cos(x) + Coe”sen(x)

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Ae” + Bxe”®
y; = Ae® + Blze® + €7
y, = Ae” + Blze® + 2¢”]

Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene:

(Ae® + Blze® + 2¢”]) — 2(Ae” + Blze® + e*]) + 2(Ae” + Bze®) = 8xe”

[((A—2A+2A)+ (2B —2B)]e* + [B — 2B + 2B] xe® = 8xe”
Ae®* + Bre® = 8zxe®

donde se forma el siguiente sistema

Ae® = 0e®

Bxe® = 8xe”
cuya solucién es A = 0y B = §, esto indica que su solucién particular sera:
yp = Sxe”

Solucién particular:

Empleando propiedades del Operador Derivada
(D* — 2D + 2)y, = 8xe”

por lo tanto

— = | ]ye”
Yr [D2—2D+2} e
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aplicando la cuarta propiedad

yp =8 (2 +3p) [rapml @

_ 1 T —2D42 T
Yp = S [D2—2D+2] e’ +8 (D2—2D+2)2> €
aplicando la primera propiedad

= 8xe”

= (trmae) <+ (e oe) ©

por lo cual la solucién general es

y(x) = Cie*cos(x) + Cqoe*sen(x) + 8xe™

FEjemplo 1.16 Encontrar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial

(D? 4+ 4D + 4)y = te*cos(2t)

SOLUCION

Solucién homogénea:
(D*+4D +4)y=0
(D+2)(D+2)y=0

D1 - —2,D2 == —2

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial es:
{G_Qt, t€_2t}
por lo que nuestra soluciéon homogénea se presenta como:
Yn = 016_2t + 02t6_2t

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados.

y, = Ae*cos(2t) + Be’'sen(2t) + Cte*cos(2t) + Ete* sen(2t)

Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gdémez
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Sustituyendo en:

(D? + 4D + 4)[Ac* cos(2t) + Be*'sen(2t) + Cte* cos(2t) + Ete* sen(2t)] = te* cos(2t)]
Separando
(D? 44D +4)[Ae* cos(2t) + Be* sen(2t)] y en (D? + 4D +4)[Cte® cos(2t) + Ete* sen(2t)]

Se tiene
(D? 4+ 4D + 4)[Ae*cos(2t) + Be* sen(2t)]

Aplicando la tercera propiedad

e3((D + 3)? +4(D + 3) + 4)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
e3(D? + 10D + 25)[Acos(2t) + Bsen(2t)]

Aplicando segunda propiedad

e3(—(2)* + 10D + 25)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
e3 (10D + 21)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
e3' [(—20Asen(2t) + 20Bcos(2t) + 21Acos(2t) + 21Bsen(2t)]

Por otra parte
(D? 4 4D + 4)[Cte* cos(2t) + Ete* sen(2t)]

Aplicamos primero tercera propiedad

(D +3)*+4(D + 3) + 4)[Ctcos(2t) + Etsen(2t)]
e3(D? + 10D + 25)[Ctcos(2t) + Etsen(2t)]

Aplicando cuarta propiedad

e ((t+ 45)(D? 4 10D + 25)) [Ccos(2t) + Esen(2t)]
[te’(D* + 10D + 25) + €*(2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))

Aplicando segunda propiedad

[te3t(—(2)% + 10D + 25) + €3 (2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))
[te3 (10D + 21) + €% (2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))
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Desarrollando:

te®* [—-20Csen(2t) + 20Ecos(2t) + 21Ccos(2t) + 21Esen(2t)] +
€% [-4Csen(2t) + 4Ecos(2t) + 10Ccos(2t) + 10Esen(2t)]

Agrupando términos semejantes

te3 [(21C + 20F)cos(2t) + (—20C + 21E)sen(2t)]

y
e [(10C + 4E)cos(2t) + (—4C + 10E)sen(2t)]

incorporando la expresion antes calculada se forma el sistema

(21A + 20B 4 10C + 4E)e* cos(2t)
(—20A +21B — 4C + 10E)esen(2t) = 0
(21C + 20E)tedcos(2t) = tedtcos(2t)
(—20C + 21 E)te* sen(2t)

cuya solucién es:

1 4 1
30 28 2 > 20

T 24389° 943897 T 841’ 841

sustituyendo estos valores en la solucion particular planteada obtenemos:

y, = Ae¥cos(2t) + Betsen(2t) + Ctedcos(2t) + Ete¥ sen(2t)

Yo = —31085€°tcos(2t) — F23%-e3tsen(2t) + 25tefcos(2t) + 2rtedtsen(2t)

Solucién particular:

Empleando propiedades del Operador Derivada.

(D?* + 4D + 4)y, = te*cos(2t)

Yp = mrriprite’ cos(2t)

Aplicando la tercera propiedad

Yp = prriprate’ cos(2t)
_ .3 1
vy = € rramTTteos(2t)

3t

1
yp =€ mt008(2t)
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Aplicando la cuarta propiedad

yp =" [(t+ 35) (prrmoprss )] cos(20)

y, = & |t (—D2+1(1)D+25) cos(2t) — _(DQ-E?()JBIE%_)Q cos(?t)}

Aplicando la segunda propiedad

1 2D + 10
= |t 2t) — 2t
e { D+ 100125 ) )~ Dry 10D + 252052

yp = € [t (W) cos(2t) — Hiﬁ)%cos(%)}
Yy, = e [t (10D—1+21) cos(2t) — %cos(%)]

yp =€ [t (10D—1+21) cos(2t) — Wfﬁ—;ol%%cos(%)}

yp =€ [t (m) cos(2t) — 100(—42)3121(?D+441 COS(Qt)}

yp =€ [t (1OD1+21) cos(2t) — 43(?531 COS(Qt)]

10D—21 .. 420D—41
10D—21 Y 420D—41

10D — 21 840D? + 4118D — 410
= |t (o2 ) cos(2t) — 21
=€ [ (100D2 - 441> cos(21) ( 176400D2 — 1681 ) cos )}

al multiplicar por

Al aplicar segunda propiedad

10D — 21 4118D — 3770
Yp = e3t |:t (w) COS(Qt) - (W) COS(2t>:|

Desarrollando

20 21 8236 3770
=te¥ | Z—sen(2t) + ——cos(2t) | — ¥ 2t 2t
Yp = 1€ (84156”( )+ 3ot >) ‘ (70728156"( >+707281>COS< )

Agrupando y simplificando

21 130 20 284
—e (2t 2 Y cos(20) + [ ot — o) sen(2
LA [(841t 24389) cos(2) + <841t 24389> senf t)}

Otra manera de atacar este problema es:
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Aplicando la cuarta propiedad

Yp = mte‘%cos(%)
= (t+35) [y €*cos(2t)
Yp dD) | D?¥4D+4

yp =1t (M) (& 608(2t> (Wﬁ—l—giw> €3tCOS(2t)

Aplicando la tercera propiedad

o 1 3 2(D+3)+4
Yp = te” <(D+3)2+4(D+3)+4> cos(2t) — e <((D+3)2+4(D+3)+4)2) cos(2t)

yp = tegt (m) COS(2t) — €3t (W*Z‘ﬁ)—+D1‘E%)2) COS(Qt)

Aplicando la segunda propiedad

yp = te* (15pog) cos(2t) — ¥ <(2D#10> cos(2t)

10D+21 10D+21)2
yp = te* (10D1+21) cos(2t) — e* (4§0D[ﬁ21) cos(2t)

10D—21 .. 420D—41
10D—21 Y 420D—41

al multiplicar por

10D — 21 840D% + 4118D — 410
=t [ —— 2t) — e 2t
vp = te (1001)2—-441> cos(21) ( 17640002 — 1681 ) cos(21)

Al aplicar segunda propiedad

10D — 21 4118D — 3770
Yp = t€3t (w) COS(2t) — €3t (W) COS(Qt)

Desarrollando

20 21 8236 3770
=te® [ ——sen(2t) + ——cos(2t 2t 2t
Up = te (84156”( )+ gaeost >) (707281 en( >+707281>COS< )

Agrupando y simplificando

21 130 20 9284
= || =t — ——— 2t —t— 2t
Yp =€ [(841t 24389) cos( )+<841 24389)56”( )}

por lo que la solucién general es:

21 1 2 284
y(t) = Cre”?* + Cate ** 4 €% [( g 50 ) cos(2t) + ( L ) sen(zt)]

841 24389 841 24389
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Nota:La aplicacion de la cuarta propiedad en operadores inversos solo es
aplicable cuando no existe repeticion de raices entre la solucion homogénea

y el término independiente, yd que esto implica la derivacion de %.

Como las derivadas de mayor orden del operador inverso,resultan mas dificiles de obtener
cuando en z"u(z) , n aumenta de valor (n > 1); es preferible recurrir al siguiente artificio.

Si tuviéramos que obtener:

1 2
Y=|7 57 5|%
P D2-2D+2
La operacién es realmente una integral, pero podemos convertirla en una derivacion si
dz (..2\ _ foo A2y 1
recordamos que 7(z%) = 2y que ademds 75(z”) = 0 de modo que pz—p— se puede
expresar como una serie infinita de términos en D; en donde el ultimo término que nos

interesa es el de orden igual al grado del polinomio en z, es decir:

iy D2y
2—-2D+D*| 1
~—_————

2
En forma ascendente _1 + D - %
_ 2_ D
D+D*-2
_Dp>_p*_ D!
2 2 4

por lo que:
1 9 1 n D n D? n 9
= |l |2"=|z4+=+—+... |2
Yv= | D?—2D+2 22"
recordando que;D = %, entonces:
D(z?*) =2z
D*(z*) =2
D3(z*) =0
tenemos:
1 24 4 1
=—z"+r+-
yp 2 2

Tomando en cuenta, esto 1ultimo, la solucién particular del ejemplo anterior también se

puede obtener como:
1
= | — | 8z¢€"
Y [D2 —2D+ 2} e
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factorizando el denominador

1 |
Yp {D2—2D+2] e [(D—1)2+1} e

anteponiendo 8e”

b =8¢ [[(D + 1)1— 1° + 1] =8 {DQ;H} ’

Como D?*(z) = 0 y D? aparece en el denominador del operador, esté término se puede

1 1 B
ozl R T

1
D2 4+1

omitir por lo que

es decir:

yp=8ew[ ]x:&vez

Otros ejemplos del caso anterior

1 15
- 15=— =-15
Yr (D3+8D2+2D—1> 1

1
= (D3—2D2+D—1)x

_1_D_|_...
—1+D\ 1
—1+D

Yp=(-1-D)jz=—-x—-1

También es conveniente tomar en cuenta que:
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separando en dos igualdades:

Ly =Q(z)= dy=Q(z)dx por tanto y = [ Q(z)dx
D(y) = Q(z) entonces y = [5] Q(z) = [ Q(z)dx

[%] Q(x)z/ [/Q(m)dw} da

Antes de hacer otro ejemplo veamos los casos de raices complejas repetidas en el polinomio

Del mismo modo:

caracteristico y en el término independiente de una ecuacién diferencial.

Realicemos las siguientes observaciones:

D(sen(2zx)) = %(sen(%u)) = 2c0s(2x)

Si consideramos a

Real Imaginaria
2zi o - y
e = cos2x + isen(2x)

Observamos que sen(2z) aparece como coeficiente de i en la forma compleja de e,

Procedamos a derivar ésta exponencial:
D(e*™") = 2ie**" = 2i(cos(2x) + isen(2r)) = —2sen(2x) + i(2cos(2x))

De acuerdo a lo anterior:

4 (sen(2z)) corresponde al coeficiente de i en la derivada con respecto a z de €* en
forma compleja.

[gualmente:

4 (cos(2x)) corresponde a la parte real de la derivada respecto a = de € en forma com-

pleja.
Esta propiedad se puede aplicar para obtener la soluciéon particular de una ecuacién

diferencial ordinaria con coeficientes constantes con raices complejas repetidas, como a

continuacion se ejemplifica:
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Resolver la siguiente ecuacion diferencial

y' + 9y = 3sen(3z)

SOLUCION

Solucién homogénea:
(D?*+9)y=0
D1:32',D2:—3i

cuyo conjunto solucion es:

{cos(3z), sen(3x)}

por lo que la solucion se presenta como:
yn = Cycos(3x) + Cysen(3x)

Inmediatamente podemos observar por Q(x) = 3sen(3x), que se tienen raices complejas

repetidas en toda la ecuacion diferencial.

Solucién particular:

1
Yp = [D2—+9] 3sen(3x)
Si aplicamos la segunda propiedad, el denominador se anula ya que D? = —9 y esto
confirma la repeticion de raices.

Consideremos que Q(x) = 3e3* en lugar de Q(x) = 3sen(3x), en cuyo caso tendremos

una solucion particular compleja que designaremos como ¥,; es decir:

— 1 iz
o = {D2 + 9} 5

Aplicando la tercera propiedad se tiene:

Ty = [tosars | (9 = [pmsapim]
Ty = € [ordom] (3) = €% [(3) 5] )
T, = (§) (3) = (§) (-4) = —gwe¥

U, = —sx(cos(3z) + isen(3x)) = swsen(3x) + i [—3xcos(3z)]
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Como Q(x) = sen(3x) y el seno corresponde al coeficiente de i de € en forma comple-
ja,tenemos que:

Yp = — §xcos(3x)

por lo que la solucién general buscada es
1
y(x) = Cicos(3x) + Casen(3x) — §xcos(3x)
FEjemplo 1.18 Obtener la solucion particular de
(D? 4+ 4D + 4)y = te*cos(2t)

Empleando la sustitucién e? para la funcién trigonométrica y aplicar la tercera propiedad

esto es:
Yp = mt€3t608<2t)
Yp = prrapate €
3+24)t
Yp = D2+4D+4te( g
7, = e(3+2i)t 1 "
p (D+43+2i)2+4(D+3+27)+4
7= e(3+20)t 1 ¢
P D2+ (1044¢) D+(21+207)
Recordemos
1 10444
214200 (21+202)2D +...
(21+20i) + (10 +4i)D + D* | 1
10444 1 2
-1 21+2011D B 214200
10+4i (10+44)2 12 10-+4i 3
21+2021D + 21+201)2D + <21+203 D
entonces

7y = e(3+20)t ¢

1
DZ+(10+47) D+ (21+20%)

— (3201 _ 1044
Yp =€ [21+202 (21+20i)2 z D]t
— (3420t 20 130 284 -
gp = BT 84T 841 i) — (3385 — zms00) DIt

(2%
— i 21 130 284 -
Yp = (%) [(841t - 24389) + (= 841t + 31380 )" il
Up = egt[(82411t - 2411329> (— 841 2i§§9> |(cos(2t) + isen(2t))

Ya que la solucién del problema involucra a la funcién cos(2t) tomaremos la parte real

del producto de la expresién anterior, esto es:

21 130 20 284
Yp =€ [(841 24389) cos( )+<841 24389)56"( )}
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3

Nétese que el ejemplo anterior se puede resolver de diferentes maneras, lo cual permite al

lector libertad en la eleccién del método de solucion. Ver ejemplo 1.16

A continuacién se presentan dos ejemplos, en los cuales se puede observar la versatili-

dad de la aplicacion de las propiedades del operador derivada.

Obtener:

SOLUCION

(x + d%) E D3] In(z)

Como la maxima derivada es de tercer orden, desarrollamos conforme al binomio de

_1
Newton hasta el cuarto término (ac + d%) ?: es decir:

11 s d 3 s d? 5 ¢ d° 5
|:<37 2 — = 2_+§$ QW—EZE QW‘F)D]ITL(.T)

dd—;g,m_%fn(x) =27 2(D¥In(z) —

Sustituyendo estas tres expresiones en:

1 3 5
l(m‘z — gx_%SDQ + gx_gGD — 1—61‘_% )] In(z)
se tendra:
dme i In() = a7 (F) i) () + 280) (3) - i)
— 20 F 43078 4 98 — By iTn(x)
— 2347 _ %x_%ln(x)

Obtener

/ te3tcos(4t) dt
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SOLUCION

Empleando Integracion por Partes

/ te* cos(4t) dt

u=t,dv=ecos(4t)dt
du=dt,v= [ecos(4t)dt

| e*cos(4t)dt
u = cos(4t) , dv = e3dt
du = —486%(4t) v=ge’
[ e*eos(4t)dt = 3ePcos(4t) + 3 [ ¥ sen(4t)dt

[ e*sen(4t)dt
u = sen(4t), dv = e3dt
du = 4cos(4t)dt , v = e
[ e¥sen(4t)dt = ge¥sen(4t) — 3 [ e¥cos(4t)dt

Donde
[ e¥cos(4t)dt = se¥cos(4t) + 5 (3e¥sen(4t) — 5 [ €*cos(4t)dt)
(14 28) [ e¥cos(4t)dt = Le¥cos(4t) + 4e3tsen(4t)
(2) [ e¥cos(4t)dt = te¥cos(4t) + 3e¥ sen(4t)

3 4
/e cos(4t)d 256 ‘cos(4t) + 2—5e3tsen(4t)
Del mismo modo
(4t)d 1 (4t) + 5 oo (4t)
n( = -3 — n
e*'se 256 ‘cos SE€ s

Entonces

4 4
/te3tcos(4t) dt =t <23—5€3t008<4t) + %e?ﬁsen(%)) —/ <2%63tcos(4t) + %emsen(élt)) dt

Desarrollando
= [ e¥cos(4t)dt = e cos(4t) + g=e¥ sen(4t)
o [ e¥sen(4t)dt = —LeMcos(4t) + 2=ePsen(4t)
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Agrupando y simplificando
/t63t608(4t) dt = it€3t608(4t) + it63t86n<4t) + le Stcos(4t) — %e tsen(4t)
25 25 625 625
Empleando propiedades del Operador Derivada

a)
1
/ tecos(4t) dt = Ete3tcos(4t)

Aplicando la cuarta propiedad

[t + %] () e¥cos(4t)
t(5) e*cos(4t) — (pz) e¥cos(4t)

Aplicando la tercera propiedad

te3t (

Big) cos(4t) — ((D}FS)Q) cos(4t)

te’ (5i3) cos(4t) — € (prriprs) cos(4t)
Aplicando la segunda propiedad
¢* (53) cos (m) cos(4t)
tedt (D1 5 (D—_ ) cos( 4t (M) cos(4t)
te® (—3 (5=3)) cos(4t) — e (5= (5p77)) cos(4)
et (B3 L) cos(4t) — e (366§2t7419) cos(4t)
te?’t ( Dﬁ’?’ ) cos(4t) — e* (%) cos(4t)

te L3 cos(4t) — e 6[)6;57 cos(4t)

sen(4t) + 2cos(4t)) — ¥ (&t sen(4t) — =cos(4t))

te ! ( 25 625

25 625

Al agrupar y simplificar

4
——elsen(4t)

4
/te3tcos(4t) dt = %te?)tcos(élt) + 2—5t63tsen(4t) + ie Seos(4t) — 605

625

b)

Empleando la sustitucién e = cos(4t) + isen(4t) se tiene

1 )
/t63t608<4t) dt = 5t6(3+42)t
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Aplicando la tercera propiedad
14 (3+4i)t
5t€( )
344i)t_ 1
el+40) Dstail

1 1

(3+4)+D| 1

1
1 1 2
EwTE (3+4i)2D
Aplicando algebra compleja se llega
1 34
3+4i 25
1 —7-24i
(3+4i)2 — 625
Por lo que la expresion
(34+40)t 1 ;
D+3+ 4

es ahora expresada como

o(3+40)t [ﬂ 4 Th24i D} "

25 625
o(3+40)t [3;;% + 72522;1}

3t [32 + T2 (cos(4t) + isen(4t))

Recordemos que en nuestra expresion existe un término coseno, por lo cual solo tomare-

mos los elementos reales del producto de la expresion anterior, esto es:

3 4 7 24
3t [%tcos(llt) + %tsen(llt) + @003(475) — ﬁsen(élt)

Por tanto

3 4 7 24
/te?’tcos(élt) dt = %te:)’tcos(llt) + 2—5t63tsen(4t) + @estcos(llt) — @eysen(ﬁ)

1.5. Ejercicios Resueltos
1. Resolver la ecuacién diferencial

y + 16y = >
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Solucién homogénea:

Aplicando operador diferencial

(D2 +16)y = 0
Dy = 4i, Dy = —4i

cuyo conjunto fundamental de solucién es:

{cos(4z), sen(4x)}

por lo cual la soluciéon homogénea se plantea como

yn = Chrcos(4x) + Cysen(4x)
Solucién particular:
(D? + 16)y, = 3%

1 3
Yp = [D2+16} e
Aplicando la primera propiedad

1 3x 1 3x 1 3z
= —_— | € = — | € = —¢C
=1 D2 16 32+ 16 25

por lo cual la solucién general de la ecuacién es:

y(x) = Cycos(4x) + Casen(4x) + ie3x

25

2. Resolver

1 ! 1
y +y —l—zy:?)xew

Solucién homogénea:

aplicando el polinomio diferencial se tiene

(D2+D+ Y=
[(D+3)(D+3)]y=
DIZ ;>D2 %

por lo cual la soluciéon homogénea es:
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1 1
yp = Che 2% + Chxe™ 27
Solucién particular:

(D*+ D + $)y, = 3ze”

_ 1 T
Y = D2+D+§] Sze

aplicando la tercera propiedad

por lo que la solucion general es:
4 16

y(x) = Cie 2% + Coxe 2% + gxex ~ 3¢

3. Resolver
y// + 6y/ + 9y _ 6_3x

Solucién homogénea:
aplicando el polinomio diferencial se tiene

(D*+6D+9)y=0
(D+3)(D+3)]y=0
D1 :—3,D2:—3

cuyo conjunto fundamental solucion es:
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{6—3967 xe—?)x}

por lo que plantearemos la solucion homogénea como:
Yp = Cre 3 4+ Cyre >
Solucién particular:
(D*+ 6D +9)y, = e

v = [prremws) e

Nota:Obsérvese que st aplica uno la primera propiedad se encon-
trara con una indeterminacion ya que el resultado del polinomio es
cero, lo que nos indica que existe repeticion de raices.

Para poder resolver dicho problema aplicaremos la tercera propiedad

— 3z 1
Yp =€ [(D—3)2+6(D—3)+9] (1)

_ 3z 1
Yp =€ (D2=6D+9)+6(D—3)+9 (1)

Yp = e [%] (1)
= (3

_ 1,2 -3z
yp—§1'€

Otra forma
_ 1 -3z
Yp = [D2+6D+9} €

_ 1 —3z
Y = |32 | €

—3x 1
yp=c (D+3—3)2}
Yp = e [%] (1)
yp = ¢ (52%)

yp — %$2673z

por lo que la soluciéon general es:

1
y(x) = Cre73* + Coxe * + §x29_3X
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4. Dada la siguiente ecuacion diferencial
y —y — 6y = 2sen(3z)

Obtener su solucién general.
Solucién homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial se tiene
(D>~ D —6)y=0

(D—3)(D+2)y=0
Dy =3,Dy=—2

cuyo conjunto fundamental de solucién es
{3, e~}
por lo que la solucion homogénea se plantea como:
yp, = C1€3 + Che™
Solucién particular:

(D* — D — 6)y, = 2sen(3z)

Yp =2 [ 55— sen(3z)

Aplicando la segunda propiedad

Yp =2 [(_9)+D_} sen(3z)

6
Yp = =2 | iy sen(3w)
multiplicando por g:}?
v = =2 [(5335) (5=33)] sen(3z)
yp = —2 [=s=| sen(3x)
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aplicando la segunda propiedad

Yp = —2 [(D;K‘] sen(3x)

—9)—225
Yp = 557(D — 15)sen(3z) = 11=(D — 15)sen(3z)

Yp = 117 [[D(sen(3x)] — 15sen(3z)]
Yp 1:1)’—7005(3@ — %sen(?):c)

Yp = 35¢05(3z) — Zsen(3x)

[y

por lo que la soluciéon general es:

1 5
y(x) = C1e** + Cae™#* + ﬁcos(Sx) - ﬁsen(i’,x)

5. Resolver
(D*+ D +1)y = cos(2x)

Solucién homogénea:

(D*+D+1)y=0

al resolver por féormula general se tiene

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

e (VBN s (B
(& CcoS 71‘ , € SEN 7%’

donde la solucién homogénea sera:
3 3
Cicos (%x) + Cysen (%x)]

(D* + D + 1)y, = cos(2x)
| cos(2z)

_1
yp = e 2°

Solucién particular:

_ 1
Yp = [D2+D+1
aplicando la segunda propiedad
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T D+3
multiplicando por 55

Yp = —15(—2sen(2x) + 3cos(2x))

Yp = sen(2z) — =cos(2x)

por lo que la solucion es:

C;cos <£x> + Cysen <£x>
2 2

2 3
+ —sen(2x) — —cos(2x)

1y
y(x)=e 13 13

6. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial
(D*+9) y = 3sen(3z)

Solucién homogénea:

Empleando el concepto de polinomio diferencial

(D2 +9)y =0
Dy = 3i, Dy — —3i

cuyo conjunto fundamental es
{cos(3x), sen(3x)}
por lo que plantearemos la solucion homogénea como:
yn = Chcos(3x) + Cysen(3x)
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Solucién particular:
(D* +9)y, = 3sen(3z)
Yp = [DQJFQ} 3sen(3x)

si aplicamos la segunda propiedad

yp = [= 9+9} 3sen(3x)
yp = [§] 3sen(3z)

en éste caso el denominador se anula, lo cual indica que existe repeticién de raices
tanto en la solucion homogénea como en la solucién particular.
Para resolver éste inconveniente expresaremos a la funcién sen(3x) como e3*!

En éstas condiciones nuestra ¥, se considera como una y, compleja la cual podemos

1 )
y—p _ |: :| 36(32):1:

expresar como ¥,

D?2+9

anteponiendo la exponencial(tercera propiedad)

- — ,(3)x 1
Yp = e [(D+3i)2+9] 3

—_ 31)x 1

% = " [ orspiors) 3
Yp = = el [D2+6DJ 3
Yp = e(?ﬂﬂ [D(D1+6i)] 3

5] (5w 3

y_p = 6‘3’ "5 &)

3 3cis(0°) 3 . 1.
2) = 28T 2 is(270°) = -
(62’) 6eis(o0) — 510 = —5

recordemos

sustituyendo en la expresion anterior
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48

por lo que nos queda:

Uy = B (=) = (—%i) [cos(3z) + isen(3z)]

Up = —%xcos(?)x)z' + %xsen(&r)

como sen(3x) corresponde a la parte imaginaria de la férmula de Euler, implica que:

Yp = — 51’005(33:)

por lo que la solucion general es:

1
y(x) = Cycos(3x) + Casen(3x) — §xc0s(3x)

. Resolver

(D*+1) y = 4tcos(t)

Solucién homogénea:
(D*+1)y=0
Dlzi,DQZ—i

cuyo conjunto solucion es:
{cos(t), sen(t)}

por lo que plantearemos la solucion homogénea como:
yn = Chcos(t) + Casen(t)

Solucién particular:

(D? + 1)y, = 4tcos(t)

Yp = [Dg;ﬂ} 4tcos(t)
Obsérvese que se presenta repeticién de raices entre la soluciéon homogénea y la solu-
cién particular por lo que sustituiremos la expresién:cos(t) por e'', y aplicaremos

la tercera propiedad, esto es:

Yp = [D21+1] dte"
T = 4" | by ¢

yp = 4e t

" | prrapiil
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Y = 4¢" | prapia) ¢
|t

p = de [D2+12Di
Yp = de” [%} [D-}—Zi} t

Recordemos:
1 D
5% a2 T
20+ D 1
_1_D
2
D D?
% T 122

Up = (cos(t) + Zsen( )) (—zt2 +t)
U, = (tcos(t) + t*sen(t)) + (—t

como Q(t) = 4tcos(t) contiene al término cos(t) entonces nuestra y, correspondera
a la parte real de la expresién anterior

y, = tcos(t) + t*sen(t)

Por lo que la solucién general buscada es:

y(t) = Cicos(t) + Casen(t) + tcos(t) + t3sen(t)

Comprobacion:

[D? + 1] (tcos(t) + t*sen(t)) = 4tcos(t)

[t + 45| (D* 4+ 1)cos(t) + [t + 75| (D* 4 1)sen(t) = 4tcos(t)

t(D? 4+ 1)cos(t) + 45 (D? —i— 1)005( ) 4+ t3(D? + 1)sen(t) + 2t-5(D? + 1)sen(t) +
o *, (D% + 1)sen(t) = 4tcos(t)
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t(—=1+1)cos(t) +2D(cos(t)) +t*(—1+ 1)sen(t) + 2t(2D)sen(t) + 2sen(t) = 4tcos(t)
t(0)cos(t) — 2sen(t) + t2(0)sen(t) + 4tcos(t) + 2sen(t) = 4tcos(t)
4tcos(t) = 4tcos(t)

. Obtener la solucién general de

y — 2y + 5y = 8ze sen(2x)

Solucién homogénea:

Aplicando polinomio diferencial

(D*—2D +5)y =0
Dy =142 Dy=1-2i

cuyo conjunto fundamental tiene la forma
{e"cos(2x), e*sen(2z)}
por lo que la soluciéon homogénea planteada sera:
yn = Crecos2z + Cae®sen(2x)

Solucién particular:

Observando los términos de y, y @Q(x) podemos deducir que en toda la ecuacién
diferencial existen 3 parejas de raices complejas conjugadas repetidas.

Si el sen(2x) que aparece en Q(x) = 8ze®sen(2x) se expresa en forma compleja es
decir: sen(2x) = €**; entonces

x62ix

Yp = [m} 8re

1 T 21T
b = | ooy | Svete

Para simplificar las operaciones, primero antepondremos 8e”*

1
(D+1-1)2+4

1
D?+4

y—p: Sex |: :|x62i:p :8630 |: :|x62ix
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A continuacién antepondremos 2

= 8e"e™ [ o) @

8

7 — T ,2ix 1
T =8¢ |tk

Up = 8" (3) [pim) @

Recordemos:

1 1
E - WD + DR
4i+D | 1
1
—1—-%D
1 1 72
D+ (4i)2D
Aplicando algebra compleja se tiene
11
i
1 1
()2 — " 16

=8 ()[4

Como Q(z) contiene a sen(2z) que en el desarrollo de Euler corresponde a la parte
imaginaria se tiene que

Yy, = —x’e“cos(2x) + gexsen(Zx)

por lo que la solucién buscada es:

y(x) = Cie*cos2x + Cye*sen(2x) — x?e*cos(2x) + gexsen(2x)

9. Obtener
d3y

PPy . dy
e -0

di?  da

+38 — 4y
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donde
y = e*"tan(2x)

Soluciédn:

Aplicando el operador diferencial se tiene
[D? +8D* — 6D — 4] e**tan(2x)
Aplicando la tercera propiedad
e [(D +2)° +8(D +2)* — 6(D + 2) — 4] tan(2x)

Desarrollando
¢*" [D? + 14D* — 38D + 24] tan(2x)
Recordemos
D(tan(2z)) = 2sec?(2z)
D?*(tan(2z)) = 8sec?(2z)tan(2z)
D3(tan(2z)) = 32sec?(2z)tan?(2z) + 8sec* (2x)

Sustituyendo en la ecuacion anterior

e*" [(32sec®(2z)tan® (2z) + 8sec*(2x)) + 14(8sec®(2x)tan(2z)) — 38(2sec?(2x)) + 24tan(2z)]

Desarrollando el producto anterior se tiene:

[D? +8D? — 6D — 4] e**tan(2z) = 32e**sec?(2x)tan?(2x) + 8e**sec*(2x)
+112e**sec?(2x)tan(2x) — T6e**sec?(2x) + 24e**tan(2x)

1.6. Ejercicios Propuestos

Obtener la solucién general de los siguientes ejercicios

y' + 2y + 5y = e *(2x + sen(2z))

y =3y + 2y = xe”
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3.
yiv+y” :£L‘2+$
4.
yiv . 2yl,/ _|_ 2y// _ 2y/ + y _ 1
D.
Yy =3y +3y —y=elcos(2t)
6.
Y 42y +y =1+ 2cos(w) + cos(2w) — e** + w®
7.
yiv —y = 8€x
sujeto a
y(0) =0
y(0)=2
y// (0) — 4
ylll (0) — 6
8.
Y + 4y = t2sen(2t)
9.
y' + 9y = t*cos(3t)
10.
y/// 4 Sy// 4 3y/ i y = x26_3w
11.
y — 5y 46y = (12 — bsen(2z))e™™
12.
Y +4y + 5y = 102’ ¥ cos(z)
13.
y// + y/ o 2y _ $264x
Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gomez
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15.

16.

17.

o4

yiv . 4:l/l// + 6y// _ 4y/ + y _ egx

Y+ 4y + 4y = sen(V/2t)

y,L',U + 2ylll + yll _ 7t2

Y +2y = 4e®(sen(z) + 2cos(x))
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2
Sistemas de Ecuaciones

De la misma manera con la que hemos tratado las ecuaciones diferenciales es posible
hacerlo con los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes

aplicando las propiedades del operador diferencial ya vistas anteriormente.

Cabe aclarar que en las aplicaciones siguientes x,y,z,u,v y w seran funciones de t,

variable independiente.

Antes de comenzar a resolver sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneos o no
homogéneos veamos un ejemplo de la aplicacién del operador diferencial en forma matri-

cial.

verificar que los siguientes vectores son soluciones del sistema de ecua-

ciones diferenciales dados a continuacion

r =4z 4Ty
y =x—2y

expresemos este sistema en términos del operador diferencial y en forma matricial:

(% 05) (0)- ()
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sustituyamos en la expresion anterior el vector T es decir:

D—4 -7 —e ¥\
-1 D+2 e~ 3 B

realizando el producto matricial y simplificando, conforme a la propiedad del operador

diferencial correspondiente se tiene:
(D - (e~ \ _ [ (3= -7 | _ [0
—1(=e ) + (D +2)(e™?) —1(=e3) + (=3 +2)(e™¥) 0
a continuacién realicemos lo mismo con Ts
D—-4 -7 7e% [0
~1 D+2 et ) Lo

2.1. Solucion de Sistemas Homogéneos

A continuacién se presentard un ejemplo empleando el método de la matriz exponen-

cial y el planteamiento por medio del operador derivada.

Resolver

r = 4do+Ty (2.1)
y = x—2 (2.2)
sujeto a:
3
- 1)
SOLUCION

Solucién homogénea:
Empleando Matriz Exponencial:

El sistema en forma matricial es:

)50
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procedamos a determinar la ecuacién caracteristica del sistema y sus raices correspondi-

entes:

4—- A 7

} , A::M—Ax—z—m—7:-8—4A+2»+V—7:A”—%—J5:0

cuyas raices son

/\1:5}7)\2:—3

Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton tenemos:

edt = ﬁo + 5&1
e = fy — 34

edt 76_3t

. . - 365t+56_3t A
Al resolver el sistema se tiene que fy = *—2— y [ = <=

Sustituyendo en:
et = Bol + A

se tiene
A 3t +5e 10 et—eBt 4T
e - — + N
8 0 1 8 1 -2
por lo que:
At 1 7€5t + 6731‘/ 765t _ 767315
4 Ve 8 Pt _ =Bt Bt 4 7e—3t
Recordemos:

z, = ez (1))

aplicando la expresién anterior considerando ty = 0

r\ 1 [ 7 em TeM —Tem 3\ [ Tt —de”
y 8 e R I e | 5 ) et 4 4ot

Solucién homogénea:

Empleando el Operador Derivada

agrupando el sistema:
T —4dr—Ty=0
—x+y +2y=0
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podemos expresarlo por medio del operador diferencial D en forma matricial

D—4 -7 zy) [0
~1 D+2 vy \o
Establezcamos el polinomio caracteristico del sistema:

D—-4 -7
‘ =D*-2D—-15=(D+3)(D-5)=0

-1 D+2

cuyas raices caracteristicas son:
Dy=-3y Dy=5
por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema resulta ser:
{73, e} (2.3)

De la ecuacién (2.2) se observa que z tiene coeficiente 1 lo que no sucede con la ecuacién
(2.1) que tiene coeficiente 4; por lo que es conveniente escoger a y como funcién solucion,
pero esto no implica que no se escoja a x.
En estas condiciones:

yn = Cre™ + Cye™ (2.4)

de (2.2)
r=1y +2y=(D+2)y (2.5)

Sustituyendo (2.4) en (2.5)
= (D+2)y=(D+2)(Cre ™ + Cye®) = C1(D + 2)e " + Co(D + 2)e (2.6)
Aplicando la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:
= C1(=3+2)e’ + Cy(5 +2)e™

finalmente
Ty — —C’le*gt + 702€5t
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Verificacion de la solucién
D—4 -7 —01673t + 70265t B 0
1 D+2 Cre 3+ Che® )\ 0
Desarrollando

(D — 4)(—016731& + 70265t) — 7(01673]& + 0265t> B 0
(—1)(—016_3t + 702€5t> + (D + 2) (016_3t + Cg€5t) p

—Cy(D —4)e™ +7CH(D — 4)e” = 7C1e™ = T7Ce™ \ [ 0
Cre 3t — 70" + C1(D + 2)e™3t + Co(D + 2)e

Aplicando la primera propiedad del operador diferencial

—Cl<—3 — 4)6_3t + 702(5 — 4)€5t — 7016_3t —- 702€5t . 0
Cre 3t — 7Cye% + Cy (=3 + 2)e™3 + Cy(5 + 2)e™ 0

Comprobado.

apliquemos las condiciones a la expresion

x = —Cre 3 + 7Ced!
Yy = 016_3t + 0265t

dando por resultado el siguiente sistema

3:—Cl+702
5201+02

cuyas soluciones son C; =4y Cy = 1, las cuales al ser sustituidas dan como resultado:

r = _46*315 + 765t

y — 46_3t _|__ e5t

Una segunda alternativa para resolver un sistema homogéneo es:

consideremos el mismo sistema anterior cuyo conjunto fundamental de soluciones es

{63t, 65t}
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en estas condiciones podemos considerar a la solucién del sistema como:

T = Cle_gt + Cg@St
y = Cze 3t + Cye™

Siendo estas funciones soluciones del sistema homogéneo, debe verificar a cualquiera de

las ecuaciones diferenciales de dicho sistema, es decir:

T —dr—Ty=0
(D — 4) (016_3t -+ Cge5t) — 7(03€3t -+ C4€5t)
—7(01 + 03)6_3t + (Cg — 704)65t =0

como e~ 3

t v e5% son funciones linealmente independientes, la igualdad anterior se cumplird siem-
pre que C1 +C3 =0y Cy — 7C4y = 0 de donde C} = —C5 y Cy = 7Cy este método tiene
la ventaja de que el sistema puede expresarse en funcién de Cy y Cy o bien C3 y CYy,
puesto que la ecuacién caracteristica del sistema es de segundo orden y el niimero total

de constantes arbitrarias en las soluciones deben ser unicamente dos es decir

= Cre 3 4 Cye™
Yy = —016_3t + %C’ge‘%
o también
r = —Cse3 +7C,e
Yy = 036737& + O465t
Nota:Obsérvese que esta solucion, es la misma que la obtenida con el

primer método, con la unica diferencia en los indices, lo cual es correcto

puesto que las constantes son arbitrarias.

FEjemplo 2.3 Sea el sistema:

x/:y+z
y’zx%—z
z/:x—i—y

Al expresar este sistema por medio del operador derivada se tiene
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3

D -1 -1 T 0
-1 D -1 y | =120
-1 -1 D z 0

aplicando el determinante al sistema a fin de obtener el polinomio caracteristico

D -1 -1
1 D —1|=D[D*-1]+1[-D-1-1[1+D]=D*-3D—-2=0
-1 -1 D

cuyos valores caracteristicos son:
Dy=—-1,Dy=—1,D3=2
por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema es:
{e7t tet '}

Consideremos a z(t) como la combinacién lineal del conjunto fundamental, aunque se

pueden tomar a y(t) o a z(t)
x(t) = Cre™" + Cyte™ + Cye™ (2.7)
si restamos la segunda ecuacion a la primera para eliminar la variable z tenemos
y+y=a+z=(D+1x (2.8)
sustituyendo (2.7) en (2.8)

y +y = (D+1)[Cre" + Cote™ + Cye?
y+y = Ci(=1+1)e" +e'Co(D— 1+ 1)t + C5(2+ 1)e*
y +y = Che™t + 30 (2.9)

Mediante propiedades del operador diferencial, de (2.9)

v = (571) G + (557) 3Cse™ + (57) Ci
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1 1
y = eftcz(ﬁ(l))Jr(ﬁ)(30362t)+0467t

y = Chte '+ Cse® + Che™! (2.10)

Cy
D+1

gracién dividida entre el factor integrante e'.

Debe hacerse notar que el término ( ) no es una integral, sino una constante de inte-

Despejando z de la primera ecuacion, aunque también puede serlo de la tercera ecuacion

tenemos

/
2= —y

sustituyendo (2.7) y (2.10) se obtiene:

z = D(Cie '+ Cote™ + Cse®) — (Cote™ + Cze® + Cue™)

z = Cy(D)e "+ e tCy(D — 1)t + C3(D)e* — (Cote™ + Cse® + Cye™)

z = Ci(—1)e "+ Coe (1 —t) + C3(2)e* — Cote™" — Cse* — Cye™

z = (=C)+Cy—Cye”" —2Cste™ + Cse* (2.11)

A fin de eliminar una de las cuatro constantes arbitrarias sustituiremos (2.7),(2.10) y

(2.11) en la tercera ecuacion.

z/::c—i—y

esto da
= (D)((—Cl + CQ — C4)€7t — 202t67t + Cg@Qt)

Z/
7= (=1)(=Cy 4 Cy — Cy)e ™" —2e7'Co(D — 1)t + (2)Cse*
Z/ = (Cl — Cz + C4)e_t — 2Cge_t(1 — t) —+ 2C3e2t

De la misma forma

4y = (Cre + Cote™ 4+ Cze*) + (Cote™ + Cze* + Cye™)
X +y = (Cy1 + Cq)e* + 2Cyte* + 2Cge?

al igualar ambas expresiones observamos
-t
—3026 =0

como —3e~t es diferente de cero entonces la constante Cy = 0.

sustituyendo este valor de Cy en las ecuaciones x(t), y(t), z(t) se obtiene el siguiente sis-
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tema solucién:
z(t) = Cret+ Cie*

y(t) = Cg€2t + C’4e_t
Z(t) = —Cle_t + Cg€2t — 046_t

el cual al ser expresado de forma matricial se tiene:

x(t) et e 0 Cy
y(t) | = 0 e et Cs
2(t) —e7t e et C,y
o también
x(t) 1 0
y(t) | =Gy 0 |e"+Cs| 1 |e*+Cy 1 |e?
2(t) 1 1 .

Podemos generalizar el método de solucion a cualquier sistema lineal de cualquier orden

que tenga tantas ecuaciones como incognitas, ejemplo de ello es el siguiente.

Obtener la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales de se-

gundo orden homogéneo

' —y =0 (2.12)
¢ +3x4+y +3y = 0 (2.13)

SOLUCION

éste sistema se puede expresar en términos del operador diferencial y en forma matricial

(o7 053) (2)-(5)
D+3 D+3 y 0

cuyo polinomio diferencial del sistema:

COINo.

D? -D

=D*4+4D*+3D=D(D+3)(D+1)=0
D+3 D+3

cuyas raices son:
D1:O,D2:—3yD3:—1
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por lo que el conjunto fundamental de solucion es:

{1’ 6_3t, e—t}

Elijamos a z(t) como solucién del sistema
l‘(t) = Cl -+ Cze_t + C’ge_?’t (215)

de (2.12)
y=x 6 D(y)=Dz)

integrando la expresion anterior

D? Cy Cy
yzﬁx—kE:D(aj)%—ﬁ:D(:v)—l—Cu

Nota:Debe observarse que la constante de integracion deberd conser-

varse sitempre que esté multiplicada por cualquiera de las funciones del con-

junto fundamental[(1)Cyl, si esto no fuera asi dicha constante vale cero.

Sustituyendo (2.15) en esta tltima ecuacién y considerando que Cy es una constante

0t

de integracion y ademas el factor de integracién en este caso es e, se obtiene:

Yy = D(Cl -+ Cge_t + Cg€_3t) + 04
y=Co(=1)e" + Cs(=3)e ™ + (4 (2.16)
y(t) = —Cge_t — 3036_3t + Cy

A fin de eliminar una de las cuatro constantes,sustituiremos (2.15) y (2.16) en la ecuacién
(2.13):

T 4+3r+y +3y=0
(D +3)(C1 4 Cae™t + C3e™3) + (D + 3)(—Caet = 3C3e 3+ Cy) =0
3C, +2Che ™t —2Che t +3C, =0
30, +3C, =0
Cy,=-0C4
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De estd manera tenemos que la solucion del sistema es

X(t) = Cl + Cze_t + Cge_3t
y(t) = —Cl — Cze_t — 3C3e_3t

2.2. Sistemas no Homogéneos

La forma de solucién para este tipo de sistemas es similar en cuanto a la obtencién de
la homogénea asociada sin embargo en la solucion particular emplearemos muchas de las

propiedades del operador inverso.

Determinar la solucion del sistema

¥ = 6r+y+6t (2.17)
y = 4o +3y—10t+4 (2.18)

sujeto a x(0) =2, y(0) =1

SOLUCION

El sistema puede expresarse como

(02 ()= ()

a) Solucién homogénea:

’

xr = 6r+y (2.19)

7

y = 4xr+3y (2.20)
por lo que el polinomio caracteristico del sistema es

D—-6 -1

=D*—9D+14=(D-7)(D—-2)=0
—4 D-3

cuyas raices son:
Dy =7,Dy=2
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por lo que el conjunto fundamental del sistema es:
{e7t 62t}
De la ecuacion (2.19) se observa que si se conoce a z(t) es facil obtener a y(t) es decir:
x(t) = Cre™ + Cye* (2.21)

de (2.19)
y(t) = (D — 6)x(t) (2.22)

sustituyendo (2.21) en (2.22) se tiene
y(t) = (D — 6)(Cre™ + Cye)

y(t) = (7T —6)Cre™ + (2 — 6)Cye*
y(t) = Cre™ — 4Cye*

b)Solucién particular:

una forma de obtener la soluciéon particular es mediante la regla de Crammer, esto es:

! ot 2 D=3 (6t) + (=10t +4)
i = - — R
P D2—9D+4+14| —10t+4 D —3 D? —9D + 14 D2 —9D + 14
1 D—6 6t 4 D—6
= — = 6t —10t+4
T2 9D+ 14| 4 10t 44 D7 oD 1) T pr—op g a0

A fin de garantizar que z, y y, verifiquen simultdneamente al sistema, es recomend-
able (por experiencia) ligar las operaciones integré diferenciales de funciones semejantes,
cuando se tengan raices repetidas, en la ecuacion caracteristica y en los términos inde-
pendientes, como este no es el caso se pueden reducir los términos de cada solucién en

uno soélo, derivando y después integrando, es decir:

Lp = D2£)_Dg+14 (6t) + m(—mt +4)

del mismo modo
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Yp = D2z 9D+14(6t) + %736+14(_10t +4)

Yp = 57‘55:31(84t 34)

siendo en este caso la funciéon una polinomial, obtengamos su integral transformando el
operador inverso en un operador directo expresandolo como una serie infinita del operador
(D) hasta el término primera derivada, ya que las deméds derivadas anulan a —28t 4+ 10 y
84t — 34, es decir:

14 + (14)2D +.
14-9D | 1
-1+ 2D

9 81 12
_ﬁD + (14)2D

Aplicando el resultado previamente encontrado

Ty = P (—28t 4 10)
2y = (& + D) (<28t + 10)
= -gee - 0

——%+——§
Xp = —2t — 3
Yp = m(84t 34)
v = (& + 3= D) (34t - 34)

= - 3+ U

_ 34 | 54
Yp =6t — 37 + 15
yP:6t+%

verifiquemos si es solucién

D—-6 -1 —2t—2\ [ —2412t+Z-6t-12\ 6t
-4 D-3 6t 4 2 8t+ L 4+6— 18t — 2 —10t +4

cumple.

Siendo finalmente la solucién del sistema las siguientes funciones:

x(t) = C1e™ + Cpe? — 2t — 2
y(t) = C1e™ — 4Cye?* + 6t + %
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¢)Solucién particular:
Otra forma de obtenerla es mediante el operador inverso.

Puesto que la solucion particular verifica al sistema se tiene

<D—6 1 )(:cp):( 6t ) (229
4 D-3 Uy 10t + 4

o Adj(4)

det(A)

Recordemos:
donde Adj(A) es la matriz de cofactores transpuesta de la matriz A.
D—-6 -1
-4 D-3

D-3 1
D2—-9D+14 D2-9D+14
4 D—6

D2—9D+14 D2?2-9D+14

La inversa de:

S}

Si premultiplicamos a la expresién (2.23) por su inversa tendremos directamente las solu-
D-3 1
( Lp ) _ ( D*—9D114 D?—9D+14 ) < 6t )
4 D—6
Yp D*—9D114 D?—9D+14 —10t + 4

procediendo del modo anterior se llega a la misma solucion.

ciones buscadas.

:1:,,2—215—%
yp:6t+$

Aplicando las condiciones planteadas al principio, se forma el siguiente sistema:

2201%-02—%l
1=0Cy —4C, + ¥

al resolver el sistema encontramos que C; = % y Cy = %
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por lo tanto la solucién del sistema es:

x(t) = %e” + %eZt — 2t — ‘—;
697t 122t 10
y(t) = 827t _ 1262t 4 gp 4 10

Ejemplo 2.6 Resolver el sistema no homogéneo sujeto a las condiciones indicadas

T, = 311+ 210+ 2" (2.24)
Ty, = —2r—xo+e ! (2.25)

sujeto a

Este sistema en términos de D puede escribirse como:

D-3 =2 ry ) [ 27!
2 D+1 e |\ et
a)Solucién del sistema homogéneo

T, = 3+ 21, (2.26)
T, = —2x — Iy (2.27)

El polinomio caracteristico del sistema

=D*-2D+1=(D-1)(D—-1)=0

cuyas raices son:
Di=1,D,=1

por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema es:
fe!,te'}
consideremos las soluciones:
Ty = C’let + C’gtet

To = Cget + O4t€t
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de (2.26) observamos que

x) = 311 + 229
(D—3)x1 —225=0
(D — 3)(Che" + Cotel) — 2(Czet + Cyte’) =0
C1(D — 3)e! + Co(D — 3)tet — 2C3e* — 2Cyte! =0
C1(1 = 3)e' + e'Cy(D — 2)t — 2C5e" — 2Cytet =0
—2C"€e" + Cael(1 — 2t) — 2C3e — 2C,te’ =0
(—2C1 + Cy — 2C3)e! + (—2Cy — 2Cy)te! =0

quedando el siguiente sistema:

—201 + CQ - 203 - 0
—202 - 204 - O

donde Cy = —Cy 6 Cy = —Cy y C5 = % (—=2C, +Cy) 6 C) = %(—04 — 2C}) si la solucién

es puesta en término de C; y (5 la solucién del sistema se presenta como:

T = Clet + Cgtet
To = %(—201 + CQ)Gt - Cgtet

si se pone en términos de C3 y Cy la soluciéon tiene la forma:

To = C3€t + C4If€t
T, = % (—Cy —2C5) et — Cytet

b)Solucién particular del sistema
D-3 =2 T\ 27
2 D+1 T et
si premultiplicamos la expresion anterior por su inversa se tiene:
( o ) - ( Bip2e " + e )
—2 - D-3 -
Tap ool ool

Obsérvese que en éste caso los denominadores de los polinomios diferenciales no contienen
t

raices que generen a e *; o bien no se repiten raices D = —1 en la expresion anterior, por

lo que basta aplicar la primera propiedad del operador derivada para obtener la solucion,
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es decir:

T\ _ %264 + ﬁe’t _ let
Top (,1_721)2 2€_t + —(:11:13)2 e_t —26_t
Comprobacion:

D-3 -2 et 2t +det [ 2e7
2 D+1 —2et | e+ 0 S\ et
por lo que la solucién del sistema es:

X1 = Clet + C2tet + %eft
Xo = %(—201 + Cz)Et - Cztet — 2e_t

aplicando las condiciones del problema se obtiene el siguiente sistema

2=O1+%
4=3(-2C1+Cy) -2

al resolver el sistema encontramos que C; = % y Cy = 15.

por lo que la solucién al sistema es:

x1(t) = 2ef+ 15tef + Le*
x2(t) = 6e* —15te* — 2e*

Resolver

r = x—1y+ecos(t) (2.28)
y = x+y+esen(t) (2.29)
sujeto a
1
()
SOLUCION

expresando el sistema de forma matricial empleando el operador diferencial tenemos

D—-1 1 x|\ [ ecos(t)
-1 D-1 y |\ esen(t)
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Solucién del sistema homogéneo

el sistema a resolver es

r = x—y (2.30
y = x+y (2.31)
el polinomio diferencial del sistema

=D?>—-2D+2=0

D -1 1
-1 D-1

cuyas raices sSon
Di=1+i,Dy=1—7i

por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema es
{e'cos(t), e'sen(t)}
Si consideramos a y; como:
yn = Chelcos(t) + Cye'sen(t)
entonces, de (2.31) tenemos:

r=y —y=(D—1)(Crelcos(t) + Coe'sen(t))
x = e'C1D(cos(t)) + e'CaD(sen(t))
xp, = —Chetsen(t) + Caelcos(t)

Solucién particular del sistema

El sistema a resolver es:
D—-1 1 xp, \ [ €'cos(t)
-1 D-1 yy |\ elsen(t)

D -1 1

- m(etcos(t)) - m

Usando Crammer

1
- D2—-2D+2

e'cos(t) 1

e'sen(t) D —1 (sen(®))

Tp
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1
- D2-2D+2

D—-1

m(etsen(t))

Yp

D —1 e'cos(t) ‘ 1

1 etsen(t) = (D . 1)2 + 1 (etCOS(t))+

En éste caso se observa que las raices del denominador del operador diferencial, generan
términos semejantes a los contenidos en los términos independientes, como puede verse
en el conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo.

Aplicando tercera propiedad, las expresiones de z, y v, se transforman en:

A fin de garantizar que z, y y, verifiquen al sistema consideremos como integrales base a

las expresiones:

1 (t) 1
D2+1COS Y D?2+1

Estas integrales se pueden obtener recurriendo a la integral de la exponencial compleja

sen(t)

et es decir:

D21+1 (e") = ¢ <(D+§)2+1> (1) = ¢ (D2+25i71+1) (1) =

o (b)) = ¢ () (52) () = € (3) = e (~4) = (~3t0)

Usando la formula de Euler

—~
—_

1 ti

L. : 1 1
it = —étz(cos(t) +isen(t)) = étsen(t) — z(Etcos(t))

De esta ultima expresion se obtienen:

prrrcos(t) = tsen(t)
Dz;ﬂsen(t) = —1tcos(t)
Considerando estas integrales como base se tendrd que las expresiones de x, y y,, se
reducen a:

x, = e'D (Ltsen(t)) — €' (—3tcos(t))
x, = €' (Lsen(t) + Stcos(t)) + Lte'cos(t)
x, = telcos(t) + se’sen(t)
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Del mismo modo:
yp = €'D (—3tcos(t)) — €' (—3tsen(t))

yp = €' (Stsen(t) — Lcos(t)) + Lte'sen(t)

yp = te'sen(t) — elcos(t)

la solucion general del sistema serd entonces:

z(t) = —Che'sen(t) + Cac'cos(t) + telcos(t) + 1esen(t)
y(t) = Cieleos(t) + Coelsen(t) + telsen(t) — Sefcos(t)

Agrupando términos semejantes

z(t) = —(Cy — 3)e’sen(t) + Caelcos(t) + tefcos(t)
y(t) = (C1 — 3)e'cos(t) + Cre'sen(t) + tetsen(t)

Obsérvese que (C] — 1) se repite en ambas expresiones, luego se puede sustituir por otra
2 )

constante por ejemplo (C — %) = (5 por lo que las expresiones anteriores quedan:

x(t) = —Cgze’sen(t) + Czetcos(t) + tetcos(t)
y(t) = Csefcos(t) + Cae'sen(t) + te'sen(t)

aplicando las condiciones z(m) = 1 y y(m) = 1 nos queda el siguiente sistema

1=—-Ch ™ — me™
1= —Cgeﬂ
cuya solucibn es C3 = —e "y (Cy = —e " — 71

sustituyendo las constantes en la solucion general se tiene

—e ™ — 7)etcos(t) + tetcos(t)

x(t) = e "e'sen(t) + (
)+ (—e™™ — 7)e'sen(t) + te'sen(t)

y(t) = —e "etcos(t

Dado el sistema de ecuaciones de sequndo orden mo homogéneo, Obtener

su solucion general

g -y =t (2.32)
g 434y +3y = 2 (2.33)
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aplicando operador diferencial tenemos

cuya ecuacion caracteristica

D*> -D
' =D*D+3)+D(D+3)=D*+4D*+3D=D(D+1)(D+3)=0

D+3 D+3

cuyas raices son:

D1 :O,Dgz—l,Dgz—?)

por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema es:
{1,e7,e7}

a)Solucién homogénea
El proceso de solucion se puede observar en el ejemplo 2.4, por lo que la solucion del
sistema homogéneo es:
x=C1 4+ Chet + Cye3t
y=—C) — Che ™t —3C3e™3

(o7 ot ) () (5)

b)solucién particular

El sistema a resolver es:

Usando Crammer

X 1 t D |___ D3 D )
T D31 4D 43D |2 D+3| DD*+4D+3)" " D(D?+4D +3)
B 1 D | D+3 . D? )
T DS 14D 43D| p+3 2| DD*+4D+3)" " D(D2+4D +3)

En éste caso se tienen raices repetidas, luego se deben relacionar las operaciones inte-

gré diferenciales de términos semejantes, después de simplificar lo mas que sea posible; es
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decir:
_ D+3 D
Tp = D(D2—:LD+3) (t) + D(D?+4D+3) (2)
_ 1 D+3 1
Tp = 5(D+3)J(FD+1) (t) + D2+4D+3<2)

55 (t) + o (2)

» — D D+1
_ D+3 D?
Y =707 D2+_|;1D+3) (t) + D(D?+4D+3) (2)
_ 1 D+3 D
Yp = _BWM@ + D2+4D+3(2)
YW=—75 D}&-l (t) + D2+143D+3(2)

En este caso se observa que al aplicar las simplificaciones se obtienen expresiones similares,

las cuales pueden actuar como nuestras integrales bases, en los casos en que esto no se

cumpla, no es recomendable efectuar dichas simplificaciones, esto es:

_ 1 1 1
Tp = 5551 (t) + Frrmrs(2)
2)

11 D
Y = —5 511 (t) + prrapys(

De las expresiones anteriores se observa que las integrales base son

1

1 1
——(t —(2
o1 Y Drapi3?
Recordemos que:
1-D+...
1+D| 1
-1-D
Entonces:
=5 (51) () +3
5y = 51— D)(t) +2
o= Bt~ 1) = 1+
T, =3t> —t+32
v =5 (5) O+ D(3)
yp=—5(1—D)(t)
b= bt -1 =~ (3~ 1)
yp = —3t2+t

por lo que la solucién al sistema es

x(t) = C1 + Cae * 4 Cze 3t + 2t2 — ¢t + 2

y(t) = —Cl — Cze_t — 3036_3t - %t2 +t
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Ejemplo 2.9 Resolver

(D-1Nz+ (D*+1)y = 1 (2.34)
(D* -~V +(D+1)y = 2 (2.35)

cuya representacion del sistema es

g —z+y +y=1
x//_x+y/+y:2

como se puede observar el sistema se puede expresar

(5 520) (0) ()

SOLUCION
D—1 D?+1

= (D-1)(D+1)—(D?*-1)(D*+1) = (D*-1)—(D*-1) = D*-D*=0
D1 pag |~ PDOE)= DDA = (D= 1)~ (D)

por lo que la ecuacién caracteristica del sistema es A2 — \* = 0, cuyas raices son

A =0
N ox oy =] 20
A3=1
A=—1
lo que indica que el conjunto generador es
{1,t,e', e}
Solucién homogénea:
P —z+y +y = 0 (2.36)
g —z+y +y = 0 (2.37)
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Sea x la solucién del sistema homogéneo, vease el conjunto fundamental anterior
zp = C1 + Cot + Cze' + Cye™

de (2.37)
(D+1)y=(1-D?x
(D +1)y = (1 — D*(Cy + Cot + Cse' + Cye™)
(D+1)y=Cy + Cot + [1 — (1?)]Cs¢e’ + [1 — (12)]Cye?
(D+1)y = C; + Cat
y =5+ 55t + Cse™
y=C1 4 Cy(1 — D)t + Cse?
yp = C1 + Oyt — Co + Cxe™?

a fin de eliminar una de las cinco constantes arbitrarias, se procede a sustituir el valor de

xy de y en (2.36),es decir:

x'—x+y”+y:0
(D—-1)z+(D*+1)y=0
(D —1)(Cy + Cot + Cset + Cae™) 4 (D? + 1)(Cy + Cot — Cy + Cse™t) = 0
(Ca+ Cse’ = Cye™) — (C1 + Cot + Cze’ + Cae™) + (Cse™ + C1 + Cot — Ca + Cse™) =0
(—C1 + Cy — Oyt — 2C ") + (C) — Cy + Ot +2C5¢74) =0
—2C4e P +2C5et =0

por lo que C5 = C; entonces las soluciones

xp, = O + Oyt + Cset + Cyel
yp = C1 — Cy + Cot + Cye™?

las cuales expresadas de forma matricial son

Solucién particular
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D—1 D?+1 | 1
D2—1 D+1 v |\ 2

como las soluciones particulares satisfacen al sistema, premultiplicaremos por la inversa

Sea el sistema

de la matriz operacional, esto es:

D41 —-D%—1 1

Tp \ _ [ D2a-D?) D2(1-D?)
- —D241 D-1 92

Yp D2(1-D?) DZ(1-D?)

Notese que existe repeticion de raices tanto en el conjunto solucién como en el término a

resolver, por lo cual es aconsejable no simplificar.

Si multiplicamos por —1 a la matriz anterior se tendra:

D+1 —D%—1 1

Tp \ _ [ =Dxp2=1) <=—D2(D2-1)
o —D341 D—1 2

Yp “D2(D?-1) _—D2(D%-1)

Obsérvese que la operacion integro diferencial que nos permite interrelacionar la solucion

del sistema es: )

D*(D%— 1)

Aplicando dicha operaciéon obtenemos:

(zvp ) ( ( —(D+1)2(=1) + (D* + 1) = (~2) )
1

Yp
<xp ) _ ( —(D + 1)(=12) + (D> + 1)(~?) )
Up —(=D* + 1)(=3t*) — (D = 1)(—#?)
[ —(—t =)+ (—2—1t?)

w ) \ (=3 (-2t +8)

T, \ —%tz +t—-2
Yp —3t2+2t—1
por lo que la solucién del sistema es:

x(t) = C1 + Cat + Cze * 4+ Cuet — 2t2 +t — 2
y(t)=C1 —C2+Cat + Che* — 22+ 2t — 1
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Determinar si es posible, un sistema de ecuaciones diferenciales que tenga

por solucion a las funciones siguientes

z(t) = Op+ Cye® (2.38)
y(t) = —C)+ Cye* (2.39)

Soluciédn

De las ecuaciones anteriores se deduce lo siguiente
1. El sistema debe ser homogéneo

2. Como el nimero de funciones z(t) y y(t) es igual al niumero de constantes C y Cs,

el sistema es de primer orden en x y .

3. El sistema es de coeficientes constantes y la ecuacién caracteristica de su matriz

tiene como raices o valores caracteristicos a D; =0y Dy = 2.
Las soluciones z(t) y y(t) pueden escribirse también como:
z(t 1 e C
) _ ' (2.40)
y(t) -1 e* Coy

Este problema se puede resolver de las dos maneras siguientes:

a) Premultiplicando (2.40) por la matriz inversa de

1 e

—1 e
Adj(A)
det(A)

recordemos

ATl =

encontramos que la inversa de la matriz es

es decir:

(=) 00)-(E)
=AY
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al derivar con respecto a t se tiene

al simplificar
37 (1) = 3y (t) (o0
—e 2y(t) — e 2y (t) + %6*2%/ (t) + %e*%y/(t) 0

z(t)+y(t) = 2x(t)+2y(t) (2.42)

Sustituyendo en (2.42) 4/ (t) por z'(t), (2.42) se reduce a:

21 (t) = 2z(t) + 2y(t)
z(t) = z(t) + y(t) (2.43)
Del mismo modo z" por y en (2.42)

2y (t) = 2x(t) + 2y(t)

y (1) = 2(t) +y(t) (2.44)

El sistema buscado es entonces:

2 (1) = x(t) +y(t) | ( 2 (t) ) _ ( 11 ) ( 2(t) >
y () =xt)+yt) \ vy 11 y(t)

b) Otra forma es determinando la matriz de coeficientes del sistema.

De (2.40)
a(t) = ( L )

la cual es una matriz fundamental.

Por lo que podemos obtener (e*) a partir de ella; es decir:
e = (1) C i (@)

si sustituimos ¢ = 0 en () y aplicamos la propiedad de e que dice eAt{ o = 1 se tiene
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I=¢(0)C
es decir
= /-l
C=[00)] i, ()
sustituyendo () en («)
— o T 1
e = 6(t) [4(0)]
esto es
At 1 e 5 —3 s+ie?  —2ZeX
T L e 11 - “lylez 1y len
sabemos ademéas que
d o2t Q2 11
A (LA _ -
dt(e )t—O <€2t 62t>t:0 (1 1)

11
11

(t)

y(t)

() ()

Determinar de ser

tengan por solucion a las funciones

posible, un sistema de ecuaciones diferenciales que

stquientes:
Cl + CQQit + 0367& 245)
—Cl - Cgeit — 3036737& (246)

de las ecuaciones anteriores se deduce

1. El sistema que se busca es homogéneo pues las ecuaciones anteriores contienen

t

soluciones fundamentales {1,e~*, e™3} y tres constantes arbitrarias C1, Cy, Cs.

2. El sistema es de coeficientes constantes, ya que la ecuacién caracteristica tiene como

valores propios a Ay =0, \; = —1y A3 = —3.

3. La suma del orden de las derivadas en x y en y es tres y el sistema tiene iinicamente

dos funciones de x y y por lo que el sistema puede ser:
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= De segundo orden en z y primer orden en y

= De segundo orden en y y primer orden en x

Considérese el primer caso; para ello generaremos una tercera ecuacion diferencial derivan-
do (2.45) respecto al tiempo para tener un sistema con tres constantes arbitrarias y tres

funciones

l‘(t) = 01 + Cge_t + Cge_gt (247)
(t) = —Che™t —3C5e (2.48)
y(t) = Cl - Cgeit — 30367& (249)

x 1 et e 3t 4
| = 0 —et —3e % C,
—1 —et —3e73 Cs

al multiplicar toda la expresion por la matriz inversa de

1 et e~ 3t
0 —et —3e3

—1 —et —3e3

se obtiene lo siguiente

0 1 -1 T 01
3.t .t 3.t N

e e e z Cy
1,3t 1,3t
—3€ 0 —3e Y Cs

0 1 —1 T 0 0 0 T

3.t .t 3t " 3t Ut 3t ! _
5€ e 5€ T + 5€ e 5€ T
1,3t 1,3t ’ 3,3t 3,3t

5€ 0 5€ Y € 0 5€ Yy
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al desarrollar las multiplicaciones y sumas respectivas nos encontramos con

-y =0 (2.50)
3z+a2 -2 +3y +3y = 0 (2.51)
¥ 4+3r+y +3y = 0 (2.52)

El sistema de ecuaciones requerido es finalmente.

-y =0 (2.53)
T +3z4+y +3y = 0 (2.54)

ya que la ecuacion (2.51) se reduce a la ecuacién (2.52) al sustituir =" por 3.
Si las soluciones fueran tales que el sistema no fuera homogéneo, se procede de la siguiente

manera.

Determinar el sistema de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones son:

1
x(t) = Cp+ Coe '+ 5752 —t (2.55)
1 2
y(t) = —Cl - Cgeit - 5752 +t+ § (256)

Separando las soluciones del sistema homogéneo asociado al sistema no homogéneo se

procede como en el caso anterior para obtener el sistema homogéneo.

=12t
{ = (2.57)

Por otro lado sabemos

1 2
Yp = _§t2 +1+ 3

verifican al sistema no homogéneo; obteniéndose de este modo los términos independientes

de cada ecuacion del sistema es decir:

T, = AT, + b(t) = b(t) = T, — AT,

de (2.53) sabemos

bi(t) =1, -y,
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y sustituyendo (2.57) se obtiene que:

bi(t)=(1) = (—t+1)=1+t—1=t

de (2.54)
bo(t) = x, + 3z, + y, + 3y,

al sustituir (2.57) se tiene que:

bo(t) = (t— 1)+ (32 = 3t) + (=t + 1) + (-3 + 3t + 2)
)
luego el sistema de ecuaciones diferenciales es:

x// - y/ — t
x/+3x+y/+3y:2
Ver ejemplo 2.8.

2.3. Ejercicios Resueltos
A continuacion se presentan algunos ejercicios para reforzar lo aprendido con anteri-
oridad.

1. Obtener la solucién general de

r = v+y—t—1 (2.58)
y = doty—4t—2 (2.59)

Soluciédn:

Este sistema puede escribirse en términos de D = % cOmo:

D-1 -1 _ —t—1
xTr =
-4 D-1 —4t — 2
solucién homogénea:

i

r = x4y (2.60)

!

y = dz+y (2.61)
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El sistema homogéneo se puede representar como:

() 0)-0)

por lo que el polinomio caracteristico del sistema es:

‘D—l ~1

-4 D-1

(D-1)?*-4=D*-2D-3=(D-3)(D+1)=0
cuyas raices son:

D1 =3 y D2 =—-1
por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

{e”,e7'}

se plantearan las soluciones del sistema como:
Tr = 0163t + CQG_t
y = Cse3 + Cpe™?

sustituyendo las expresiones anteriores en cualquier ecuacién de (2.60) se tiene:

(D—-1)z—y=0
(D —1)(C1e* + Cae™) — (Cse® + Che™) =0
(3—=1)C1e3 + (=1 — 1)Cae™ — Cse3 — Che™t =0
(2C1 — C3)e® + (—2C5 — Cyle ' =0

se encuentra que C5 = 2C y que Cy = —2C5 dando como resultado

Ty = Clegt + Cgeit
yp = 2013t — 2C5e™!

solucidén particular:

como la solucion particular satisface al sistema tenemos:

() () -5

Jestus Edmundo Ruiz Medina
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premultiplicando por la inversa del sistema obtenemos:
D—1 1
( Lp ) _ ( D’—2D—3 D2—2D—3 ) < —t—1 >
4 D—1
Yp D?—2D—-3 D2—2D-3 —4t -2

v\ _ [ praps(—t— 1)+ prap(—4t —2)
Yp prmap (—t — 1) + peap=s (—4t — 2)

Notese que no existe repeticion de raices entre la soluciéon homogénea y la particular

donde

por lo cual procederemos a simplificar, esto es:

Yp praps(—4t—4—4+4t+2) 7=55=3(—6)

recordemos
1 2
—3 + §l) +
1 2D
3
2 4 2

(xp > _ ( (_%+52)D)(_3t_2) ) _ ( t+§—
Yp (_% + %D)<_6) 2

al desarrollar se encuentra

e[
N—

por lo que la solucién general del sistema es:

X(t) = Cle3t + Czeit + t
y(t) = 20183t — 2(3267t + 2

z(t) \ [ e et C, N t
yt) |\ 2% —2et Csy 2

r = —r+3y (2.62)

/

y = —2x+4y (2.63)

6 bien:

2. Resolver
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sujeto a

SOLUCION

El sistema se puede expresar como:

D+1 -3 z\ (0
2 D-—4 y ) \o
el polinomio caracteristico del sistema

D+1 =3
2 D -4

‘—(D+1)(D—4)+6—D2—3D+2—(D—l)(D—Q)—O

cuyas raices son:
D1 =1 y D2 =2

por lo que el conjunto fundamental del sistema es:
{ et7 €2t}
plantearemos la solucién:
X = Clet + C2e2t

De la ecuacion (2.62)
(D+1)z—3y=0
y=3(D+1)[Cre" + Coe*]
y = 2Cye* 4 Cye?

Aplicando las condiciones se forma el siguiente sistema:

2=C1+Cy
1=2C1+Ch
cuya solucién es €7 = 3 y Cy = —1. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones

anteriores se tiene:
x(t) = 3et — e

y(t) = 2et — et
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3. Resolver
T +y +x+3y=t
20" + 2 + 20+ Ty =3

SOLUCION

Al aplicar el operador derivada el sistema se puede escribir como:

D*+1 D+3 x\ [t
2D2+2 2D +7 y )] \3

Solucién homogénea:

el sistema a resolver es:

g 4y +x+3y = 0 (2.64)
20 +2 +20+Ty = 0 (2.65)

cuya representacion matricial es:

D>+1 D+3 z) [0
29D2 +2 2D+ 7 y ) \o
que tiene como polinomio caracteristico a

D*+1 D+3

D249 9D 17 = (D*+1)2D+7)— (2D* +2)(D+3)=D*+1=0

cuyas raices son:

DlzlyDQZ—Z

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

{cos(t), sen(t)}

Sea
xp, = Cycos(t) + Cysen(t)
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de la ecuacién(2.64)

(D+3)y=—(D*+1)x

—(D?* + 1)[Cicos(t) + Casen(t)]

—(=1+ 1)[Cicos(t) + Casen(t)]
(D+3)y=0

_ 0 Cs 5t
Yn = pys T oo = Cae

(D + 3)
(D +3)

Y
Y

3t

Como e™°" no aparece en el conjunto fundamental de soluciones se concluye que

C3 =0, por lo que:
yn =10

Solucién particular:

El sistema a resolver es:

D?*+1 D+3 , \ [t
2D*+2 2D+7 Yp 3

premultiplicando por la inversa del sistema

T 2D+7 _ D+3 ¢
p - D?+1 D2+1
- _2D%4+2 D241 3
Yp D2+1 D241

Se observa que no existen raices repetidas y por lo tanto:
Ip 2DDQII (t) — DD2131 (3) _ D21+1 (7t =7)
= b b =
Yp _21:]))2:12 <t> + 3211 <3) D21+1 (_Qt + 3)

esto implica que:
Ty \ =7
Yp —2t+3

sumando las soluciones homogénea y particular se encuentra uno con:

x(t) = Cycos(t) + Casen(t) + 7t — 7
y(t) = —2t + 3

Este dltimo resultado (y(t)) se obtiene si de la segunda ecuacién se resta el doble

de la primera.
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4. Resolver
x4+ 2+ 3y =t
—x4y —2y=3
sujeto a
6
z(0) =
o-(_3)
SOLUCION

El sistema se puede representar de forma matricial como:
D+2 3 r\ [
-1 D-2 Y 3

El sistema a resolver es:

Solucién homogénea:

¢ +22+3y = 0 (2.66)
—x4y —2 = 0 (2.67)

cuya representacion matricial es:

D +2 3 z\ [0
1 D-2 vy \o
el polinomio caracteristico del sistema es:

‘D+2 3

-1 D_Q‘:(D+2)(D—2)—|—3:D2—1:(D_|_1)(D_1):0

cuyas raices son:

D1 =-1 y _D2 =1
por lo que el conjunto fundamental solucién es:
{e',e”'}
Para este caso propondremos:
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y, = Cre ! 4 Chet
de la ecuacién (2.67)
-4+ (D—-2)y=0
v = (D -2y

T = (D — 2)[01€_t + Cget]
r=(—1-2)Cie "+ (1 —2)Cye’

por lo que
Th = —301€_t — Cget

Solucién particular:

El sistema a resolver es

D+ 2 3 T, \ [T
~1 D-2 vy |\ 3
Aplicando Crammer se tiene

1 t 3 D—2Zf 3 5
x, = —— o —_
P D2_113 D—29 D2 —1 D?2—1

_ 1 |pr2e)_ 1 Di2,
TR 1| -1 3| T DE-1 D21

Notese que no existe repeticién de raices, por lo tanto:

T, F(1—2t—9) = 55— (-2t —8)

= D21 D21
Yp = s (t +6)

Al desarrollar
T, =2t+8

Yp=—1—06

por lo que la solucién buscada es:

z(t) = =3C1e " — Coe! + 2t + 8
’y(t) = C’le_t + Cget —t—6
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Sustituyendo las condiciones en la solucion general se forma el siguiente sistema:

6=—3C, —Cy+8
—5=C,+Cy—6

Al resolver el sistema se encuentra que C7 = % y Cy =

N |

por lo que la solucion es:

5. Resolver
g —2r4+y—z=1

204y +y—22=0
—r+y+2 —2:=2

este sistema puede ser representado en forma matricial como:

D -2 1 -1 T
-2 D+1 =2 =
—1 1 D -2 z

SOLUCION

cuyo polinomio caracteristico es:

-2 D+1 -2 |=D*-3D*+3D—-1=(D—-1>=0

Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

T —24+y—2z = 0 (2.68)
24y +y—22z = 0 (2.69)
—r+y+2 —22 = 0 (2.70)

cuya representacion matricial en términos del operador derivada es:
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D —2 1 —1 T
-2 D+1 =2 y | =
—1 1 D -2 z

Las raices del polinomio caracteristico son:
Di=Dy=D3=1
por lo que el conjunto fundamental de solucién del sistema es:
{e' te!, t*e'}

De las funciones soluciones se propone a x como la combinacién lineal de éste con-

junto fundamental; es decir:
x, = Crel + Cytel + Cste!

A fin de resolver el sistema homogéneo lo primero que se tiene que hacer es eliminar
una de las variables de dicho sistema, que en este caso serd z.

Si multiplicamos a (2.68) por menos dos y la sumamos a (2.69) tendremos:

(=2)(z' —2r+y—2=0)+(-20+y +y—22=0)
(22 +4r -2y +22=0)+ (22 +y +y—22=0)
—22 + 2 +y —y=0
—2D-2)z+(D—-1)y=0

Al desarrollar

(D—-1)y=2(D—1)x
(D — 1)y =2(D — 1)[Che" + Cate' + Cst?el]
(D — 1)y =2(1 — 1)Cie + 2e'Cy Dt + 2 C3 Dt
(D — 1)y = 2Cq¢" + 4Cstet
y = 2%e! + 2 ¢tet 4 Cyet
y = e'(2C5) 5 (1) + €' (4C5) 5 (t) + Cye
yp = 205tet 4+ 2C5t%et + Oyt

Finalmente de la ecuacién (2.68) se obtiene z
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(D-2)x+y—2=0
z=(D—-2)z+y
z = (D —2)[Cye + Cote! + Cst?el] + [2Cqtet + 2Cst%et + Cyel]
z=(1-2)Cre" +e'Co(D — 1)t + ' C5(D — 1)t? + 2Cyte! + 2C3t%e' + Cyet
2 = —Chel + Cre! — Cyte! + 2C5tet — Cst?el + 2C5tet + 2C5t%et + Cyet
2 = —Crel + (1 +t)Coel + (2t + 12)Cael + Cyel

A fin de eliminar una de las constantes se sustituyen las expresiones de [xy, yn, 21
en la ecuacién (2.70):
—z+y+(D—-2)z=0

Desarrollando:

—(Cret + Cyte! + Cst?e’) + (2Cqte! 4+ 2C5t%e! + Cyet)
—Cet — Oytet — Cst?et 4+ 20, tet + 205t%et + Cyet
—C’let + Cgtet + C3t26t + C46t

(D —2)z
(D —2)(=Cre' + (1 +t)Cae’ + (2t + 1*)Cse’ + Cye')
(1= 2)(=Cyet) + etCo(D — 1)(1 +t) + €' C3(D — 1)(2t + £2) + (1 — 2)Cye!
Cret +e'Cy(1 — 1 —t) + e'C3(2 + 2t — 2t — 12) — Cyet
Cret — Cotet + 2C5et — Cst?e! — Cyet

Realizando la operacion planteada:
—r+y+(D—-2)z2=0

(—C’let + CQt@t + Cgtget + C46t> + (C’let — CQtet + 2036t — Cth b C46t) =0
2C3et =0

como 2¢! es diferente de cero, esto implica que Cs = 0.

Por lo que la solucién homogénea del sistema es:

xp, = Cret + Osytel
yn = 205te! + Cyet
zp = (—Ch + Cy)e' + (14 t)Coe’
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Solucién particular

El sistema a resolver es:

D-2 1 —1 z,
—2 D+1 =2 y | =
~1 1 D-2 %

Empleando Crammer se tiene

1 1 —1
S 0 D+1 =2 —LP_D(U+ D_l(m
B N B GRS E N RS
D—-2 1 —1
1 ) ) |=2D=2 2o
SR ) N R N CE
D —2 1 1
_ ! 2 D+1 0= D_I(U+[ﬂ_D@)
Al e B R e R

Notese que no existe repeticion de raices, lo que nos permite simplificar las expre-

siones anteriores a:

Yp = oo (—6) =6
%= pap(-1) =1

por lo que la solucién del sistema es:

X(t) = Clet + Cztet + 2
y(t) = 2Caote* + Cye* + 6
Z(t) = (_Cl + C4)et + (1 + t)Czet + 1

6. Dado el siguiente sistema

x"—l—2x/—|—x—3y'—3y:0
20 +1y —4y =0

sujeto a
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Obtener las condiciones faltantes.

SOLUCION
Determinacién de las condiciones restantes:
De la ecuacién
2z + y/ —4y =0

sustituyendo las condiciones se tiene

22(0) + ' (0) — 4y(0) = 0
2¢(0) + 0 — 4(0) = 0
2z(0) =0
x(0) =0

Derivando la ecuacién anterior se tiene:
! 1 !
20 +y —4y =0
sustituyendo las condiciones

22 (0) +y"(0) — 4y'(0) = 0
22 (0)+1—-0=0
x (0) = -1
De la ecuacion
x//—|—2x/+x—3y/—3y:0

Sustituyendo las condiciones
2" (0) +22'(0) + 2(0) — 3y (0) — 3y(0) =0

2’ (0)—14+0-0-0=0
x'(0) =1

7. Resolver el sistema
=z +3y—3e*

y = da + 2y — et
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Este sistema se puede expresar en términos del operador derivada como:
D-1 =3 x\ [ —3e*
—4 D-2 y |\ —4e

Solucién homogénea:

SOLUCION

El sistema a resolver es:

r = 43y (2.71)
y = 4dx+2y (2.72)

cuya representacion matricial es:

D—-1 -3 z) [0
—4 D-2 y ] \o
siendo el polinomio caracteristico del sistema:

D-1 =3

4 Do =(D-1)(D-2)—12=D*-3D—-10= (D —5)(D+2)=0

Solucién homogénea:

Del polinomio caracteristico se observa que las raices son:
Dl =35 y DQ = -2

por lo que tomaremos a:

x, = C1e® + Che™?

empleando la ecuacién (2.71)

(D—-1)z—-3y=0
Yy = %(D — 1)[C1e% + Coe™?]
y=3C1(5—1)e" + 10y (=2 —1)e >

__ 4 5t —2t
Ynh = 5016 — Cge

Solucién particular:
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D—-1 -3 Ty, \ —3e*
—4 D-2 y, |\ —de
premultiplicando por la inversa se tiene:

D—2 3 a2t

( Zp ) _ ( D?—3D—10 D?—3D—10 > ( 3e >
4 D-1 At
D?—3D—10 de

Yp D2-3D—10

Comparando los términos independientes con los del sistema homogéneo se observa

que no existe repeticion de raices, por lo que:

U prp15(—3€™) + prapre (—4€’) _§ pr—3p—0(—12¢")
Yp 555 16(—3¢”) + prigp g (—4e’) pr—3p0(—12e*)
Aplicando la primera propiedad del operador derivada

v\ _ [ wrsmen(12¢) ) =5 )
( 1 (_126215) :_3621% et

Yp @7=3@)=10

Finalmente la solucion del sistema es:

X(t) = CleSt + C2e_2t + et
y(t) _ %lcleSt _ C2e72t + e2t

8. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
T 2 1 x te?
= +
y —4 2 Y e?t
sujeto a
2
z(0) =
o-(3)

SOLUCION:
Esta ecuacién puede expresarse como:

() 6)-(5)
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Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

r = 2x+4+y
y = —4dx+2y

cuya representacion matricial es:
D—-2 -1 z\ (0
4 D -2 y 0
donde el polinomio caracteristico del sistema es:

=(D-22+4=D*-4D+8=0

D-2 -1
4 D -2

siendo las raices:

Siendo el conjunto fundamental solucién del sistema
{e*cos(2t), e*'sen(2t)}
por lo que plantearemos la solucién:
x, = Cre*cos(2t) + Coe* sen(2t)

de la expresion (2.73)
(D—-2)z—y=0

podemos encontrar la solucion de y;, esto es:

y=(D—2)x
y = (D —2)[Cie*cos(2t) + Cae* sen(2t)]
y = e? D[Ccos(2t) + Cysen(2t))
yn = —2C1e* sen(2t) + 2Cye* cos(2t)

Solucién particular:
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El sistema a resolver es:

(7))

si premultiplicamos ambos lados por la inversa de la matriz operacional se tendra:

D—2 1 2t
Tp \ _ | D2-aD+8 D?—aD+s te
—4 D—2 o2t
Yp D2—4D+8 D2?—4D+8

D—-2 2t 1 2t
( Tp ) _ ( D7-ip78'¢ + D2oapsC >
—4 2t D—2 2t
Yp p2-ip7ste T proapist

Obsérvese que no se tiene repeticion de raices, por lo que:

w\ _ [ pips(2€”)
Yp m (—4te*)

Aplicando la primera y tercera propiedad

( Tp ) _ ( oo (2¢%) > _ ( 1" > _
1 1
Yp —de” D=7 1) —4e* 5o (1)

Finalmente

|
VR
@I’~ I\DCIDH
T ¥
15
N~

z(t) = Cre*cos(2t) + Coe? sen(2t) + e
y(t) = —2C1e*sen(2t) + 2Coe* cos(2t) — te*

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene el siguiente sistema:

2=C1+3
2 =2C,

cuya solucién es C) = % y Cy = 1,sustituyendo los valores encontrados se tiene:

x(t) = 2e**cos(2t) + e**sen(2t) + 1e*

y(t) = —3e?'sen(2t) + 2e*'cos(2t) — te?*
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9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

"+ 32 +y" = tsen(t)
x/+3$+y/l—{—y/ :t2

SOLUCION
Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

g +32 +y = 0 (2.75)
434y +y = 0 (2.76)

Este sistema se puede representar de forma matricial como:
D? +3D D? z\ (0
D+3 D*+D Y 0

El polinomio caracteristico del sistema

‘ D2+3D D2

D+3 D24+D ‘:(D2+3D)(D2+D)_(D+3)(D2>:D?’(D+3)=0

donde sus raices son:
Dy =0,Dy=0,D3=0,D4y = -3
Por lo que el conjunto fundamental solucion es:
{1,t,#%, e}
Consideremos la solucion:
yp = C1 + Cot + Cst® + Cpe™

De la expresién (2.76)
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(D+3)z+ (D*+ D)y =0
(D +3)x = —(D? + D)[C} + Cat + Cst? + Cye™]
(D + 3)33 = _02 — 203 — 203t — 6046_3t
Co 2C3 2C5 t — 6C, 67315 + 056*315

" D+3  D+3 D+3 D+3

xr =

11
5 oD
3+ D 1
1
~1-1iD
1 172

v = =30 — 505 — 2C5(3 — gD)t — 6Cse ' 5(1) + Cse™™
xp = —3Cy — 503 — 305t — 6Cyte™ + Cse™

A fin de eliminar una de las cinco constantes sustituiremos en la ecuacién (2.75)
(D*+3D)z + D*y =0
(D2 + 3D)[_%CQ — 303 — %Cgt = 6041567375 + C5673t] + D? [Ol + Cyt + 03t2 + O4€73t] =0

90y — 6C,e ¥ D(D — 3)t + 205 + 90,3 = 0
27046_3t =0

esto implica que C4 = 0, por lo que al sustituir se tiene

Ty = _%02 — %Cg — %Cgt + 0567315
yn = C1 + Cat + Cit?

Solucién particular

El sistema a resolver es

D?*+3D  D? T, \ [ tsen(t)
D+3 D*40D v ) 2

Empleando Crammer se tiene

1 tsen(t)  D? D*+ D D? ,
Tp = — < = ———tsen(t) - ———
D3(D + 3) 2  D*+D D3(D + 3) D3(D + 3)
B 1 D?>+3D tsen(t) | D+3 Fsen(t) + D*+3D ,
D D+3)| pys D3(D + 3) D3(D + 3)
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Simplificando
_ D+l 142
Tp = DQ(D+3)t56”(t) ~ Dot
Yp = —pstsen(t) + Dz?gi:%) t2

Obsérvese en este caso que los primeros términos de z, y v, no contienen raices
repetidas, por lo que pueden integrarse separadamente y simplificando lo més que
sea posible cada término, pudiéndose emplear la cuarta propiedad del operador
diferencial.

En el caso de los segundos términos tenemos raices repetidas, por lo que las opera-

ciones integrédiferenciables deben interrelacionarse; es decir

D+1 1 9
= ——  _tsen(t) - ———t
%= prn+ 3" Do
para la expresion
D+1
mtS@ﬂ(t)

si aplicamos la cuarta propiedad se tendra

%tsen(t)

(t+ 35) sRstgsen(t
D2?(D+3)—(D+1)(3D?+6D)

t%sen(t) + DD 13) sen(t)
D+1 —2D3—6D2—6D
tD2(D+3)sen(t) + DiDTr6D79) sen(t)
Aplicando segunda propiedad a la expresién anterior
2(—2D+3
—tisen(t) + W&Qn(t)
D41 D—3 —2D+33D—4
_tlg+3 possen(t) + 8D14 sp=asen(?)
— =203 5223;38677/(25) + —76%1;1}337128671(25)

=t(—2D — 4)sen(t) — (17D — 6)sen(t)

por lo que la expresién

D+1 1 2 17 6
ng)tsen(t) = —gtcos(t) - 5258671(15) - %cas(t) + 2—5sen(t)
Para el caso de la expresion
L
D+ 3
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Recordemos

por lo que la expresién

D+3 3 9 o7

Con los resultados previamente encontrados se tiene

_ _ D1 142
T, = D2(5+3)tsen(t) - 575t
x, = —itcos(t) — Ztsen(t) — tLcos(t) + wsen(t) — 5 (582 — 3t + &)
x, = —itcos(t) — Ztsen(t) — Lcos(t) + fsen(t) — §t° + 5t — &t
Del mismo modo
Yp = —%tsen(t) + %t2

—(t+ dD) s)sen(t) + (D +3) (&) (362 — 2t + )
— (DL) sen(t ( Br) sen(t) + (D + 3) (55t* — 513 + 512)
yp:t(%) n(t )—|—3S€7’L( )+%t3—2—?’7t2+ 2t + it — 213 4 242
yp = —tcos(t) + 3sen(t) + 5t* + %t

Otra manera de obtener el resultado es:

_ 1 2

l'p mtsen(t) (D+3)t
_ D43 2
Yo = —pirpygytsen(t) + piip gt

Empleando la sustitucién sen(t) = €' y aplicando la tercera propiedad se tiene

_ _ D+l "
Ty = mrprgtsen(t) — porat

_ __D+1 ti 1 2
Ty = D2(D+3) te” — D(D+3)tL

4 (D)1 1 42

Ip =¢€ (D+i)2[(D+i)+3]t N D(D+3)t

p gt D+(1+4) t— 142
P = © D31 (3130) D2+ (—3+6i)D—(3+i) . D(D+3)
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1 =346
3+i (3+i)2D +

—(3+14)+ (=3+6)D | 1
1D

—3+6i (=3+460)% 2
T34 D+ (344)2 D

Aplicando algebra compleja se tiene:

1 1340 3

3+i  3+i3—i 10
—346i _ —3+6i _ —346i8—6i __ 12+466i
(3+1)2 ~ 8+6i _ 8+6i 8—6i 100

por lo que la expresién

D+1

3—i 12+ 66i
D?(D + 3)

Dit
10 100

tsen(t) = (D + (1 +14)) | —

Del mismo modo

Sustituyendo se tiene

zp = (D + (1+1) [5Gt — B%] — 5 [§ — gD + 5 D%
3 3—1 4423 —54+787 1 1 2 2
= e [35 — - ] — 5[5t - 5t + 5]

vy = (=15 + %) + (55 — %) i = 55tt] = [58° — 51* + 53]
t

x, = (cos(t) + isen(t)) 32 — 350 — 5t — Sti] — [§6° — 512 + 2]

Debido a que en la solucion existe la funcion seno , emplearemos la parte imaginaria

del producto como nuestra solucién, esto es:

1 1 2 1 1 2
T, = —%cos(t) - gtcos(t) + %sen(t) — gtsen(t) — §t3 + §t2 — 2—715

Realizando el mismo procedimiento para y, se tiene:

Yp = —%teti + D2?gi3)t2
Up =~ gl + prpiy
yp = —€" D3+3D21i—3D—it + Dz?gi@ t?
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— gD+
—@'—3D\ 1

3

%

3 9 N2
D+ D

Por lo que la expresiéon de y, es:

D+3

= —¢"(i — 3D)t + —
yp e (7’ 3 ) +D2(D+3)

Al desarrollar se tiene:

yp = —€"(ti = 3) + (D +3) 35z [3 — 5D + 5 D?] 2
yp, = —(cos(t) +isen(t))(ti — 3) + (D + 3) gz [5t* — 2t + =]

yp = —tcos(t)i + 3cos(t) + tsen(t) + 3sen(t)i + (D + 3) [4t* — =t° + -t7]
yp = (3cos(t) + tsen(t)) + (3sen(t) — tcos(t))i + $5t* + =t

Agrupando términos finalmente se tiene:

1 2
— 3sen(t) — tcos(t) + —t4 + —t
yp = 3sen(t) — tcos(t) + Tl >
Finalmente:
x(t) = —3Cz— 3C;5 — 2C3t + Cse™ — lcos(t) + sen(t)
—+tcos(t) — 2tsen(t) — §t3 + 2 — 2t

10. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

¢ = 2x + 2y — 4cos(t)
y = 2x + 2y — sen(t)

Solucién

El sistema lo podemos expresar de forma matricial como:

D—-2 =2 v\ [ —dcos(t)
-2 D=2 Yy —sen(t)
Solucién homogénea:
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Sea el sistema

’

r = 2042y (2.77)

’

y = 2x+2y (2.78)
el cual, de forma matricial se representa:
D—-2 =2 x 0
(700 (0)-(0)
cuyo polinomio caracteristico es

=(D—-22-4=D*-4D=D(D—4) =0

D—-2 =2
-2 D=2

donde sus raices son
D1 =0 y D2 =4

esto nos dice que el conjunto fundamental de solucion del sistema es:

{L.e"}

Haciendo
Iy — C1 + C2€4t
y sustituyendo en la ecuacién (2.77)
(D—-2)x—2y=0
y=3(D-2)x

y = 3(D —2)(Cy + Cye)
y = 3(—2C 4 2Ce™)
yn = —C1 + Coe™

Solucién particular:
D—-2 =2 x, \ [ —4cos(t)
-2 D=2 Yp \ —sen(t)
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empleando Crammer se tiene

1 —4cos(t) -2 D -2 2
= —— % (4cos(t)) — ———(senl(t
= DF 4D | —senty D—2 | D—ap D)~ prgplsent)
1 D —2 —4cos(t) 2 D -2
= ——"  (4cos(t)) — —————(senl(t
PEDAD| 2 _sen(t) D7 —ap o) = pr—gp senl?)

Nuevamente obsérvese que no se tienen raices repetidas, por lo cual

xpz

—D2 5 (2sen(t) + 8cos(t))
Yp = ﬁ(—%os(t} + 2sen(t))

Como ambos términos tienen el mismo argumento, se puede obtener un operador

comun
1
D? —4D
Aplicando segunda propiedad
1 1 —4D +1 1
D2 —4D

4D —1
e  —AD—1-4D+1 =17 )

Sustituyendo la expresién anterior se tiene

z, = (4D — 1)(2sen(t) + 8cos(t))
Yp = 7= (4D — 1)(—9cos(t) + 2sen(t))

Desarrollando

a:p = +=(4D — 1)(2sen(t) + 8cos(t))
+ [8cos(t) — 32sen(t) — 2sen(t) — 8cos(t)]

x, = —32sen(t) = —2sen(t)

Tp

Del mismo modo

Yp = i(4D — 1)(—9cos(t) + 2sen(t))

Yp = 1= [36sen(t) + 8cos(t) + 9cos(t) — 2sen(t)]
Yp = L7

(17cos(t) 4 34sen(t)) = cos(t) + 2sen(t)
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Finalmente
x(t) = Cy + Cqe** — 2sen(t)

y(t) = —C1 + Cae®* + 2sen(t) + cos(t)

11. Resolver

sujeto a

SOLUCION:

Esta ecuacién puede expresarse como:

D-3 2 v\ [ sen(t)
-4 D+1 y |\ —cos(t)

Solucién homogénea:

El sistema homogéneo a resolver es:
/

r = 3r—2 (2.79)

!/

y = 4dx—y (2.80)

el cual matricialmente es representado como:

D -3 2 z\ (0
-4 D+1 Y 0
cuyo polinomio caracteristico es:

D -3 2

=(D-3)(D+1)+8=D*-2D+5=0
—4 D+1

cuyas raices son:
Di=1+2ryDy=1—-2

por lo que el conjunto fundamental de solucion es:
{e'cos(2t), e'sen(2t)}
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se plantearan las siguientes soluciones

x = Ciefcos(2t) + Caetsen(2t)
y = Cselcos(2t) + Cyetsen(2t)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.79)

(D—3)z+2y=0
(D — 3)[C1etcos(2t) + Caetsen(2t)] + 2[Cselcos(2t) + Cyuelsen(2t)] = 0
e'(D — 2)[Cicos(2t) + Casen(2t)] + 2[Csefeos(2t) + Cyuetsen(2t)] = 0
e'[—2Csen(2t) 4+ 2Cyc0s(2t)] — 2€t[Crcos(2t) + Casen(2t)] + 2[Cselcos(2t) + Cyelsen(2t)] = 0
(—2C1 + 2Cy)etcos(2t) + (—2C — 2Cy)elsen(2t) + 2Csetcos(2t) + 2C et sen(2t) = 0
—2(Cy — Cy)eteos(2t) = —2C3elcos(2t)
—2(C1 + Cy)elsen(2t) = —2C et sen(2t)

porloque C3=Cy —Cyy Cy =C1 + Oy

las cuales al ser sustituidas se tiene que:

xp, = Crefeos(2t) + Coetsen(2t)
yn = (C1 — Cy)etcos(2t) + (C1 + Cy)etsen(2t)

Solucién particular:

D-3 2 r, \ [ sen(t)
-4 D+1 Yp —\ —cos(t)

empleando Crammer se tiene

1 sen(t) 2 D+1 9

T D22D 45 | —cos(t) D+1 D7 —ap 455 W)t e 55 leost)
1 D —3 sen(t) 4 D—3

W= DTaD 45| 4 —costt) | DP—2D 15 ") pr —gp 5 s

Como no hay raices repetidas, se puede reducir a un solo operador:

Ty = —D2_;D+5(sen(t) + 3cos(t))
Yp = —Dz_;D%(E)sen(t) + 3cos(t))
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Aplicando la segunda propiedad

1 1 —2D—-4 1
D? —2D +5] o T 2D+4-2D—4 10

—(D+2)

Realizando las operaciones

zp = 15(D + 2)(sen(t) + 3cos(t))

L (cos(t) — 3sen(t) + 2sen(t) + 6cos(t))
x, = 15cos(t) — f5sen(t)

Yp = 75(D 4 2)(5sen(t) + 3cos(t))

Yp = 15(5cos(t) — 3sen(t) + 10sen(t) + 6cos(t))

Yp = %cos(t) + 1—703611(75)

Siendo el resultado buscado:

x(t) = Cqefcos(2t) + Cae'sen(2t) + 15cos(t) — lsen(t)
y(t) = (C1 — Cz)efcos(2t) + (Cq + Cz)efsen(2t) + gcos(t) + osen(t)

12. Resolver
T =2z +y = t2e¥sen(t)
—2x 4y — 4y = te?
SOLUCION
Solucién homogénea:

El sistema a resolver

g —2r4+y = 0 (2.81)
2z +y —4y = 0 (2.82)

cuya representacion matricial es:
D -2 1 z ) [0
-2 D-14 Y 0
El polinomio caracteristico del sistema

D -2 1

=(D-2)(D—4)+2=D>—6D+10=0
2 D-4
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cuyas raices son:

por lo que el conjunto fundamental de solucion del sistema es:
{e¥cos(t), e sen(t)}
Si planteamos como solucion la expresion:

x, = Crecos(t) + Coe® sen(t)
De la ecuacion (2.81)
(D-2)z+y=0
y=—(D—-2)x
y = —(D — 2)[Cye*cos(t) + Cyesen(t)]
y = —[eC1(D + 1)cos(t) + €3 Co(D + 1)sen(t)]

y = —[e3Ci[—sen(t) + cos(t)] + 3 Cyfcos(t) + sen(t)]]
yn = Cre¥(sen(t) — cos(t)) — Cae®(cos(t) + sen(t))

Solucién particular:

El sistema a resolver

D -2 1 T, \ t?e3sen(t)
-2 D—4 Yp te2t
Premultiplicando por la inversa del sistema se tiene:
D—4 1 2 3t
Tp \ _ [ DT=6D+10 ~ DZ-6D+10 t*e*sen(t)
Y 2 D—2 t€2t
P DZ—6D+10  D2—6D+10

D-4 42 3t 1 2t
Tp \ _ [ D"=eps10? € sen(t) — pr5prio e
Yp =2t sen(t) + srre—-te?

D2-6D+10 D2—-6D+10

Notese que existe repeticion de raices en los primeros términos de la solucién, mien-

tras que en los segundos términos no se presenta repeticion.
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Desarrollando por separado:

Es conveniente primero anteponer e,

mtze&sen(t)
mt%&sen(t)

eSt

1 2
R sen(t)
e3t (D)12+1t256n(t)

Haciendo la sustitucién sen(t) = €' y aplicando tercera propiedad

3t_ 1

¥ Gat’sen(t)
o3t D21+1 20t
3t ti 1 42
¢ e mript
34t 1 42
it D7aDit
3+l 1 42
e Dyait
1 1 1 2
2t + D 1
1
—1-4D
1 1 2
por lo que la expresién
1 | 1 1 1
—  eMsen(t) = BTN | —Zi 4+ 2D+ —D%| {2
D — 6D + 10 Q D| 271778

desarrollando se tiene:

li+iD+ 1D%) ¢
eGHL [ 142 4 1D(2) 4 1D2(1?)]
3+t [—%’ (%) + 124 §(2t)]
e+ [~ 8 + 112 4 L]
e |5+ 12+ Li (cos(t) + isen(?)

Debido a que en nuestra expresién se encuentra el término sen(x) se empleara solo
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los términos imaginarios de la expresién anterior, esto es:

1

1 1 1
mtzestsen(t) = e | —=t’cos(t) + —t*sen(t) + Ztcos(t)}

6 4

por otro lado

1 2t
DZ6D710t¢

1 2t

et

2t 1 ‘
(D—3+2)2+1

2t 1 t
(D-1)2+1

2t 1 t
DZ—2D+2

€
€

e

Recordemos

1,1
§+§D—|—...
2—2D 1
—1+D
—~D + D?

por lo que la expresién

1 1 1 11
N Sy [ o) (P (e S
D" _6Dr10¢ ~ ¢ |33 “\3' 3

Sustituyendo en la expresién solucién se tiene

= (D —4) (€% [~1t3cos(t) + Lt2sen(t) + Ltcos(t)]) — e (3t + 1
z, = (D — 1) [—3t3cos(t) + 1t2sen(t) + jtcos(t)] — e* (3t + 3)

Aplicando la cuarta propiedad

(D — 1) [—#t3cos(t) + tsen(t) + tcos(t)}
e3t [—% (t+i)3(D—1)cos(t)+}1(t+d%)2(D—1 )sen(t) + 1 (t+ 45) (D — 1)cos(t)
) (D — 1)cos(t) + 1 (> + 2tdd ) (D —1)sen(t)
+1 (t+ 45) (D — 1)cos(t)]
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Desarrollando

—5t3e3(D — 1)cos(t) — 2t%ecos(t) 4+ 1t%* (D — 1)sen(t) + 2te* sen(t)
+1te¥ (D — 1)cos(t) + je*cos(t)
—st3eM[—sen(t) — cos(t)] — 3t2e¥cos(t) + 32 [cos(t) — sen(t)] + te* sen(t)
+1te¥[—sen(t) — cos(t)] + e cos(t)
(363 — L2 — Ly + 1) e3eos(t) + (5¢° — 12 + 1) e¥sen(t)

por lo que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ty = <6t3 - th - Z_lt + Z) e*cos(t) + <6t3 - ZtQ + Z_lt> e*sen(t) — e* (575 + 5)

Del mismo modo

yp =2 (eCHNL [—Li+ 1D + I1D%] ?) + (D —2) (e* (3t + 1))
yp = 2eBT0 (L (=142 4 Lo + i) + 2D (2t + 1)
Yp = 2B+t (—%tg’i + }LtQ + }Lti) + %ezt

yp = 2€%(cos(t) + isen(t)) (—2t% + 12 + 1ti) + 1e*

Como tenemos el término sen(x) emplearemos solo la parte imaginaria del producto,

esto es:

1 1 1 1
y, = 2 (—gt?)cos(t) + Zt%en(t) + Ztcos(t)) + 56%

Por lo que la solucién del sistema buscada es:

x(t) = Cie®cos(t) + Caefsen(t) + (3 — 2t + 2t2 + 1t3) e3cos(t)+

(2t — 2t2 4 3t®) e®'sen(t) — Lte®* — 1e*

y(t) = Cie®*(sen(t) — cos(t)) — C2e®(cos(t) + sen(t)) + (—3t* + 3t) e3*cos(t)+
1t%e3sen(t) + 1

13. Obtener la solucion general del siguiente sistema:
D?*+2 —-D-1 z\ [
-D+1 D?-1 y t

Solucién homogénea:

SOLUCION

116 Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO %‘%
FACULTAD DE INGENIERIA "’:‘-’»’- 5
DivisiION DE CIENCIAS BASICAS BERges

El sistema propuesto es:

42—y —y = 0 (2.83)
—z +rx+y —y = 0 (2.84)

cuya representacion matricial es
D?*+2 —-D-1 z\ (0
~D+1 D*—1 y ) \o
El polinomio caracteristico buscado

= (D*4+2)(D*~1)+(=D+1)(D+1) = D*~1 = (D-1)(D+1)(D*+1) = 0

D*+2 —-D-1
-D+1 D*-1

Las raices del polinomio caracteristico son:
Dy =1,Dy=—1,D3=14,Dy = —1i
lo que nos conduce al conjunto fundamental de solucién del sistema sea:
{e',e7 cos(t), sen(t)}

La combinacién lineal de las funciones linealmente independientes es solucién del
sistema homogéneo, y es opcional asignarles el nombre méas conveniente x(t) é y(t),

segun nos facilite el calculo de la otra solucion.

. . . . ., " ’

» Si elegimos a x(t) y sustituimos en la ecuacién =z + 2z —y —y = 0, se

tendra una ecuacion de primer orden en y, facil de resolver; pero si sustituimos
.7 !/ " 7’ .7 . .

en la ecuacion —x +x +y —y = 0, se tendrd una ecuacién diferencial de

segundo grado en y mas dificil de resolver.

. . . . / 1" .,
= Sielegimos a y(t), y sustituimos en —x + x4y —y = 0, resulta una ecuacién
de primer orden en .
. . . " 4 .,
Si sustituimos en x4+ 2x —y —y = 0, nos conduce a una ecuacién de segundo

orden en z.
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Escojamos como solucién a x(t) esto es:
zp, = Cre' + Che™" + Cseos(t) + Cysen(t)

sustituyendo en (2.83)
42—y —y=0
y +y=2"+2
(D+1)y=(D*+2)x

(D + 1)y = (D? 4 2)[Che" + Coe™" + Cscos(t) + Cysen(t)]
(D + 1)y = 3C1e! + 3Coe™" + Cscos(t) + Cysen(t)
y = BDCLet + SD%le_t + chlcos(t) + chlsen(t) + Cse™!
yn = 3C1e' + 3Cote™" + L(C5 — Cy)cos(t) + 2(Cs + Cy)sen(t)

A fin de eliminar una de las constantes sustituiremos las soluciones homogéneas

obtenidas en la ecuacién diferencial restante (2.84), es decir:

—x/—|—gj—{—y//—y:0
—(D—-1)z+ (D*-1)y=0
(D>~ 1)y =(D—1)x

Al realizar las operaciones pertinentes se tiene que:
—4026_t =0

lo que implica que la variable Cy = 0.

Por lo que la solucién homogénea resulta ser:

x, = Cre! + Cscos(t) + Cysen(t)
Yn = %C’let + %(Cg — Cy)cos(t) + %(Cg, + Cy)sen(t) + Cse™*

Para la solucion particular se planteara el siguiente sistema

D?+2 —-D-1 Ty \ 12
-D+1 D*>—1 y |\t
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premultiplicando el sistema por la inversa del sistema

2
xp \ [ Bt Bt
= _ 2
Yp [%—1t2 + g;—r?t

Obsérvese que no existe repeticion de raices por lo cual

Tp= 52—+ 1+1t) = i< (—t*+1+3)
Yp = pig (2t — 12 + 2t) = i (—t* + 4¢)

por lo que nuestra solucion particular es:

, \ [ t*—t-3
Yp t* — 4t
Por lo que la solucién buscada es:

x(t) = C1e® 4 Cscos(t) + Cysen(t) 4t —t — 3

y(t) = 3Ce' + 3(Cs — Cy)cos(t) + 3(Cz + Cy)sen(t) + Cse ™t +t2 — 4t

Problema de aplicacion

Dos vagones de ferrocarril (#2 y #3) se encuentran estacionados, cuando un tercero,

que viaja con una velocidad vy en el instante de hacer contacto con el resorte K;; se
impacta contra los estacionados.
Determinar

a) La posicién de cada vagén después del impacto, sabiendo que los resortes se desen-

ganchan en lugar de estirarse.
b) El instante en que se desenganchan los vagones.

¢) La velocidad de cada vagén en el momento del desenganche.

Datos:
My, = M3 = 750slugs

My = 500slugs
K, =Ky, = 3000%
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#1 #2 #3
M=750 slugs K, M.=500 slugs K. M~=750 slugs
NN L N Lot Ko
K=K~3000 Ib/ft

Condiciones del sistema:

21(0) = vo y 75(0) = 23(0) = 0

El sistema de ecuaciones que representa el comportamiento de los vagones

Ml.l’lll = K1($2 — iL‘l)
MQQZ; = KQ(J?;J, — [L’Q) — Kl(l'z — $1)
M3Ig = —KQ(Ig — ZL'Q)

Sustituyendo valores y ordenando se tiene:

x/1/+4x1—4x2 =0
—621 + Ty 4+ 1225 — 625 = 0
—day +ay +4zs = 0

cuya representacion matricial es:

D14  —4 0 7
—6 D?2+12 —6 ze | =
0 —4 D244 T3
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La ecuacién caracteristica del sistema es:
D?*(D? 4+ 4)(D* +16) = 0
Por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema se representa como:
{1,t,cos(2t), sen(2t), cos(4t), sen(4t)}
Consideremos a x1(t) como la combinacion lineal de este conjunto de soluciones:
x1(t) = C1 + Cst + Cscos(2t) + Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cgsen(4t) (2.88)
de la ecuacién (2.85)

xlll +4x, —4xe =0
Ty = H(D* + 1)z,
7y = 1(D? + 4)(Cy + Cot + Cscos(2t) + Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cosen(4t))
Ty = 1 [4C) + 4Cst — 12C5c0s(4t) — 12Cssen(4t)]

x5(t) = Cy + Cyt — 3C5c0s(4t) — 3Cssen(4t) (2.89)

de la ecuacién (2.86)
—6x1 + w1y + 1225 — 623 =0
6xrs = —6x1 + mg + 1224
xy = —x1 + ¢(D* + 12)x,

Desarrollando
x3(t) = Cy + Cot — Cycos(2t) — Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cesen(4t) (2.90)

A fin de valuar las seis constantes arbitrarias, determinaremos mas condiciones en t = 0;
a partir de las condiciones dadas.
De (2.85)
x’{+4x1 —4x9 =0
21 (0) + 4z1(0) — 4z5(0) = 0
z1(0) +4(0) — 4(0) = 0
x;(0) =0
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Esto significa que la aceleracién del vagon#1 en el momento del impacto es cero.

Derivando la ecuacién (2.85) con respecto de t y evaluando en t = 0.

r) +4a) — 4w, =0
z, (0) + 42, (0) — 42,(0) = 0
] (0) 4 4vy — 4(0) = 0

1"

x; (0) = —4vy
De la ecuacion (2.86)

—621 + 24 + 1229 — 623 = 0
—621(0) + 25(0) + 1225(0) — 623(0) = 0
—6(0) + 25(0) + 12(0) — 6(0) = 0
X,(0) =0

Derivando (2.86) con respecto de ¢ y evaluando en t = 0.

—6x1 + mg + 1229 — 623 =0
—6) + Ty + 122, — 625 = 0
—627(0) + x5 (0) + 1225(0) — 625(0) =0
—6wg + 24 (0) + 12(0) — 6(0) = 0

"

X, (0) = 6vq
Sustituyendo ¢ = 0 en la ecuacién (2.89)

xo(t) = C1 + Cot — 3C5c0s(4t) — 3Cgsen(4t)
z9(0) = Cy + C5(0) — 3C5c08(0) — 3Cgsen(0)
x9(0) = C; — 3C5
C, =3C;4

Derivando la ecuacién (2.89) con respecto de t y evaluando en ¢t = 0.

xo(t) = Cy + Cot — 3C5c0s(4t) — 3Cgsen(4t)
Ty (1) = Cy + 12Cssen(4t) — 12Cscos(4t)
25(0) = Cy + 12C5sen(0) — 12C5cos(0)
0=C, — 120,
Ce =12GC5
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Derivando con respecto de ¢ la expresiéon anterior y evaluando en t = 0.

To(t) = Cy + 12Cssen(4t) — 12Cscos(4t)
Ty (t) = 48Cs5cos(4t) 4 48Cssen(4t)
7, (0) = 48C5c0s(0) 4 48Cssen(0)
0 =48C5
Cs=0

Derivando con respecto de t la expresion anterior y evaluando en t = 0.

Ty (t) = 48Cs5c0s(4t) 4 48Cssen(4t)
To (1) = —(4)(48)Cssen(4t) + (4)(48)Cseos(4t)
xo (0) = —(4)(48)Cssen(0) + (4)(48)Cgcos(0)
6vy = (4)(48)Cs

_ 6 _ 1
Co = @am Vo = 52V0

Agrupando las ecuaciones de las constantes obtenidas, se tiene:

Cy = 3C5
CQ - 1206
Cg, == 0
06 = 3%’00
De aqui se observa que C = 0,Cy = %vo.

Si sustituimos el valor de las constantes encontradas en la ecuacién (2.88), y evaluamos
ent=0.

x1(t) = C1 + Cst + Cscos(2t) + Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cgsen(4t)
21(t) = Cot + Ciscos(2t) + Cysen(2t) + Cgsen(4t)
z1(t) = 2ot + Cycos(2t) + g5vpsen(4t)
21(0) = 3v5(0) + Cc05(0) + 55v05en(0)
0=0C5
Cs=0
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Derivando (2.88) con respecto de ¢, y evaluando en ¢ = 0.

x1(t) = Cot + Cysen(2t) + Cgsen(4t)
x)(t) = Cy + 2Cyc0s(2t) + 4Cscos(4t)

21(0) = 2vg + 2Cyc0s(0) + =
Vo = %vo + 2Cyc0s(0) + %vo

Ci=1 (0~ i)

Vo

Cy= iVo
Finalmente:
3 1 1
z(t) = gvot + Zvosen(%) + 3—2"0036n(4t) (2.91)
xo(t) = gvot - %vosen(élt) (2.92)
x3(t) = gvot — ivosen(Zt) + 3—12vosen(4t) (2.93)

Estas ecuaciones seran validas inicamente mientras los dos resortes amortiguadores per-

manezcan comprimidos, esto es, mientras

To— X1 < 0

T3—Tg < 0
Veamos que significa esto respecto al tiempo:
1
T (8sen(2t) + 4sen(4t)) < 0

Considerando que
sen(4t) = 2sen(2t)cos(2t)

se tiene
Ty — x1 = —3500 (8sen(2t) + 8sen(2t)cos(2t)) < 0
Ty — 21 = —5vpsen(2t)(1 + cos(2t)) < 0
Ty — x1 = —3vosen(2t)(1 + cos(2t)) < 0
Igualmente

1
T3 — Ty = —Zvosen(%)(l —cos(2t)) <0

Se deduce que x9 — 1 < 0y x3 — x5 < 0, hasta que sen(2t) = 0, condicién para que los

resortes se desenganchen; Y esto sucede en el instante 2¢ = 7 o bien ¢ = § =1.57seg,

124 Jests Edmundo Ruiz Medina Joel Gémez



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE INGENIERIA
D1viSION DE CIENCIAS BASICAS

respecto de su posicién inicial.

La posicion de los vagones en el instante £ = 7, respecto a su posicion inicial

)
-
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%)
3

=
no
Yy
[SIERINIERNIE]
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|
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o
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8
w
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|
al
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La velocidad de los vagones en el instante ¢t = Zseg,es decir cuando se desenganchan es

Derivando la ecuaciones (2.91),(2.92) y (2.93) con respecto de ¢

2, (t) = 2vg + Lvgcos(2t) + Lvgcos(4t)
T (t) = 209 — Svgcos(4t)

25(t) = 3vg — Svgcos(2t) + gugcos(4t)

evaluando en ¢t = 7 seg

15(%) = Svp— 2 =0

Trmwy 3 1 1 _
I3(§> = gUo—i‘ 51)0 + gl)() = Vo

2.4. Ejercicios propuestos

1. Resolver
r4r—y —y=-¢
T —x4+2 +y=>5
2. Resolver
T +y +2y=20
—z+y +2y=0
3. Resolver

'+ a4y = sen(t)
t+y +y=0

4. Obtener la solucion particular del sistema

T =x+y+e

y =x+y—e’
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5. Obtener la solucion particular del sistema

()G

6. Obtener la solucién particular del sistema

z' =2z +y+ sen(t)
y =z + 2y + 3cos(t)

7. obtener la solucion particular del sistema
D-1 -5 v\ [ tsen(t)
1 D+2 Y cos(t)

T =4z — 2y + t2e*
y =4z — 2y — €

8. Resolver

9. Resolver

/

T =—x—y+elcos(t)
y =1z —y+cos(t)
10. Resolver
¢’ =1 —y+ sen(2t)
y =5r—y—3
11. Resolver
T =2z + 4y + t?
y =z —2y+t—1
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Respuesta de los ejercicios propuestos del capitulo 1.

1.
1 1
y(x) = e *(Cicos(2x) + Cysen(2z)) + Fve " = Zme‘””cos(Qx)
2. )
y(x) = Cre** + Cye® — ze” — 5:}52@””
3. 1 1
y(x) = Cy + Cox + Cscos(x) + Cysen(z) — 2+ 6x3 + Ex‘l
4.
y(zr) = Cre” 4+ Coxe® + Cscos(z) + Cysen(x) + 1
5. 1
y(t) = Cre' + Cote' + Cyt?el — getsen(Qt)
6.

3 4 1
y(w) = Cre”"+Cowe™ " +sen(w)— %COS(ZUJ)—F%SBN(QUJ) —1—663w—23+18w—6w2—|—w3

y(x) = 2xe”®

B 6 1, 16,
y(t) = Cicos(2t) + Cysen(2t) + @tcos(%) + 1—615 sen(2t) @t sen(2t)
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9.
(£) = Cheos(3t) + Cysen(3t) — ——tsen(3t) + —t2cos(3t) + ——t3sen(3t)
= — —tsen —t*cos —1{’sen
Y 1603 2sen 108 ¢ 36 108
10.
- —x 2 —x 3 —3z 3 -3z 1 2 —3x
y(x) = Cre " + Coze ™ + Cya"e™ — —e " — —ze *" — —z’e
8 8 8
11.
3x 2x 7 —x —x 7 —x 2 —x
y(z) = C1e’® + Che™ + 3¢ +xe * — T cos(2z) — ¢ sen(2x)
12.
—2x —2z o 5 2 5 3
y(x) = e " [Cicos(z) + Cysen(x)] + e —§:Usen(x) + 3% cos(z) + 37 sen(x)
13.
y(x) = Cre” 4 Coe " + Le“’ — ixe“ + i$264$
' ? 324 18 18
14. .
y(x) = Cre” + Coze® + Cax?e” 4+ Cya’e” + 1—6639”
15.
1
y(t) = Crcos(vV2t) + Cysen(v/2t) + Csteos(V/2t) + Cytsen(v/2t) — 1—6t236n(\/§t)
16.
—t —t o 145 T,
y(t) = 01 + Cgt + 036 —+ C4t€ + 21t~ — ?t + ﬁt
17.

y(x) = Oy + Coe™** + 2e“sen(x)
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Apéndice 11

Respuesta de los ejercicios propuestos del capitulo 2

1.
z(t) = Cy — 5Coe™" + Jet + 3¢
y(t) = Cl + Cge_t + %t
2.
z(t) = Cre™*
y(t) = Cre™t + Che™2
3.
x(t) = sen(t) — cos(t)
y(t) = sen(t)
4.
T, = —%e‘t
yp = 3€' + 27
d.
Ip | _ —3t+3
Yp —it =3
6.
x, = —sen(t)
yp = sen(t) — cos(t)
7.
T\ _ —3t2cos(t) + 3t%sen(t) — tcos(t) + 3tsen(t) + tsen(t)
Yp Tt2cos(t) + tcos(t) — Stsen(t) + 3sen(t)
8.

ro = O] + Che? + 4116% + %te% — %t2€2t + §t362t — 2¢t

Yo = 20 + Coe® 4 te? — t2e? + 2t%e — 3e!
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9.
zg = —Cre 'sen(t) + Coe~'cos(t) — tcos(t) — 2sen(t) 4 jte 'cos(t) + e 'sen(t)
ye = Cre~"eos(t) + Coe~tsen(t) + 2cos(t) + tsen(t) + ste 'sen(t)
10.
zc = Cicos(2t) + Cysen(2t) — Lcos(2t) — tcos(2t) + Stsen(2t) + 2
ye = C1(cos(2t) + 2sen(2t)) + Ca(—2cos(2t) + sen(2t)) — 2tcos(2t) + 3
11.

1g =Cy + Ca(1 +1t) + 3t* — 1% + 212
Yo = Cr + Cot + 15t* — 313 4+ 342 — ¢
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