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Subtema 1.1

Objetivo tema 1:

El alumno identificara las EDs como modelo matematico
de fenémenos fisicos y resolvera EDs de primer orden.

Ecuacion que relaciona una o varias

Definicién de ED: funciones desconocidas [variable(s)
dependiente(s)] con sus derivadas y su(s)

variable(s) independiente(s).
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Subtema 1.1

2) NO es una ED.

Clasificacion de EDs: a) Tipo. b) Orden. c) Grado.

TOdO Iveidiuau nNnaviviial Aulvliivilia Ut IVICAILU v ULV, \YJutuall ol ivialtienie pIUIIIUIUUD dU uUduU -
fuera del ambito académico, alteracmn descarga, difusion o divulgaciéon por cualquier medio, asi como su reproduccion parcial o total. Sobre el uso de 4
sus datos personales, consulte el Aviso de Privacidad en: https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso privacidad inteqgral.pdf .



https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso_privacidad_integral.pdf

Subtema 1.1

a) Tipo de ED:

- Ordinarias: La(s) ED(s) contiene(n) derivadas de una o
D () mas variables dependientes, con respecto a
L una sola variable independiente.

- Parciales: La(s) ED(s) contiene(n) derivadas parciales
u(x, t); z(x,y) de 1 o mas variables dependientes, con
- respecto a 2 0 mas variables independientes.
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Subtema 1.1

Es el de la derivada de mayor
orden contenida en la ecuacion.

b) Orden de una ED:

N

¢) Grado de una ED: Potencia a la que esta elevada la
derivada de mayor orden, siempre
y cuando la ecuacion diferencial
esté dada en forma polinomial.

importante: la ED

Coeficiente derivada 1
BT T o ot et i i e o0 (g a a e mayor orden ente sronTEss ST
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Subtema 1.1

c¢) Grado de la ED:

1) Lineales (L):
a) Todas las potencias de la(s) variable(s) dependiente(s)
y de sus derivadas, son iguales a 1:

b) No aparece algiin producto de la(s) variable(s)
dependiente(s) consigo misma(s) ni con su(s) derivadas:

c) La(s) variable(s) dependiente(s) o su(s) derivada(s),
NO aparecen como argumentos de funciones no lineales:
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Subtema 1.1

c¢) Grado de la ED:

2) No lineales (NL) : Las que no cumplen las 3
propiedades anteriores.

En otras palabras, una ED lineal puede contener:

a) Potencias diferentes a 1 6, funciones no lineales de la(s)
variable(s) independiente(s).
(int]5] ~/

%féﬁ x* 5 [cos(0)]’;

b) Productos de una variable dependiente (o de sus
derivadas) y funciones de alguna variable independiente.

&5 ‘[LX) 3., azu /
(lL‘tB Xy, y; e y ; XW ;
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Subtema 1.1

a) Una ecuacion no lineal:

3(y")% — 4yy + €*? = 6x2

Otra

Potenciaf’ Producto & funcion

no lineal

b) Una ecuacién lineal:
3x%y” — dxy’ + ey = 6x°
= : ===

Cengel & Palm I1I( 2014).
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Subtema 1.1

Ejemplos de EDs

y
dx3

d ox d
Y + kx — i

+2()%* +3y=2e*

at  at as
x*yy" +xyy +y* =0
yy' +x*y =x
dy 0%y
Y3t + Yoz = Y€
x?y" +xy' + (x> —v?)y =0
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Subtema 1.1

Ejemplos de EDs

d’y
dx3
dy O0x ay P 1 1 L
ot~ ot " 3s
x’y" +xy' +y=0 0 2 1 L
yy" +x%y = x 0 2 1 NL

dy 0%y . P 2 1 L

+2()%* +3y=2e*

ot " 9s?
nyH + xy/ + (xZ . vZ)y =0 0O p) 1 L
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Subtema 1.1

EDO lineal (forma general) de orden n, no homogénea (NH)

de coeficientes variables (CV) Y=y /

n dn—l

+ a,_1(x) Y tota (x)ﬂ+a (x)y =|g(x)
dxn = LT gyn-1 1Y) gy T2V =1
1) Si - > Ecuacién homogénea (H)

2) Sl a,(x),a,_1(x),...,a;(x),ap(x) NO dependen de x :

an(x)——

Ecuacion de coeficientes constantes (CC)

Todos los derechos reservados. Facultad de Indgenieria de 1a Univ dad Na 3 a de MEXICO gZ0rQuedan e erte p OTO0S St Uo0
fuera del ambito académico, alteracion, descarga, d|fu3|on o divulgacién por cualquier medio, asi como su reproduccion parC|aI o total. Sobre el uso de 12
sus datos personales, consulte el Aviso de Privacidad en: https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso privacidad inteqgral.pdf .



https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso_privacidad_integral.pdf

Subtema 1.1

Forma general
(implicita) de una EDO:

Ordenn: F(x,y,y,y", ..,.y™)=0

Funcion de n+2 variables

Forma normal
— (M) — .7 (n—1)

Queda en funcidn de las n+1 variables restantes. La
funcion f es continua y de valores reales.

yey-e

y'—y' +6y=0
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Subtema 1.2

Tarea principal de Hallar todas las soluciones

la teoria de EDs: > LERILGE) E_D dada e investigar
sus propiedades.

Solucion de

F ) que no contlene derivadas
una ED: / sJua satis
al s

face a dicha e ,J:J(“JJIJ, 235
ustituir la funcion y sus
das en la ED resulta una identidad.

}_

gderivac

Demostrar que las funciones siguientes,
son soluciones de las EDs respectivas.
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Subtema 1.2

Demostrar que las funciones siguientes,
son soluciones de las EDs respectivas.

b)y' —cos(x) =0
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Subtema 1.2

Intervalo de
definicion de
una solucion:

Intervalo de: existencia, validez.
Dominio de la solucion.

(a,b); |a,b]; (a, x), etc.

Verifique si la funcion dada, es una
solucion de la ED siguiente en el I: (- c0,).

Solucion trivial de
una ED en un I:
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Subtema 1.2

Funcién que contiene una o mas
constantes arbitrarias (obtenidas
de las sucesivas integraciones).

Constantes o _
G(x,y,¢1,C ...,¢c;;) =0 pardmetros: Ci; i = 1..,n

B SEasEE0] v = sen(o +c, (S0 QS8 G =g
©YIE6 oy=3+cx+e

Familia n-paramétrica
de funciones:

/\/\/\/W Elaboracién propia.
—TJUUD I1UD UrCICUuUIIVUD 1 TOCI vauuod. I_Qbul-ﬁl.lu uc IIIHCIIICI auc i1a UIIIVW
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Subtema 1.2

Tipos de soluciones de EDOs, a) General.
si existen parametros o ctes. b) Particular.
arbitrarias en ellas: c) Singular.

 Si en un intervalo I, toda solucién de la EDO de
Solucion  grden n, se obtiene de una familia n-paramétrica
general de de funciones, entonces, dicha familia es la
una EDO: golucién general de la ED. En sentido préctico,

sdlo aplica para EDOs lineales.

EDO de orden n:

y = sen(x) + ¢4

F(x,y,,y", ..,y™) =0
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Subtema 1.2

Solucion Funcidn que satisface a dicha ecuacion,
particular de Yy cuyas constantes no son arbitrarias,
una ED: toman un valor especifico.

Demostrar que las funciones dadas,
son soluciones de las EDs respectivas.
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Subtema 1.2

Funcién que no puede obtenerse a
partir de la solucién general, al asignar
un valor especifico a las constantes
arbitrarias.

Solucion
singular de
una EDO:

dy_
dx_x\/7
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Subtema 1.2

Tipos de soluciones  3) Explicita _
de EDOs, si la variable ) Exp y =1 -

dependiente puede ‘e _
despejarse: b) Implicita G(x,y) =0

t 1N 5
= i
Zill & Cullen](2009). _
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Subtema 1.3

Relacion entre una solucion particular y la
solucién general: Problema de valor inicial

Pvr
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Subtema 1.3

Considere el problema geométrico siguiente:
encontrar la curva en el plano xy cuya pendiente
en cualquier punto (x,y), es igual a 2x.

Funcion
- ” desconocida - -_) _EDO_

-:

Del Calculo
integral:

S e e e \Nd d da € IVIEX UZU. ucdd c - c Y UTau U usSU
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Subtema 1.3

4

Otro enfoque:

d _ 2
Elaboracion propia. d—y = 2x dy = 2xdx y(x) =X“+cC
T e erin S s ot Autcnoma ge e = 2020 rsden ST
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Subtema 1.3

En la mayoria de casos practicos de ingenieria,

se requiere una unica solucion para un problema
particular.

Solucion general > Solucion particular

e enieria de la al Nd d d U VIEXTCO U ZUZU., " QUElUdIT T dliTeTmne pro UTau U usSU
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Subtema 1.3

Hallar una unica solucion para un problema
especifico, refiere resolver un problema de
valor(es) inicial(es) [PVI].

y(x) =x*+1 /
Sol. particular - —

(—1, 2) Elaboracion propia.
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Subtema 1.3

Aquel en el que la solucién y(x) cumple
vaPIr:rtzse ﬁ?cig?es ciertas condiciones impuestas sobre ésta
(PVI): o sus derivadas, en algin intervalo I que
: contiene al punto x .

PVI ler

dy o
orden: gy —J*¥) Sujeta a: Condicion

inicial (CI)

Valor de y(x) en el punto x, .

PVI 2do d*y . Sujeta
orden: gz —J&2.Y) a

Valores de y(x) y su prlmera derlvada en el punto xo .
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Subtema 1.4

Teorema de existencia y unicidad para un

Considerando el PVI: -m _ m

" Entonces, existe algiin intervalo I,:

£ 9) funciones continuas en una regién R
Saan (rectangular) definida por: a<x<b, c<y<d,
| df /0y que contiene al punto (x,,y,) en su interior.
|

|
[ |
| I/ ' (xo — h, xo + h), h > 0, contenido en [a,b],
| Fo ol |y una tinica funcién y(x) definida en I,
N | que es una solucion del PVI.
| |

L | | Zill & Cullen (2009).
a k—I—1 b X

|oaos|osuerecnosreservauos racultaa de hgenierfa de 1a oniv dad Na 3 a de Mextco 0207 Qtedan e erte
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Subtema 1.4

Teorema de existencia y unicidad para un

Ejemplo 1). Para el PVI:

El teorema de existencia y unicidad, éimplica la
existencia de una unica solucion?

Ejemplo 2). Para el PVI:

El teorema de existencia y unicidad, éimplica la
existencia de una Unica solucion?
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Subtema 1.5

EDOs. 1 d 1) EDs de variables separables.
L& SI;\QL e.:rMo,r edn 2) EDs con coeficientes homogéneos.
(L 0 NL): Metodos Ry gaieperey- =1

de solucion 4) EDs no exactas, factor integrante.

EDOLs, 1er orden 5) EDs lineales, factor integrante.

tiene forma arbitraria, no

Si -_> siempre es posible expresar la
solucion de la EDO mediante
funciones elementales.

Integrando: Y(X) = f f(x,y(x)dx +c — No selogra
mucho, ya que

es una funcion Entonces, )Métodos: numericos
e desconocida. g . ... me Y/O cualitativos.
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Subtema 1.5

puede expresarse)
CcoOmo:

Si

Dicha ED es separable, o
tiene variables separables.

La EDO puede resolverse de 2 formas:

a) Se divide la EDO por h(y), se integra respecto a x
y se usa la regla de la cadena, considerando: dy = y'dx .

b) Las variables se separan considerando las diferenciales:
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Subtema 1.5

KEDOS separables
0 de variables —
separables

\Como - para cada valor de . entonces:
y=cte=a h@=0 = y-a

dy
Al separar, estas es solucion de e g(x)h(y)
soluciones pueden perderse,

TUUUD 1UD UriIculivud 1cocivau ravuliiau uc IIIUCIIIC uc 1a viliveilsiuau I\IGLIU
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Subtema 1.5

—xcos(y)

(x + 2)sen(y) y' =1
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Subtema 1.6

2) EDOs con coeficientes homogéneos

Una funcién —s @s homogénea de grado k en sus
- argumentos si, se cumple la identidad:

R —

Funcion homogénea de grado 2.

X+y

b) f(x,y) =

Funcidn homogenea de grado 0
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Subtema 1.6

es de coeficientes homogéneos si
se cumple cualquiera de los criterios
siguientes:

Homogénea de yrado 0,  GRISNEAST G
,, homogénea de grado 0.
Wx T J‘f\l/ —> Ndy =- Adx— Mdx tNdy= O

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 —>

Forma diferencial,
EDO de l1er orden

b) Los coeficientes M(X,y) vy N(X,y¥) son funciones
homogéneas del mismo grado (k).

La EDO tlene grado de homogeneldad K.
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fuera del ambito académico, alteracion, descarga d|fu5|on o] dlvulgaC|on por cualqwer medlo asi como su reproduccmn parC|aI o total. Sobre eI uso de 37

sus datos personales, consulte el Aviso de Privacidad en: https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso privacidad inteqgral.pdf .



https://www.ingenieria.unam.mx/pdf/aviso_privacidad_integral.pdf

Subtema 1.6

Dichos criterios, indican que f(Xx,y) se puede expresar
en términos del cociente y/x .

aren —gee) — -2 [
V==
X

en términos de Xy v: |y = vx [CORIRE)!

dv

VX = G(v) —> EDO separable.

Expresando

Nota: expresar la solucion final
en términos de las variables
0dO0S I0S derechos reservados. Facultad de Ingente de U VE aad in

d d AULOTTO O I\ UZU. QUcUall € dlTlT c PJIU JTUU U USU
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Subtema 1.6

a) = Otras sustituciones:

b) v=ax+by+c

¢) Ecuaciones con coeficientes lineales:

X=u-+h y=v+k
d) Ecuaciones de Bernoulli:
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Ecuaciones Diferenciales

Tema 1: Ecuaciones diferenciales
de primer orden lineales y no lineales

Presenta:
Daniel Pena Maciel
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Subtema 1.7

¢ N & .
2% g &
T 2w N = i W)\ In
47 PR 4175
i\ /) i Al
I N T f i
A% 9o b S
{ A o 1% Y
U ! 4
b%s > 5 <. 4 o0
g o \
Q
e y ks 2
o ) o =)
AR

tiene derivadas
parciales continuas,

Del Calculo —s ; yyna funcién
integral:

dz = %dx n oz dy — Diferencial total

EEE\ =5
Superficie en ///”

2) elespacio. | -

£

=1l e

Curvas
_r de nivel.

X

Larson & Edwards (2010).

— x — —
ax~ ay™
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Subtema 1.7

Criterio para una diferencial exacta

M(x,y)
Sean
Ny

La condicion necesaria y suficiente
para que la EDO

continuas y tengan primeras derivadas
parciales continuas en una region
rectangular R definida por: a<x<b, c<y<d.

sea una diferencial dM  dN
exacta es: 9y ax

Ejemplo:
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Subtema 1.7

¢ = S =P
- o S Vo R _afh Jit M
I\ = R " L] ,"‘
444 ‘29 K
S ] AL W/ ) oo
§ S ey s
N
_ dtodo d lucic

M ON
a) Determinar si la EDO es exacta: — = —

dy O0x

b) Integrar la funcion M(x,y) [N(x,y)] respecto a x [y]:

¢) Derivar la funcion z(x,y) obtenida, respecto a y [x] :
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Subtema 1.7

¢ . >\ = S -
e R AT N X qth it K
R ) ] £ 475 -\
¥z RI M V.
= N7 i
.. 5, - &\ . ‘f .
ity U 3 I
T >4 > N W/ el
V' L
d DR & G
=5
_ atodo d lucia

c) Ademas, suponer que

dz(x,y) _

ay

dz(x,
n ( J')=M
dx

d) Despejar g°(y) [9°(x)] e integrar este resultado respecto
a y [x]. Sustituir la funcién g(y) [g(x)] obtenida, en la
expresion del paso b); igualar a una constante arbitraria c.
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Subtema 1.7

Todos los derechos reservados. X 0
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Subtema 1.7

¢Qué hacer si esto sucede? —> Transformar la EDO a una
diferencial exacta.

Multiplicar la EDO por una
funcién(factor integrante o

pu(x,y) < factor de integracion) que
' la transforme a exacta.

[u(x, y)]M(x,y)dx + [u(x,y)]N(x,y)dy = 0

Desarrollando:

TuU OO U O rauuoEgsdiad de ingenterita de fa unive dad Nd a a . a DTOTITOTA0 O USU
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Subtema 1.7

-?'(i;;“‘; oS *._{ "L,.
P SO ,’ st
A
4) EDOs no exactas
aan
WS SNSRI —> se liega a una iEDPL

Sin embargo, debe suponerse lo siguiente:

Factores integrantes especiales
n(x 7 —>
(x) n ) (dependen sodlo de 1 variable).

Entonces el problema se simplifica.

<«

p
P(x)

u(x) — ef P(x)dx Q—(JQ ”(y) — ef Q(y)dy

TR de e Factores mtegrantes. A
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Subtema 1.7

a) Dado que la EDOnoesexacta: —+— ;

se determina un factor integrante p(x) [n(y)], mediante:

b) Obtenida dicha funcidn p, se multiplica ésta por la EDO
original, y se comprueba que la ultima ya sea exacta.
Comprobado esto, se usa el método para EDOs exactas.
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Subtema 1.7

g A >N &) A
N 2 TN B 2 ath Tt Sy
iy el /175 4 A
¥ N LA ~l Y
= N = e
&\ 2 b\ & AR,
SN % & I\ 2
5% ) o T y o
7 59 Ny ) 5
{ @ ke, \ 2
; 7 RN
_ atodo d lucic

Nota: Si al obtener las funciones P 6 Q, alguna de éstas
depende de ambas variables, se debe probar que la otra
funcién [Q 6 P] sblo dependa de 1 variable [y 6 x].

Ejemplos, EDOs no exactas:
d

gy _ x* + y*|dx — xydy = 0
=V +senx 3) [x? + 7] ydy

. |x + yldx — xdy = 0
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Ecuaciones Diferenciales

Tema 1: Ecuaciones diferenciales
de primer orden lineales y no lineales

Presenta:
Daniel Pena Maciel
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Subtema 1.8

EDO lineal (forma general) de ordenn, no homogénea (NH)
de coeficientes variables (CV) y = y(x)

Si g(x) =0 —> EDO lineal ~de orden n, homogénea (H),

sl ap,an—1, —> de coeficientes constantes (CC).
- A1, Qg

dy EDOL (lineal
a,(x) 7=+ @@y = g(x) de 1er(orden)
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Subtema 1.8

Forma s
estandar. \dx

+p(x)y =

Salida o respuesta
a la entrada.

Entrada, forzamiento o
a;(x) término no homogéneo.

Se busca la solucion en un intervalo I, en el que
y son continuos.

Solucion general
EDOL, ler orden:
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Subtema 1.8

Solucion de la EDOL de 1er orden

N —> Dicha ecuacién puede
ax TPy =f(®) resolverse de 2 formas:

a) Variacion de parametros-> Para usarlo, primero se
resuelve la ecuacion homogénea asociada. Resuelve
ecuaciones: CV, CC, NH, H.

—

%
dy M@ =n® 0 = u@y @

— = —p(x)dx
y 4 - ]
b) Método del factor integrante-> Resuelve directamente
=]
ecuaciones: CV, CC, NH, H. FiG" .
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Subtema 1.8

AT 7

g > 9 ) A5
iR R Jb N

T é : I / j
e S i;»‘“‘; 5 A ._{v i\ F '.‘L, o
P R .’ S ¥

L] -

b) Factor 3 u(x) | al multiplicarila

. u

integrante : por la ec.

Dicha EDO puede [ p(oydx Factor
resolverse por integracion: K@) =e integrante.

~___—~Integrando:

\1/

Solucién general

EDOL, y(x) = Ce—fp(x)dx+ [e—fp(x)dx] f ef p(x)dxf(X)dx
ler orden: '

T rmm— Y(X) = "y, (x) Ee—m——y,, (X) m
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Subtema 1.8

Método de solucion usando el factor integrante

Nota: Para resolver cualquier EDOL
de 1ler orden, se recomienda usar el _
método del factor integrante.

a) Escribir la EDO en su forma estandar e identificar p(x).

b) Obtener el factor integrante p(x) :  p(x) = e/ P@4x

¢) Multiplicar la EDO por la funcién p(x) obtenida, y
reescribir el lado izquierdo de manera que éste se exprese
como la derivada del producto p(x) y(x):
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Subtema 1.8

Método de solucion usando el factor integrante

d) Integrar ambos lados de la ultima ecuacion obtenida
y despejar a y(x)-.

[ef P(x)dx] [y(x)] = f el p(x)dxf(x)dx +c
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Subtema 1.8

Ejemplos de EDOs lineales de 1er orden

xy' — 4y = x%e*

- y ' =—-y+ |1+ cos?(x)
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Subtema 1.8

. MOdEIOS Modificado de
matematicos de sistemas fisicos. [EERREIC

Expresar las suposiciones
usando EDs.

De Ber necesario, modificar Resolver
las [suposiciones o incrementar las EDs.
la resolucion del modelo.

Mostrar las
yredicciones del
modelo, graficamente,
por ejemplo.
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Subtema 1.8

: Modelos
matematicos de sistemas fisicos.

Consideraciones importantes:

a) Un modelo matematico de un sistema fisico, muy
frecuentemente involucrara a la variable t (tiempo).

b) Una solucion del modelo, proporciona el estado del
sistema fisico.

c) Una sola ED, puede servir como modelo para varios
sistemas o procesos fisicos.
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Subtema 1.8

: Modelos
matematicos de sistemas fisicos.

1) Decaimiento radiactivo de un elemento.

Nagle et al., (2012).

Nucleo de - Combinaciones de protones y
1 atomo neutrones.

Decaimiento - Transformacion de éstos en
NUcleo / de &tomos  atomos de otras sustancias.

radioactivo Ra-226 - Rn-222

Problema 1): Dada una cantidad de una sustancia
radiactiva, por ejemplo, 0.5 [g], encontrar la cantidad
de sustancia presente 27 cualquner momento posterlor.
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Subtema 1.8

: Modelos

matematicos de sistemas fisicos.

1) Decaimiento radiactivo de un elemento.

Nagle et al., (2012). Informacion del proceso fisico: Los
experimentos muestran que en cada instante,
una sustancia radiactiva decae de forma
proporcional a |la cantidad de sustancia
presente en el instante t.

y(t) >Cantidad de sustancia presente en cualquier
instante t.

_y(t=0)=0.5

TUUUD 1UDS UCITUIIUD 1©OC1I vauuos. I_QLUILQU

k > Cte. de decaimiento de cada
sustancia radiactiva.

_ NS0T > ra-226
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Subtema 1.8

: Modelos
matematicos de sistemas fisicos.

PVI

0.4
0.3
0.2

0.1
0

Kreyszig et al., (2011).

Otros usos: Datacion de fosiles; crecimiento de
poblaciones; deteccion de cancer (radioisétopo,
Tecnecio-99m); Ilmpleza de un orgamsmo por droga, etc.
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Subtema 1.8

: Modelos
matematicos de sistemas fisicos.

2) Ley empirica de enfriamiento de Newton.

T,, = Constante
del agua

Calor

Cengel & Palm I1lI( 2014).
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