Ecuaciones Diferenciales

Tema 3: Transformada de Laplace y
sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales

Presenta:
Daniel Pena Maciel




Tema 3

Objetivo:

El alumno aplicara la transformada de Laplace en la
resolucion de ecuaciones y sistemas de EDLs.
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Del calculo diferencial e integral, una funcién f(x) = x?, se
“transforma” en otra funcion:

Sea f(x,¥) una funcion de 2 variables, la integral definida

de f respecto a una de ellas, produce una funcién en
términos de la otra:

De forma similar, una integral b
definida, tal como: > f K(s,O)f(t) dt .

transforma una funcidn f(t), en una funcion F(s).
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En este curso, interesa una “transformacion integral” para
la cual, el intervalo de integracion es [0, ») y f(t), esta
definida para t > 0:

e R K(s, t)> Kernelde
fo [K (s, D) (£) dt = i folK (s, If (£) dt la transformacion.

Nota: a) Si conforme b — «, integral impropia se aproxima
a un limite finito L, éste existe y la integral converge a L:

b) Si el limite en la derecha
no existe, la integral impropia

diverge.
— Bemplos: = ss—
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Cuando K(s, t) = e~ 5, la transformacion integral se
denomina, transformada de Laplace.

Sea f(t) una funcién definida en el intervalo [0, ©),
entonces, para t > 0 se define la transformada de Laplace
CoOmo:

00 b
L) = | et de= Jim [ et at = Fes

0
Donde s es un niumero (real para este curso) para el cual
la integral converge.

Ejemplos:

——
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Subtema 3.1

Transformada de Laplace:

Condiciones suficientes para su existencia (

1) f(t) debe ser continua por partes, en el dominio t > 0.

[0 4 Zill & Cullen (2009).
s f(t) tiene discontinuidades

\J/\' finitas, y es continua en cada
AN intervalo abierto.

2) f(t) debe ser de orden exponencial C. Esto se cumple si
existen constantes C>0,M >0y T > 0, tales que:

_ paratodat>T., CMtonces, existe Lif(t)}

paras > C.




Subtema 3.1

Transformada de Laplace:
Condiciones suficientes para su existencia (

2) f(t) debe ser de orden exponencial ¢ . Ejemplos:
Jiny Me‘: € >0 o}

o M>0 / A
_ A /| /\

(a) (b) (c)
Imagenes tomadas de Zill & Cullen (2009).

Crece mas rapido que cualquier
potencia positiva de e, parat > C > 0.

T. Si f(t) cumple 1)y 2) vy, F(s) = L{f(t)},
entonces, lim F(s) = 0.
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Subtema 3.1

Transformada de Laplace:
Propiedades

La TL es un operador lineal, para una combinacidn lineal
de funciones, se puede escribir (a, g, escalares):

Entonces:
Liaf,1(t) + Bf2(D)} = aL{f1(t)} + BL{f2(t)} = F(s)
L es una transformada lineal.

——
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Ejemplos
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Algunas transformadas
de Laplace basicas

Tomada de Zill & Cullen (2009).

1
(a) £{1} =~

A

n! 1
W) LAY Oy 02 IWAER. ¢ (c) Fle™} =

Sr:-[—l’

S — a

(d) P{sinkt} =

(e) L{coskt} =

52 + k? s? + k2

(f) %{sinh kt} = (g) L{coshkt} =

st — k?

Sz_kz

——
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Subtema 3.1

Transformada de Laplace:

Propiedades

1) Primer teorema de traslacion (dominio “s")
Si L{f(8)} = F(s) y a cualquier numero real, entonces:

2) Transformada de la derivada

Si f(t) es continua en [0, x), Yy f'(t) es continua por partes
en el mismo intervalo, siendo ambas de orden exponencial
C, entonces:

LIF(©} = stif®} - £0)  [EF DI =SFE) = F©0)"

——
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Transformada de Laplace:

Propiedades

2) Transformada de la derivada de orden n:

Sif),f'®),.., f™V(t) son continuas en [0,2), y, f™(t) es
continua por partes, en el mismo intervalo, siendo todas
de orden exponencial C, entonces, para s > C:

L{f™® } = s"LF®)} = s (0) = s"Ef1(0) — - f7D(0)
Sin = 2,3, entonces:
L{f"(t)} = s*F(s) — sf(0) — f'(0)

11
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Subtema 3.1

Transformada de Laplace:

Propiedades

3) Derivada de la transformada de una funcion:

Si L{f(t)} = F(s), f(t) es continua por partes en [0,) ¥
de orden exponencial C, entonces, para s > C:

d 2
Litf(6) } = (=1) - F(s) L{t2f () } = (- 1)2 72 F(s)

Nota: para encontrar transformadas de funciones cuya
forma es t"e", se puede usar la propiedad 1) o la 3).

13
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Transformada inversa de Laplace (TIL)

Dada una funcién F(s), si existe una funcidn f(t) continua
en [0, ) y que satisface que L{f(t)} = F(s), entonces,
f(t) es la transformada inversa de Laplace de F(s):

La TIL es un operador lineal, para una combinacion lineal
de funciones (transformadas de Laplace ), se puede
escribir («, B, escalares):

L~ aF1(s) + BFy(s)} = aL™{F1(s)} + BL™ {F3(5)}

£~ 1 es una transformada lineal.

Ejemplos:

—NT .
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La TIL de una funcion F(s), puede no ser Unica. Ya que es

T anw = sne)

Aunque f1(t) # f2(t).

Para propositos practicos, si f1(t) y f»(t) son continuas por
partes en [0, ©) y de orden exponencial, entonces, f1 VY f-
son esencialmente la misma funciéon. Sin embargo, si f, Y

f> son continuas en [0,) y L{f,(t)} = L{f,(t)}, entonces,

fi= f2 en éseintervalo.

Ejemplos:
——U
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Subtema 3.2

Método de fracciones parciales (MFP)

Para obtener la TIL de una funcion racional F(s),
usualmente se requiere expresarla como una suma de
funciones racionales mas simples, entonces se usa el MFP:

Se tiene la Polinomios en s, de
coeficientes reales;

funcion racional:
sin factores comunes.

[Grado P]<[Grado Q]
Entonces se consideran 3 casos: = es fraccién propia.
1) Factores lineales no repetidos.
A
1 A; C 4,
S—Trq1 S—19 S—1r,

—NT .
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Subtema 3.2

Método de fracciones parciales (MFP)
2) Factores lineales repetidos. La porcion de la expansion

en fracciones parciales de QE ﬁ, correspondiente a (s —r)™:

3) Factores cuadraticos irreductibles. La porcion de la
expansion en fracciones parciales de QE ;, correspondiente
al(s—a)?+ ﬁz]
Cis+ D4 C,s+ D, Cns+ D,
G-aZ+p (s-aZ+p " Tls-a2+pm
Repaso: https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/in

tegration-techniques/integrate-partial-fraction-expan/v/partial-
fraction-expansion-to-integrate 17
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Algunas funciones generalizadas

1) FunCién nrampa“: > Nagle et al., (2012).
0; t<a
r(t-a) ={t—a; t>a
<y , . 9 A ol a r
2) Funcion escalon unitario Zill & Cullen (2009).
0 de Heaviside: | + T_
S R _
o A |
3) Funcién impulso unitario )1 A
delta de Dirac:
6(t — Cl) 7] >t

{O; t +a

'L—“

Elaboracion propia. 2
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Transformadas de algunas
funciones generalizadas

2 Lire-a)= e AEHFOIS0NIFB =0

g2

Ejemplos sobre funciones generalizadas:




Subtema 3.1

Funciones definidas por tramos:
uso de la funcion escalon unitario

Al multiplicar una funcidn f(t) definida para t > 0, por
u(t — a), la ultima "apaga” una parte de la gréfica dela

primera.
"Apagarla” para 1

0st<1. f@O=[2t=-3Ju(ct-D] +

De forma general: T y 7

_ B

: f(t) — g(t) — g(t) [u(t — a)] T h(t) [u(t - a)] B
4



Subtema 3.1

Funciones definidas por tramos:

uso de la funcion escalon unitario

2) f() =u(t—1) —u(t—3)

1+ ®

Modificada de Campbell
& Haberman (2008).

De forma general:
2) f(t) =u(t—a)—u(t—b)

W e
~

Campbell & Haberman
(2008).

>
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Subtema 3.1

Funciones definidas por tramos:
uso de la funcion escalon unitario

Entonces: g(t) "Encendida” ent = a. "Apagada” ent = b.

Ejemplos:
()4
rZ; 0<t<2 5 - Zill & Cullen (2009).
3) f(t) =1—-1; 2<t<3 |
\ 0 t >3 1 |
|
|
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Transformada de Laplace:

Propiedades

4) Segundo teorema de traslacion (dominio “t")

SiF(s) = L{f(t)} y a > 0, entonces:

Ejemplos:
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5) Convolucion

Si f1(t) y f2(t) son continuas por partes en [0, ), entonces,
el producto especial denotado por f1(t) « f,(t), esta
definido por |a integral:

Convolucién de f{(t) y
f2(t) [ es una funcion
de t].

. _ ; _ La convolucion de f,(t)
£2(0 * F1() jo fr@fie-rar 7 convolcion e full

——
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Subtema 3.2

Transformada de Laplace:
Propiedades

5) Teorema de convolucién

Si f1(t) y f2(t) son continuas por partes en [0, «), siendo
ambas de orden exponencial C, entonces:

LIF1(@®) x f2(0)} = LIF1(OIL{f2(2)} = F1(s)F,(s) .




Subtema 3.1

AUTONONA 7
$E® = )
I\ f E‘ i | /';\‘
g APy o8 = URWIY s
AR *.F \§§ J
Transformada de Laplace:
-
Propiedades

6) Transformada de la integral de una funcion

Sif,(t) =1y L{f2(t)} = F,(s) = 1/s, el teorema de
convolucion implica que la TL de la integral de f,(t) es

t F
fros]-t . ORI

Nota: si se requiere obtener la TIL, es recomendable
usar esta propiedad en lugar del MFP cuando s™ es un

factor del denominador y, f(t) = L~ 1{F(s)} es facil de

integrar. -
10
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y Basadas en
2 Strang (2009).
X+2y=3
4x + 8y = 12
y 11 X = 1
X y = 1
2 -1 o0 1 2 3= 7 =2

Planol \
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Subtema 3.4

Pueden resolverse dt ' dt
por eliminacién. x(t), y(t), = Variables dependientes.

t < Variable independiente.

dx dy

dx dy

=t—1. !
_dt dt Método de los operadores y
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Sistema de EDLs de 1er orden

Sistema de EDLs de 1ler orden, CV (forma normal), NH:

x1(t)
X = xlz(t) ;
X, (£)
x4 ()] aq11(t) aga(t) ...aq,(t) f1()
= = xzo(t) . A= az4(t) azzgt) e Ao (L) . f= fz.(t) :
2 (8). @n1(8) Ana() ..y (E). Fal®).

dx

— =ADZ + f®O ; % =A®F+[(®) .
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Sistema de EDOLs de ler orden, NH, CC (forma normal):

x1(8)]
X = xlz(t) ;
x;, ()
x4 (1) a11 Aq2 ... A1y f1(t)
a1 Ay ...Q
X = xZ:(t) : A= 21 22 an ) ? = fZ:(t) ;
X (). i 2y fn(D).
dx _ - N .
E=Ax+f(t); wm X TAX (D), p—
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Sistemas de EDLs de 1 d

Consideraciones importantes:

1) Se usan sistemas de EDLs de 1er orden, porque la teoria
general de un sistema de n ecuaciones lineales de primer
orden, comparte muchas semejanzas con la teoria general
de una sola ED lineal de enésimo orden.

2) Por otra parte, para calculos numéricos las técnicas de
solucion sistematicas, son mas faciles y mas concisas, en
su descripcion para sistemas de primer orden que para
otros de orden mayor, ya que se basan en el Algebra lineal.

7



Subtema 3.4

Transformacion de una ED de orden n a un
sistema de n ecuaciones de 1er orden.

un “sistema” constituido por una ecuacién de enésimo
orden. Al introducir las variables dependientes
X1, X3, ..., Xn, definidas cada una como:

144

xX=x1, X =x, x'= x3.., x®D= x_ (2)
Notese que x' = x| = x, X"’ = x3, = x3, etc.

Al sustituir (2) en (1), se obtiene el siguiente sistema de
n ecuaciones de ler orden:

——NEE
8



Subtema 3.4

Transformacion de una ED de orden n a un
sistema de n ecuaciones de 1er orden.

x(t) es una solucioén de (1) < las funciones
x1(t), x2(t), ..., x,(t) definidas en (2), satisfacen el sistema
obtenido.

Ejemplos:

——
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: Modelos
matematicos de sistemas fisicos.

Modelo de oscilaciones forzadas para 2 masas.




Subtema 3.4

Transformada de Laplace:
aplicaciones

La TL y TIL se pueden usar para resolver problemas de
valor inicial de orden n, asi como sistemas de ecuaciones
diferenciales que incluyen condiciones iniciales.

Ejemplo; Zill & Cullen (2009).

il (t)) iZ (t)
Corrientes
eléctricas.

p Resistencia |& capacitancia.
electrica.

_L . Inductancia. . E , Diferencia de potencial. m—
11



Subtema 3.4

Transformada de Laplace:
aplicaciones

Resolver el sistema mostrado antes, si se tienen los
siguientes valores de los parametros para el circuito
eléctrico: E(t) =60 [V],L=1[h],R=50[Q], C =10"*[f],
i1(0) =0, i,(0) = 0. El sistema a resolver es:

il(O) =0
iz(O) =0

Aplicando la TL a cada ecuacidon del sistema y
simplificando se obtiene:

——NEE
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Transformada de Laplace:
aplicaciones

Donde:

I1(s) = L{i; (D)}
I>(s) = L{iz (D)}

A partir de despejar I, de la 2da. ecuacion y sustituir en la
primera, se obtienen I, y I, en términos de s; ademas, al
expandir mediante el MFP, se llega a:
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Transformada de Laplace:

aplicaciones

Aplicando la TIL a cada ecuacion algebraica, se obtienen
las corrientes eléctricas:

6 6

ll(t) — E _ E e—lOOt 6Ote—100t
6 6

iZ (t) — E _ E e—lOOt 120te—100t

14



Subtema 3.4

: Modelos

matematicos de sistemas fisicos.

Mechanical Mass—Spring Electrical RLC

System with Damping Series Circuit

mx" + bx' + kx = f(¢) Lg” + Rqg' + (1/C)q = E(¥)
Displacement by Charge q
Velocity x' Current qg =1
Mass m Inductance L
Damping constant b Resistance R
Spring constant k (Capacitance) ! 1/C
External force f(t)  Voltage source E(1)

Tomada de Nagle et al., (2012).
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