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Ejercicio 1
Determine la masa real de un cuerpo cuya masa en reposo es my = 1 kg, y que se mueve con
una rapidez de 108,000 kph, si se sabe que la rapidez de la luz es de ¢ =299,792 kTm

La expresion para el clculo de la masa de un cuerpo en funcion de su rapidez es la siguiente:

m=my Expresién tomada de: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/Relativ/tdil.html

2-v?

Primero, se convierten al Sl (Sistema Internacional) tanto el valor de la rapidez del cuerpo como
la rapidez de la luz:

_ km _ 1000m 1h
v =108,000 h X TTkm X 3600s

_ 108000 m
V=— —

3.6 S

v =30,000 %

_ km _ 1000m
c=299, 792, = X T

€ =299’792,000 ”f

Posteriormente, se sustituyen los valores en la expresion correspondiente:
299792000
\/ (299792000)? - (30000)2
m = 299792000
1/8.9875243264-10% - 9108
299792000

~/8.987524236410%

299792000

~ 299791998.5
m =1.000000005 kg

m=1

La masa real de un cuerpo de 1 kg de masa en reposo que se mueve a una
rapidez de 108,000 kph es:
m =1.000000005 kg.

Se puede observar que la masa real es practicamente la misma que la masa en reposo.
Dado que la masa de un cuerpo moviéndose en la Tierra puede considerarse constante,
la expresion de la segunda ley de Newton que se empleara para la resolucién de los problemas
de Dinamica es:
F=ma
donde F y @ son vectores.
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Ejercicio 2
Un automovil, como el mostrado en la figura, parte del reposo en t=0, y se hizo la medicién de su

posicion, s, con respecto al tiempo, desde que inicié su movimiento en s =0, hasta que se detuvo,
ent=12s.

Dicha posicion se pudo representar por medio de la siguiente expresion:
$=-0.02t* + 0.24¢> + 1.44 ¢

Determine:

a) laaceleracion inicial del automévil;

b) surapidezent=10s;

c) larapidez maxima que alcanzéy en qué instante se produjo.

La variable s es la magnitud del vector de posicion. Por consiguiente, si se considera que el eje x
es paralelo a la trayectoria del automovil:

7={-0.02t* + 0.24 > + 1.44¢%,0}
Dado que se conoce la expresion de la posicion del automovil, con base en la definicion

de velocidad:
v=4
dt

Se obtiene la derivada del vector de posicion, 1, con respecto al tiempo, t. La derivada de un vector
es otro vector formado por las derivadas de las componentes respectivas:

I ={L (-0.02¢* + 024 + 1.441%), £ (0)}

91 ={_0.08¢ + 0.72t? +2.88t, 0}
dt

es decir:
v={-0.08> + 0.72t* +2.88t, 0}

a) laaceleracion inicial del automovil

Asimismo, dado que la aceleracién es la derivada con respecto al tiempo de la velocidad:

a=%
dt
dv _rd 3 2 d
= ={5; (-0.08¢8 +0.72t% +2.88t), — (0)}
av

= ={-0.241 + 1.44t + 2.88, 0}

de donde:
a={-0.24t +1.44¢t + 2.88, 0}
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Por tanto, parat=0s:
o ={-0.24 (0)* + 1.44(0) + 2.88, 0}
0o ={-0+0+2.88,0}
0o =1{2.88, 0} g

La aceleracidn inicial del automovil es:
a, =1{2.88, 0} 2—2

b) surapidezent=10s
V1o ={-0.08(10)* + 0.72(10)* + 2.88 (10), 0}
V10 ={-0.08 (1000) + 0.72 (100) + 28.8, 0}
V1o =1{-80+72+28.8, 0}
Vip=1{20.8, 0} 7
Por consiguiente, dado que la rapidez es la magnitud de la velocidad:

V10:|V_10|
vlozzo.s”f

La rapidez del automdvilent=10ses:
V1o =20.8 %

¢) larapidez maxima que alcanzé y en qué instante se produjo

Para obtener la rapidez maxima, se deriva la expresion de la rapidez con respecto al tiempo y
seiguala a cero, para determinar el tiempo critico; se sustituye dicho valor en la expresion de
la rapidez para encontrarla.

v=-0.08¢ + 0.72t*+2.88¢

‘;% =-0.24t%+1.44t + 2.88

-0.24t*+1.44t + 2.88=0
Para simplificar la obtencion de las raices, se normaliza la expresion, es decir, se hace que
el término con mayor exponente sea igual a uno, para lo cual es suficiente con dividir toda
la expresion por (-0.24):

-0.24 t2+ 1.44 t+ 2.88 — 0
-0.24 -0.24 -0.24 -0.24
t2-6t-12=0

Se aplica la formula del “chicharronero” simplificada:

t1,2:—§ t 1,(2)2_ C

tl,zz-(_—zs) t \/m
tam3 2 OF T2
t1,=3 % 49+12

t1,=3 % 21

t1,2 =3 £ 4.583
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Se descarta la raiz negativa ya que no tiene significado fisico:
t; =3+4.583
t;=7.583s

Se sustituye el valor obtenido en la expresion de la rapidez:
Vmax = —0.08 (7.583)% + 0.72(7.583)? + 2.88 (7.583)
Vmax = -0.08 (435.96) + 0.72 (57.595)
Vimax = -34.88 +41.40 +21.84
Vinax = 28.36

La rapidez maxima que alcanzé el automovil y el instante en que se produjo son:
Vmax = 28.36 % ent, =7.583s.

Grafica de la rapidez con respecto al tiempo

Plot[-0.08t> +0.72t% + 2.88t, {t, 0, 12}]

251

20

2 4 6 8 10 12
En la grafica anterior puede observarse que el valor maximo de la rapidez es alrededor de 28 %,

lo cual sucede en un valor de t cercano a 8. Asimismo, la rapidez en t = 10 s es aproximadamente 20.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
t0 = 0;
tf = 12;

s=-0.02t*+0.24t3+1.44%;

Vectores de posicion, velocidad y la aceleracion:

r={s, 0}
v=D[r, t]
a=D[v, t]

a) laaceleracion inicial del automovil

a@=a/.t-to

b) surapidezent=10s

vle = v[1] /. t » 10

c) larapidez maxima que alcanzé y en qué instante se produjo

ecl =D[v[1], t] ==©
respl = Solve[ecl]
tcrit = respl[2]
vmax = v[1] /. tcrit



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Cinética rectilinea particula.nb | 9

Ejercicio 3
Se lanza verticalmente un cuerpo con una rapidezinicialde vy =5 ”f, hacia arriba, desde una

posicion ubicada a 1.2 m del piso.

Determine las expresiones de la rapidez y la posicion del cuerpo en funcion del tiempo, asi como
la altura maxima que alcanzay el tiempo que transcurre hasta que choca con el piso. Desprecie
la fuerza de friccion viscosa del aire, asi como el efecto del principio de Bernoulli sobre el cuerpo.
Asimismo, dibuje las graficas de la aceleracidn, la rapidez y la posicion del cuerpo con respecto
al tiempo, e intreprete dichas graficas con base en el concepto de area bajo la curva.

Metodologia para la resolucion de problemas de cinética rectilinea de la particula

La metodologia que puede aplicarse para resolver problemas de cinética rectilinea de la particula
es la siguiente:
1  Dibujar el diagrama de cuerpo libre del objeto de estudio, luego de que ya se haya empezado
a mover. En los problemas iniciales, no se consideraran las fuerzas que producen
el movimiento, sino que se tomara en cuenta las condiciones iniciales que producen.
2 Luego de determinar la representacion vectorial de todas las fuerzas que acttan en el objeto
de estudio, se obtiene la resultante de todas las fuerzas.
3 Con base en la segunda ley de Newton, se plantea la ecuacion que relaciona la resultante
de todas las fuerzas con el producto de la masa por la aceleracion.
Se calcula la aceleracion del objeto de estudio a partir de la ecuacion anterior.
5 Seplantea la ecuacion diferencial de la aceleracion, que se define como la derivada de
la velocidad con respecto al tiempo, es decir:

g=4dv

dt
a partir de la cual, por medio del método de separacion de variables y de integracion,
considerando como el limite inferior de las integrales definidas las condiciones iniciales
asociadas a cada variable, y como el limite superior las propias variables de integracion,
se obtiene el vector velocidad.

6 Deformasimilar al punto anterior, con base en la ecuacién diferencial de la velocidad, que

se define como la derivada de la posicién con respecto al tiempo, cuya expresion es:

dr

y=4I
dt

se obtiene el vector de posicion del objeto de estudio.

1 Eldiagrama de cuerpo libre
Para este problema, luego de que fue lanzada la pelota, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

I

2 Larepresentacion vectorial de las fuerzas que actdan

mg

La representacion vectorial del peso es:
W =1{0,-mg}



10 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Cinética rectilinea particula.nb

3 Aplicacion de la segunda ley de Newton
Se establece la siguiente ecuacion vectorial:
W=ma
4 Calculo de la aceleracion
a={ay,ay}
Sustituyendo los vectores conocidos:
{0, -mg}=m{ay, a,}
De la ecuacion anterior, se obtienen las siguientes expresiones escalares:
0=ma,
-mg=ma,
de donde se obtiene que:
a,=0
a,=-g
Por consiguiente:
a={0,-g}
5 Resolucion de la ecuacion diferencial de la aceleracion

=3

9 = 3¢
de donde:

a,dt=dv,

-gdt=dv,

t _rv

jto —gd/t—fviocﬂvy
En la expresion anterior, t, es el tiempo inicial, usualmente CERO, y vy, es la rapidez inicial.
Con base en el enunciado del problema, se puede establecer que dicho valor es:

Vyo =5 %
Al resolver las integrales de la expresion correspondiente, queda que:

t— vy
gtlo=vy1s

-gt-[-g(0)]=vy,-5

-gt=v,-5
vy=-gt+5
v={0,-gt+5}

La expresion de la rapidez del cuerpo, en funcion del tiempo, es:

vy =-gt+5.
6 Resolucion de la ecuacion diferencial de la rapidez
_dy
Vy = E
de donde:
vydt=dy

(-gt+5)dt=dy
j;(-gus)dit:jzocﬂy
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En este caso, la posicion inicial es 1.2 m arriba del piso, que se considera que tiene una ordenada nula:
Yo=12m
De donde:
t
[, (cgt+5)dt=[7 dy
Luego de resolver las integrales anteriores:
—2gt?+5t]i=yli,
—%gt2+5t- [—%g(O)2+5 0)]=y-1.2
y=-3gt+5t+12
7={0,-3gt?+5t+12}

La expresion de la posicion del cuerpo en funcion del tiempo es :
y = -4905t>+5t +1.2

Para obtener la altura maxima que alcanza el cuerpo, es necesario obtener el valor del instante
de tiempo en el que alcanzé una velocidad nula, debido a que es justamente en dicho instante
cuando la velocidad, que cuando sube es positiva, disminuye hasta que se hace cero y luego

se hace negativa cuando empieza a bajar, por tanto, justo cuando es cero es cuando cambia

el sentido de su movimiento.

También puede explicarse como un problema de maximos y minimos, para lo cual es necesario
derivar la expresion de la posicion, que resulta ser la rapidez que es la magnitud de la velocidad,
e igualarla a cero, es decir:
v, =0
Alinstante de tiempo en el que alcanza su altura maxima se le denomina tiempo critico, ti:
-9.81t,x+5=0

9.81¢t.it=5
5

Eerit = 981

terit = 0.509684 s
Por tanto, la altura maxima que alcanza el cuerpo se obtiene al sustituir el tiempo critico
en la expresion de la posicion:

Yinax = -4.905 t2 + 5t + 1.2

Vimax = -4.905 (0.509684)% + 5 (0.509684) + 1.2

Ymax = -4.905 (0.259778) +2.5484 + 1.2

Vinax = -1.2742 +2.5484 + 1.2

Ymax = 24742 m

El cuerpo alcanza una altura maximade:
Vmax = 2.4742m.



12 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Cinética rectilinea particula.nb

Para determinar el tiempo que transcurre hasta que choca con el piso, simplemente se resuelve
la ecuacidn de la posicidn vertical cuando es igual a cero:

y=-4905t2+5t+1.2

0=-4.905¢t*+5t+1.2
Luego de normalizar la ecuacion al dividir todos los términos por (-4.905), se obtiene:

-4.905 t2 + 5 1.2 0

t+ =
-4.905 -4.905 -4.905  -4.905

t2-1.019t-0.2446=0

Se aplica la formula para la resolucidn de ecuaciones cuadraticas simplificada, cona=1:

b b\?
=_= + =) -
tl,2 > T (2) Cc

=200+ \/ (222)* + 0.2446

t1,=0.5097 + Y0.50972 + 0.2446

t1,=0.5097 + /0.2598 + 0.2446
t1,=0.5097 + 4/0.5044

t1,=0.5097 % 0.7102
Dado que la raiz negativa no tiene interpretacion fisica:
t; = 0.5097 +0.7102
t,=1.22s

El tiempo que transcurre hasta que el cuerpo choca con el piso es:
tl =1.22s.

Las graficas de la aceleracion, la rapidez y la posicion del cuerpo con respecto al tiempo
son las siguientes:

t1 = 1.190606;
aySol = -9.81

vySol = -9.81t+5
ySol = -4.905t2 +5t + 1

Plot[aySol, {t, @, t1}, AxesLabel » {t, ay}]
Plot[vySol, {t, @, t1}, AxesLabel -» {t, vy}]
Plot[ySol, {t, O, t1}, AxeslLabel - {t, y}]
Grafica de la aceleracién ay vs. tiempo

ay

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

-10

-5}
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Grafica de la rapidez v, vs. tiempo

vy

4

-6F

Grafica de la posicidon y vs. tiempo
y

0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

Se puede verificar que, debido a que la aceleracion, ay, es la derivada de la rapidez, v,, con respecto

altiempo, t, y la rapidez es la derivada de la posicidn, y, con respecto al tiempo, la rapidez se puede
obtener como el area bajo la curva de la aceleracidn, ya que es la interpretacion geométrica de
la integral y, de forma similar, la posicidn se puede obtener como el area bajo la curva de la rapidez.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

g=9.81;

vyo = 5;

to = 0;

vecA = {ax, ay}
vecV = {vx, vy}
vecR = {x, y}
yo =1.2;

Resultante de fuerzas que actta en el cuerpo:

W= {0, -mg)
R=W
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Con base en la segunda ley de Newton:
ecl =R == mvecA
Se obtiene la aceleracion:

respl = Solve[ecl, vecA]
vecASol = vecA /. respl[1]
aySol = vecASol[2]

Dado que a, Sol = %, a, Soldt=dv,, por consiguiente:

t y
ec2 = j aySol dt == JW dvy
to vy

resp2 = Solve[ec2, vy]
vySol = vy /. resp2[1]
vecV = {0, vySol}

Asimismo, como v, Sol = %, entonces v, Soldt=dy, de donde:

t
ec3 = J vySol dt == ﬁdy
to yo

resp3 = Solve[ec3, y]
ySol =y /. resp3[1]
vecR = {0, ySol}

Para determinar la altura maxima que alcanza, se obtiene el instante de tiempo en el que la
rapidez del cuerpo es nula:

ec4 = vySol == 0
resp4 = Solve[ec4]
tcrit = t /. resp4[1]

El tiempo critico obtenido se sustituye en la expresion dey:

ymax = ySol /. t -» tcrit
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Se calcula el tiempo en el que la pelota choca con el piso cuando y = 0:

ec5 = ySol ==
resp5 = Solve[ec5]
t1Sol = t /. resp5[2]

Dibujo de las graficas de la magnitud de la aceleracién, a,, de la componente eny de
la velocidad, v, y de la posicién vertical, y, desde que inicia el movimiento hasta que el cuerpo

choca con el piso:

Plot[aySol, {t, ©, t1Sol}, AxeslLabel - {t, ay}];
Plot[vySol, {t, ©, t1Sol}, AxeslLabel » {t, vy}];
Plot[ySol, {t, ©, t1Sol}, AxesLabel -» {t, y}1;
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Ejercicio 4

Un lanzador profesional de béisbol lanza verticalmente y hacia arriba, una pelota que tiene
una masa aproximada de 0.2 kg desde el suelo.

Sila rapidezinicial que le imprime el lanzador a la pelota es vy =40 m/s (90 mph), determine
la distancia que ésta recorre en 6 segundos.

Desprecie la fuerza de friccion viscosa del aire, asi como el efecto del principio de Bernoulli
sobre la pelota.

Para este problema, luego de que fue lanzada la pelota, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

[

mg

La representacion vectorial del peso es:
W ={0,-mg}
que en este caso es la fuerza resultante.

Con base en la segunda ley de Newton, se obtiene la siguiente ecuacion vectorial:

W=ma
donde:
a={ay a,}

Sustituyendo los vectores conocidos:
{0, -mg}=m{ay, a,}
De la ecuacion anterior, se obtienen las siguientes expresiones escalares:
0=ma,
-mg=ma,
a,=0
a,=-g
Por consiguiente:
a={0,-g}
Luego, se plantea y resuelve la ecuacion diferencial de la aceleracion:
dv
dt
De donde:
adt=dv
{0,-gldt=dVv
J;{O,—g}dt=£%dv
En la expresion anterior, t, es el tiempo inicial, usualmente CERO, y v, es el vector de velocidad
inicial. Con base en el enunciado del problema, se puede establecer que dicho vector es:
vo={0,40} %

a=
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Al resolver las integrales de la expresion correspondiente, queda que:
{0,-gHt15=V1}0,40
{0,-g}t-{0, -g} (0) =Vv - {0, 40}
{0,-g t}=v-{0, 40}
v={0, -g t} + {0, 40}

v={0,-gt+40}

La expresion de la velocidad del cuerpo, en funcidon del tiempo, es:
v={0,-9.81t+40}.

Y por Gltimo, se resuelve la ecuacion diferencial de la velocidad:
v=4
dt
vdt=dr
{0,-gt+40}dt=dr

jt:{e, -gt+40} dt=[drT

Usualmente se establece como posicion inicial el origen:

_ (T —
J;‘{e, _gt +40) dlt—J{ele}dlr'

Luego de resolver las integrales anteriores:
{0, ‘% gt>+40 t}]BZF](Fo,O}
{0,-3 gt +401}-{0,-2 g 0% +40(0)} =7 - {0, 0}
F={0,-3 gt*+40t}

La expresion de la posicion del cuerpo en funcion del tiempo es :
¥ ={0,-4.905¢+40¢ }

Como puede observarse, cuando el movimiento es rectilineo y se hace coincidir uno de los ejes del
marco de referencia con el movimiento del cuerpo de estudio, tnicamente una de las componentes
de la aceleracion, velocidad y posicion es diferente de cero, en este caso las componentes en y:
a,=-g
vy =-gt+40
y=-3gt’+40t
Por facilidad y economia de escritura, cuando el movimiento sea rectilineo, se establecerany
resolveran ecuaciones escalares, sin perder de vista que en realidad se estan manejando vectores.
Ahora, para resolver el problema, en este caso particular se puede obtener la posicion parat=6s:
y(t=6) =2 (9.81) 6 +40 (6)

y(t=6) =-4.905 (36) + 240
y(t=6)=-176.58 + 240
y(t=6)=63.42m
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Este resultado seria la distancia recorrida si para dicho tiempo el cuerpo esta subiendo, es decir,
la componente eny de la velocidad es positiva:

v, (t=6)=-9.81 (6) + 40

vy (t=6)=-58.86+40

v, (t=6)=-18.86 %
Dado que el resultado es negativo, esto indica que el cuerpo va bajando. Esto quiere decir que
primero alcanzo su altura maxima y posteriormente empez6 a bajar. Entoces, es necesario
determinar cuando alcanzd su altura maxima, que corresponde al instante en que su velocidad
es cero y que se le denomina tiempo critico, tei:

v, =0

-9.81¢t,4++40=0

9.81 teyiy = 40

_ 40
tCI’It - 9.81

terit =4.077s
Por tanto, la altura maxima se obtiene al sustituir el tiempo critico en la expresion de la posicion:
Yinax = -4.905 2 + 40 toit

Vmax = -4.905 (4.077)2 + 40 (4.077)

Ymax = -4.905 (16.63) + 163.10
Ymax =-81.55+163.10
Ymax=81.55m

La pelota alcanza una alturamaxima

Yiax = 81.55m.

En la siguiente figura se muestra graficamente lo que ocurre con la posicidn de la pelota. Inicia
su movimiento en el suelo, y, =0, alcanza su altura maxima, ymay = 81.55 m, en el instante

teit =4.077 s,y baja hasta que t; = 6, cuando su posicion es y; =63.42 m.

tcrit = 4.077 85— ymax . 81 55 m ——

dy=18.13 m

t3=6s +— y3=63.42m

di=8155m

tp=0s L yg=0m = B
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Por consiguiente, la distancia recorrida por la pelota es lo que subi6 hasta la altura maxima,
d, =81.55m, mas lo que bajo hastat=6's, que es d, = Ymax - Va:

d, =81.55-63.42
d>=18.13m
distRecorrida=d; +d,
distRecorrida=81.55+18.13
distRecorrida=99.68 m

La distancia recorrida por la pelota de béisbol en 6 segundos es:

distRecorrida =99.68 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
m=90.2;
g = 9.81}

vecRO = {0, 0}
vecVo = {9, 40};
t3=6;

vecA = {ax, ay}
vecV = {vx, vy}
vecR = {x, y}

Suma de fuerzas que acttan en el cuerpo:

W={06, -mg}
SumaF = W

Con base en la Segunda ley de Newton:

ecl = SumaF == mvecA

Se obtiene la aceleracion:

respl = Solve[ecl, vecA]
vecASol = vecA /. respl[1]

| 19
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Dado que vecASol = %t’, vecASol dt = dv, por consiguiente:

ecV t
ec2 = JW dv == .r vecASol dt
vecVo (”]

resp2 = Solve[ec2, vecV]
vecVSol = vecV /. resp2[1]

Asimismo, como vecVSol = Z%;, entonces vecVSol dt = dr, de donde:

vecR t
ec3 = j dR = J vecVSol dt
vecRo 0

resp3 = Solve[ec3, vecR]
vecRSol = vecR /. resp3[1]

Para determinar la altura maxima que alcanza, se obtiene el instante de tiempo en el que
la velocidad del cuerpo es nula:

ec4 = vecVSol == {9, 0}
resp4 = Solve[ec4, t]
tcritico =t /. resp4[1]

El tiempo critico obtenido se sustituye en la componente en y del vector de posicion vecRSol:
ymax = vecRSol[2] /. t » tcritico

Se calcula la posicion de la pelota cuando t; =6 s:

y3 = vecRSol[2] /. t » t3

Se calcula la distancia recorrida como la suma de lo que subié la pelota mas lo que bajé:

distRecorrida = ymax + (ymax - y3)



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Cinética rectilinea particula.nb | 21

Ejercicio 5
En la figura se muestra un bloque que se suelta en A del reposo sobre el plano inclinado.

v,=0 Longitudes, en m

Si el coeficiente de friccion cinética entre el bloque y el plano inclinado es py = 0.25, determine
la rapidez del bloque en el instante en que éste bajé 2 m.

Diagrama de cuerpo libre del bloque:

X

Nota: con base en el teorema de angulo entre perpendiculares, se puede verificar que el dngulo que
forma la horizontal con el plano inclinado, a, es igual al angulo que forma la vertical con la normal
a dicho planoinclinado.

Representacion vectorial de las fuerzas:
VFr ={-Fr, 0}
vN={0, N}
w-ms (3,

La resultante, o suma de fuerzas, es:
R=VFr+vN+W
R={-Fr,0}+{0,N}+{Z mg,-I mg}
F={§ mg - Fr, N—g m g}

Se sustituye en la ecuacion de la segunda ley de Newton:
R=ma
En este caso, el vector aceleracion sélo tiene componente en x:
a={a,, 0}
Entonces, la ecuacion queda:
{émg—Fr,N —g m g} =m{a,, 0}
De la ecuacion vectorial anterior se pueden establecer las siguientes expresiones escalares:
g mg-Fr=ma;,

4
N—gmg=0
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De la segunda ecuacion se obtiene:
N = g mg

La magnitud de la fuerza de friccidn cinética, Fr, puede obtenerse como:
Fr=puN

Por consiguiente, sustituyendo el valor de la magnitud de la normal:
Fr= g mg
Fr=025img
Fr=02mg

Entonces, si se sustituye el ultimo valor en la primera ecuacion escalar:
0.6mg-02mg=may
ma,=04mg
a,=04¢g
ay = 3.924§

Primer procedimiento

A partir del valor de la aceleracidon, con base en su definicion puede obtenerse la rapidez
del bloque:

dvy
a =
X dt

adt=dv,
3.924dt=dv,
J;3.924cﬂt=J3':0dle

Para este problema las condiciones iniciales son que cuando inicia el movimiento del cuerpo
en elinstante t; = 0's, el bloque se suelta del reposo, es decir, v, =0 %, por lo cual:

[y3:924dt= [ dv,
3.924t]5 = v ¢
3.924t-0=v,-0
Vy=3.9241

A partir de la rapidez en x, v,, se puede obtener la posicidn x, con base en la definicion de rapidez:
_ dx
T

v,dt=dx
3.924tdt=dx

t _ X
Jo3-924tdt= [ dx

donde la posicidn inicial se establece en x, = 0:
2
3.924% 16 =x1%
1.962t*-0=x-0
x=1.962t
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Puede calcularse el tiempo que transcurre para que el bloque recorra x; =2 m:

xr=1.962 t?
2=1.962 t}
1.962t2=

2-_2

f 1962
t7=1.019

tr = \j 1.019
tr=1.010s

Y en ese instante, se puede calcular la rapidez a la que se mueve el bloque:

Vyr=3.924 t;

Vy s =3.924 (1.010)
Vi =3.962 7

La rapidez del bloque en el instante en que éste bajé 2 m es:
Vyf = 3.962 %

Segundo procedimiento

Debido a que en este problema no interviene la variable de tiempo, es posible aplicar
una definicion alternativa de aceleracion, considerando que la rapidez v, es una funcion
de la posicidn x, con base en la denominada regla de la cadena.

Dado que:

dv,
a,=—*
X dt
— dv dx
dx dt

dx
dt

dv,
a, =V, —=

dx
Por consiguiente, para este problema:

Vy Z—VX =3.924

Luego de separar variables:
vy dv,=3.924dx
fivedvyg= [} 3.924 dx
Las condiciones iniciales son: para x, =0, v,o = 0. Entonces:
V2] = 3.924x]5
S VE=3.924x
vZ=(2) (3.924) x

Vy = \j 7.848 x
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Finalmente, sixf =2 m:
Vs = \ (7.848) (2)

Vet = V15.696

Vyf = 3.962 ”f

Resultado que corresponde exactamente al mismo que el del primer procedimiento.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

uk = 0.25;
xf = 2;
g = 9.81;

Representacion vectorial de las fuerzas:

VN = {0, N}
VFr = {-Fr, 0}
3 4

Aplicacion de la segunda ley de Newton:
ecl=W+VN+VFr==ma
La aceleracion sélo tiene componente en x:

a = {ax, 0}

Fr = uk N

respl = Solve[ecl, {ax, N}]
axSol = ax /. respl[1]

Primer procedimiento

d vy
Dadoqueay = dT’ dvy = a,d t, entonces:
t

X t
ec2 = JW dvx == f axSol dt
) )

resp2 = Solve[ec2, vx]
vxSol = vx /. resp2[1]
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d x
De forma similar, v, = dT’ portantod x = vyd t, integrando ambos miembros queda:
t

X t
ec3 = J dx == J vxSol dt
) )

resp3 = Solve[ec3, Xx]
xSol = x /. resp3[1]

Cuando el bloque recorrié 2 m, en tiempo transcurrido sera:

ec4 = xSol == xf
resp4 = Solve[ec4]
tSol =t /. resp4[2]

Se sustituye el tiempo obtenido en la expresion de la rapidez v,:
vfl = vxSol /. t » tSol

Segundo procedimiento

d vy
Dadoqueay = vy, —, vy d vy = ayd X, entonces:
d x

X X
ec5 = JW vx dvx == J axSol dx
(2] (2]

resp5 = Solve[ec5, vx]
vxSol = vx /. resp5[2]

Cuando el bloque recorrié 2 m, su rapidez sera sera:

vf2 = vxSol /. x » xf
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Ejercicio 6
Luego de medir la rapidez de una motocicleta durante 20 s, se obtuvo la grafica que se muestra
en la figura.
v,en &
16
t,ens
0 16 Zb

Si la masa de dicha motocicleta incluyendo al conductor es de 150 kg, dibuje las graficas de su
aceleracion asi como de la fuerza aplicada a la rueda motriz.

En caso de que la misma motocicleta parte del reposo y se le aplica una fuerza a su rueda motriz
de 225N de 0a 10 s, posteriormente no se le aplica ninguna fuerza de 10 a 15 sy finalmente se
le frena con una fuerza de 525 N hasta que se detiene, dibuje la grafica de su aceleracién

y su rapidez con respecto al tiempo, despreciando la resistencia del aire.

Para el caso anterior, calcule el tiempo que la motocicleta permanece en movimiento.

Con base en la definicidén de aceleracion:
dv

a=dv
dt
Se puede obtener la aceleracion de la motocicleta derivando la funcién de la rapidez mostrada
en la figura anterior, la cual, dado que la grafica esta formada por dos rectas, se procede a obtener
sus ecuaciones.
En elintervalo de 0 <t <16, dado que directamente se puede obtener la ordenada al origen de
la recta, y la ecuacidn en este caso es:
y=mx+b
donde m es la pendiente de la recta y b su ordenada al origen, para esta recta en términos de t como
variable independiente y v como variable dependiente:
my = &4

T At
_16-0

M= T 0
my = 1
bl =0
Por tanto:
vi=t
Por consiguiente:
=av
0=
a, = 1 2—2
En elintervalo de 16 <t <20, a partir de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

y-y1= 22 (x - x))

X2 = X1
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Si se considera que los puntos 1y 2 son:
P1(16, 16)
P,(20, 0)

La ecuacion de la recta queda, para las variables ty v:
v, — 16= 218 (t-16)

20-16

vzz‘—jf"(t-16)+16

vy =-4 (t-16) + 16
V,=-4t+64+16

V)= -4t+80
De donde:
a, = -4 Z—Z

Como se puede observar, la derivada de la rapidez resulta ser la pendiente de la recta en
elintervalo considerado, por lo que se puede calcular la aceleracion simplemente con la obtencion
de la pendiente de la gréfica de rapidez vs. tiempo, sin necesidad de obtener la ecuacion de la recta.
Grafica de la aceleracion de la motocicleta con respecto al tiempo

a,en
S
1 t,ens

0 16 20

-4

Ahora, con base en la segunda ley de Newton, la fuerza de traccion se puede obtener como
el producto de la masa de la motocicleta multiplicada por la aceleracion.
Dado que la masa de dicha motocicleta incluyendo al conductor es de 150 kg, se puede calcular
la fuerza de traccién multiplicando la aceleracién y la masa.
Enelintervalode0<t<16:
Fi=ma;
F,=(150) (1)
F,=150N

Yenelintervalode 16 <t <20:
F,=ma,
F2 = (150) (-4)
F,=-600 N

Grafica de la fuerza de traccion del automovil deportivo con respecto al tiempo

F,enN
150 . t,ens

T I
0 16 20

-600
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Para la segunda parte del problema, conviene visualizar la fuerza de traccion aplicada a la fuerza
dibujando la grafica correspondiente, tal que seade 225 N de 0 a 10 s, posteriormente de 10a 15 s
es ceroy, finalmente, en el intervalo t > 15 s la fuerza es de -525 N hasta que se detiene.

F,enN
225 f—
t,ens

0 10 15 tyet

-525

A partir de la grafica anterior se puede obtener la gréfica de la aceleracion, luego de dividir
la magnitud de la fuerza por la masa.
En elintervalo0<t<10:

F1=225N
a, =58
1 m
225
a; = H_)
_ m
a, = 1.5 ?
Enelintervalo 10 <t<15:
Fz =0
a,=0
Y enelintervalo 15 <t <ty
F3=-525N
F
as = Ea
= o525
37 150
as = -3.5 S—n:

Entonces, la grafica de la aceleracion de la motocicleta con respecto al tiempo es:

a,en
S
1.5

t,ens

0 10 15 tye

-3.5

A partir de la aceleracidon, con base en su definicion como a = %, se puede obtener la rapidez,

resolviendo la ecuacion diferencial anterior.
Para0<t<10:
—- m
a, = 1.5 ?

=15
dt

dv,=15dt
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Por lo que:

Rdvi= [15dt
vilo=15t];
v; =15t

Entonces, parat=10s:
v1(t=10)=(1.5) (10)
vi(t=10)=15 %

Luego, para 10 <t<15:
a,=0
Las condiciones “iniciales” de este intervalo son,ent=10s v,(t = 10) = 15 ?, por lo que:

v -
dt

d v, =0 dt
[zdv, = [} ,0dt
v,115=0
Vy = 15=0
v, =15 f
Es decir, la rapidez permanece constante en todo el intervalo.

Finalmente, para 15 <t < tye:
_ m
a3=-3.5 ?
Y sus condiciones “iniciales” son, parat=15s v;(t = 15) = 15 ”f; entonces:

€5 =35
dt

CﬂV3=-3.5Cﬂt

[zdvs= [ -3.5dt

V3115 =-35t]is

v3 - 15=-3.5t-[(-3.5) (15)]

v3=-3.5t-(-52.5) + 15

v3=-3.5t+67.5
Para calcular el instante de tiempo en el que se detiene la motocicleta, se iguala a cero la expresion
de la rapidez vs:

0==-3.5tget + 67.5

3.5t4et=67.5
_ 675
tdet =52

tget =19.29s
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La grafica de la rapidez de la motocicleta con respecto al tiempo, bajo las condiciones
consideradas es:

m
Vv, en?

15 +

| | t,ens

o T T I
10 15 tger= 19.29

De la gréfica anterior, se puede observar que el tiempo que la motocicleta permanece
en movimiento es de:
tmoy = 19.29 s

El tiempo que la motocicleta permanece en movimiento es:
tooy = 19.29 s.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

m = 150;
Atl = 16;
Avl = 16;
bl = 0;
t11 = 16;
vii = 16;
t12 = 20
vli2 = 0;

Ecuaciones de la rapidez con respecto al tiempo, asi como la aceleracion
En elintervalo0<t< 16:

Avl
ml=——
Atl

viSol =ml1t + bl
al = D[v1Sol, t]
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En elintervalo 16 <t <20:

vi2 - vll
ecl=v2-vll = ———— (t-t11)
t12 - t11
respl = Solve[ecl]

v2Sol = v2 /. respl[1]
a2 = D[v2Sol, t]

Grafica de la aceleracion de la motocicleta con respecto al tiempo:

al t=>08 &t <16
a2 t>168&&t <20

Plot[acell, {t, 9, 20}]

acell = {

Calculoy gréfica de la fuerza aplicada a la rueda motriz de la motocicleta:

Fl1=mal
F2 = ma2

F1 t>08t <16
Fzal =

F2 t>168&t <20

Plot[Fzal, {t, 0, 20}]
Definicion y gréfica de la fuerza aplicada a la rueda motriz de la segunda parte:

tdet = 20; (* Suponiendo que tdet = 20 x)

F1 = 225;
F2 = 0;
F3 = -525;

F2 t>10& &t <15
F3 t>158&t < tdet

Plot[Fza2, {t, 9, tdet}]

F1 t>08tc=<10
Fza2 =

Calculo y gréfica de la aceleracion de la motocicleta con respecto al tiempo:

F1
al = —
m
F2
a2 = —
m
F3
a3 = —
m

a2 t>108&&t <15

al t>088&t <10
acel2 =
a3 t > 158&t < tdet



32 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Cinética rectilinea particula.nb

Plot[acel2, {t, 0, tdet}]
Obtencion de la funcidon de la rapidez de la motocicleta con respecto al tiempo:

Para el intervalo 0 <t <10, dado que a; = %’:, a,dt=dv;:

t 1
ec2 = J aldt == Jw dvi
) )

resp2 = Solve[ec2, v1]
viSol = v1 /. resp2[1]
vif = viSol /. t » 10

Paraelintervalo 10 <t <15,dado que a, = ‘%’2 a,dt=dv,:

t )
t 2
ec3 = j a2dt == J.V dv2
10 vif

resp3 = Solve[ec3, v2]
v2Sol = v2 /. resp3[1]
v2f = v2Sol /. t » 15

Para el intervalo 15 <t < tdet, dado que a5 = %"f, az;dt=dvas:

Clear[tdet]

t V3
ecd = j a3dt == J dv3
15 v2f

resp4 = Solve[ec4, v3]
v3Sol = v3 /. resp4[1]

ec5 = v3Sol ==

resp5 = Solve[ec5]

tdetSol =t /. resp5[1] // N

Definicion y grafica de la rapidez de la motocicleta con respecto al tiempo:

v2Sol t > 10&&t <15
v3Sol t > 158&&t < tdetSol

Plot[vel2, {t, O, tdetSol}]

vliSol t>08&_t <10
vel2 =

Tiempo que la motocicleta permanece en movimiento:

tmov = tdetSol
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Ejercicio 7

El tranvia de 17,000 lb es jalado durante 3 s por un cable cuya fuerza tiene la siguiente expresion:
F(t) =900 t? + 1000
donde la fuerza esta en by el tiempo en segundos.

Sient=0 larapidez del tranvia es hacia arriba del plano inclinado con una magnitud v, = 12 g,

despreciando la friccion de las ruedas con los rieles y la resistencia del aire, determine:
a) larapidezdeltranviaent=0.5yt=3s;
b) ladistanciarecorrida por el tranvia en el intervalode0<t<3s.

Primero, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del tranvia:
13
W y

84

Luego, se obtiene la representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el tranvia:
F={F(t), 0}
N={0, N}
Para obtener el vector unitario del peso, primero se obtiene la longitud de la hipotenusa
del triangulo de la pendiente:
hip= Y132 + 842
hip = 4/169 + 7056
hip = \/ﬁ

hip=85
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De donde:
s 13 _s84
ew = {_ 85’ 85

Luego de sustituir los datos del problema:
F={900 t* + 1000, 0}
W=17,000{-2, -2
W =1{-2600, -16,800} b
Se obtiene la resultante:
R=F+N+W
R=1{900 t* + 1000, 0} + {0, N} + {-2600, -16,800}
R=1{900 t? + 1000 - 2600, N - 16,800}
Posteriormente, se establece la expresion para la segunda ley de Newton:
R=ma

{900 t2 + 1000 - 2600, N - 16,800} = =222

32.2

{ax, 0}

Se despeja la aceleracion, a,:
%’ a, =900 £2 - 1600
_900(322) .2 1600(32.2)
ay = -

17,000 17,000
a, =1.705 t? - 3.031

Con base en la definicién de aceleracién:

d Vv
a =
X dt

4% - 1,705 2 - 3.031
dt

dv,=(1.705t*-3.031) d't
X _rt 2
[, dvx= [, (1705t -3.031)dt

Dado que la condicidn inicial parat=0ses vyo =12 %:
vy _ 11705 ,3 t
Vy 12—(Tt - 3.031t)]0
V- 12= 202 3~ 3,031t - 0
v, =0.5682 t> - 3.031t+12
a) larapidezdeltranviaent=0.5yt=3s

Parat=0.5s:
v,(t = 0.5) = 0.5682(0.5)° - 3.031(0.5) + 12
v, (t = 0.5)=0.5682 (0.125) - 1.515 + 12
vi(t = 0.5)=0.07103 + 10.485
v, (t = 0.5)=10.56 %
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Parat=3s:
v (t = 3) = 0.5682(3)% - 3.031(3) + 12
Ve (t = 3)=0.5682 (27) - 9.093 + 12
v (t = 3)=15.34-9.093 + 12
v, (t = 3)=18.25 %

La rapidez del tranviaent=0.5yt=3ses:
Vit = 0.5)=10.69 2 y v (t = 3)=18.25 Z.

b) ladistanciarecorrida por el tranviaenelintervalode0<t<3s

Para resolver este inciso, a partir de la ecuacion de la rapidez y con base en su definicion:

dx
V,=—
X dt

Por tanto:
dx _ 3
i 0.5682t> - 3.031t+12

Se separan las variables:
dx=(0.5682t3- 3.031t+12)dt
X _rt 3
[, dx=[(0.5682¢> - 3.031 t + 12) dt

Como conviene establecer la condicidn inicial de la posicion x =0 parat=0:
_ 705682 ,4  3.031 ;2 t

x]g= (=t - == £+ 121)]
x-0=0.1421t*-1.516 * +12t-0
x=0.1421¢t*-1.516 t* +12 t

Se puede verificar que parat=0:
x(t=0) =0.1421 (0)* - 1.516 (0)? + 12 (0)
x(t=0)=0

(
x(t=3)=0.1421 (81) - 1.516 (9) + 36
x(t=3)=11.51-13.64 +36
x(t=3)=33.87 ft

Para obtener la distancia recorrida en el intervalo 0 < t < 3 s, es necesario verificar si la funcidén de

la posicion x es siempre creciente, decreciente o existen puntos criticos dentro de dicho intervalo.

Los puntos criticos son aquellos puntos para los cuales la derivada de la posicion es igual a cero,
es decir, los puntos para los que la rapidez v, es cero:

vy=0

0.5682 > - 3.031t+12=0
Se puede observar que en el intervalo considerado el término negativo es siempre menor de 12,
por lo que se puede asegurar que la rapidez es siempre positiva en dicho intervalo, por lo que
no existen puntos criticos en este.

| 35
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Entonces, se puede asegurar que la funcion x es siempre creciente, con base en los resultados
previos de x(t=0) y x(t =3).
Por consiguiente, la distancia recorrida por el tranvia en el intervalo 0 < t < 3 s es, simplemente,
la diferencia de los valores de posicidn en los extremos del intervalo:

dist=x(t=3) -x(t=0)

dist=33.87-0

dist =33.87 ft

La distancia recorrida por el tranvia en el intervalo0 <t <3 ses:
dist =33.87 ft.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W=17000;
g =32.2;
F[t] = 900 t° + 1000;
Ay = 13;
AX = 84;
Vo = 12;

Representacion vectorial de las fuerzas que actan sobre el tranvia

F={F[t], 0}
vN = {0, N}
hip = +/ax? + ay?
Ay AX
e = {-—.: -—.}
hip hip
VI = W el

Calculo de la resultante y aplicacion de la segunda ley de Newton para la obtencion de la
aceleracion:

R=F+VN+VNW

W
m= —
g

ecl =R =m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, N}]
axSol = ax /. respl[1]
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d vx

Dada la definicion de aceleracion, axSol = T

axSol dt=d vx, por tanto:

t VX
ec2 = j axSol dt = J dvx
(”] Vo

resp2 = Solve[ec2, vx]
vxSol = vx /. resp2[1]

a) larapidezdeltranviaent=0.5yt=3s

VvXEn@p5 = vxSol /. t - 0.5
VXEn3 = vxSol /. t - 3

b) ladistanciarecorrida por el tranvia en elintervalode0<t<3s
Con base en la definicion de rapidez, vxSol = ‘;%, de donde vxSol d t = d x, entonces:

t X
ec3 = j vxSol dt =- J dx
(”] (2]

resp3 = Solve[ec3, Xx]
xSol = x /. resp3[1]

Posicién del tranvia en los extremos del intervalo considerado:

XEn@ = xSol /. t-» 0
XEn3 = xSol /. t-» 3

Grafica de la rapidez en el intervalo 0 < t < 3, para verificar la existencia de puntos criticos:
Plot[vxSol, {t, 9, 3}]

No existen puntos criticos para los cuales v, =0, por lo que la funcién de posicion x es siempre
creciente

Calculo de la distancia recorrida:

dist = XxEn3 - XxEn@
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Ejercicio 8

El bloque que se muestra en la figura, tiene un peso W =50 N, parte del reposoent=0s,y se
somete a la accion de una fuerza F(t) = 19 t, donde F(t) estd en N, para un tiempo t en s.

El coeficiente de friccion entre las superficies en contacto, tanto estatica como cinética,

esde y=0.5.

Determine la distancia recorrida por el bloque 4 segundos después de que se empezd a aplicar
la fuerza.

24

Primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo:

F(t) ={F(t), 0}

F(t)={19t, 0}

Fr={-Fr, 0}

N={0, Nrm}
Para determinar el vector unitario del peso, se requiere calcular el valor de la hipotenusa de
su tridngulo de pendiente:

hip = 4/ AX? + Ay?

hip = 4/ (24)? + (7)?

hip = 4576 + 49
hip = V625
hip=25
W= £
W=50 {_ 25 25
W={14,-48}N

Aplicacion de la segunda ley de Newton:
Fity+Fr+N+W=ma
{19, 0} + {-Fr, 0} + N={0, Nrm} + {-14, -48} = == {a,, 0}
{19t- Fr-14,Nrm-48}=5.097 {a,, 0}
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de donde:
19t-Fr-14=5.097 a,
Nrm - 48=0
De la ultima expresion:
Nrm =48 N
En caso de que el cuerpo esté en movimiento, la fuerza de friccion sera cinética, por tanto:
Fr=uNrm
sustituyendo valores conocidos:
Fr=0.5(48)
Fr=24N
La componente x de la ecuacion queda:
19t-24-14=5.097 a,
19t-38=5.097 a,
Por consiguiente, la aceleracion del bloque es:

__19 . 38
5.097 5007

ayp=3.728 t- 7.456
Como se puede verificar, parat=0s, a,, = -7.456, es negativa, lo cual es incongruente.

ax

Esto es porque se supuso que el cuerpo se iba a mover hacia la derecha, lo cual implica una fuerza
de friccion cinética hacia la izquierda.

La situacion que se presenta es que la fuerza de friccion es estatica y, por tanto, variable, cuyo valor
es el necesario para que el cuerpo no se mueva, en tanto dicha fuerza alcance su valor limite o
maximo, y a partir de ese momento se empiece a mover hacia la derecha, es decir, el cuerpo

se empeza a mover cuando la aceleracion se haga positiva.

Dado que no se cuenta con el coeficiente de friccion estatica, se considerara que es igual
al coeficiente de friccion cinética, en cuyo caso la fuerza de friccion limite es:

Frr=uN
Fr'=0.5 (48)
Fr'=24 N

Entonces, cuando F(t) sea igual a la diferencia de la fuerza de friccion limite mas la componente en x
del peso, la aceleracion sea positiva, el cuerpo se empezara a mover:

F(t)=Fr + Wy

F(t)=24+14

19t=38
- 38
t_19

t=2.0s
Por consiguiente, para el intervalo de movimiento de 2 <t<4s, la aceleracion es:
ayp =3.7281-7.456
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Con base en la definicidn de aceleracion:
_dy
dt

% =3.728t-7.456
dv,=(3.728 t-7.456) d t

ax

Se integran ambos miembros de la ecuacion con base en las condiciones iniciales, parat=2s
la rapidez es v,y = 0:
Chdvy = [ (3728t~ 7.456) dt

vlg =22 2 - 7.4561)]

v, =1.864 t* - 7.456t - [1.864 (2)* - 7.456(2)]
Ven = 1.864 t2 - 7.456 ¢ — [1.864 (4) — 14.91]
Ven = 1.864 t? — 7.456t — (7.456 — 14.91)

Vip = 1.864 t2 — 7.456t — (—7.456)

Vep = 1.864 t2 - 7.456 t + 7.456

Para obtener la expresion de la posicion del cuerpo, con base en la definicion de rapidez:
v, =&
X dt

Z% =1.864 t2 - 7.456t + 7.456

dx=(1.864t>- 7.456t + 7.456)dt
Luego de integrar ambos miembros de la ecuacion, considerando que parat=2.5s x, =0:
[hdx= [’ (1.8641> - 7.456¢ + 7.456)d't

x]g= (A - 1882, 7.4561)]

x=0.6213¢> - 3.728t* + 7.456t —[0.6213(2)° - 3.728(2)* + 7.456 (2)]
x=0.6213t> - 3.728t% + 7.456t —[0.6213 (8) — 3.728 (4) + 14.91]
x=0.6213t3 - 3.728t% + 7.456t — (4.971 - 14.91 + 14.91)

x=0.6213t3 - 3.728t* + 7.456t —-4.971

Entonces, la distancia recorrida 4 s después de aplicar la fuerza es:
X4 =0.6213 (4)® - 3.728(4)? + 7.456 (4) - 4.971
X4 =0.6213 (64) - 3.728 (16) +29.82 - 4.971
X4 =39.77 - 59.65 + 24.85
X3 =4.970m

La distancia recorrida por el bloque 4 s después de aplicar la fuerza es:
Xgq = 4,970 m.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W= 50;
g=19.81;
u=0.5;
Fdet = 19t;
AX = 24;

Ay =7;

m-=

| =

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el bloque

vFdet = {Fdet, 0}
vFr = {-Fr, 0}
vN = {9, Nrm}

hip = 4/ax? + ay?
- AX
e )

Segunda ley de Newton

ecl = vFdet + VFr + vN + ViW == m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, Nrm}]

Nsol = Nrm /. respl[1]

axSol = ax /. respl[1]

Fr = uNsol

Cuando se empieza a mover el bloque

FrLim = u Nsol

ec2 = ecl[l] == 0
resp2 = Solve[ec2]
tini =t /. resp2[1]
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Expresion de la rapidez del bloque

X t
ec3 = JW dvx == J. axSol dt
(] tini

resp3 = Solve[ec3, vx]
vxSol = vx /. resp3[1]

Expresion de la posicion del bloque

X t
ecd = j dx == j vxSol dt
(] tini

resp4 = Solve[ec4, x]
xSol = x /. resp4[[1] // Expand

Distancia recorrida por el bloque 4 s después de aplicar la fuerza

x4 =xSol /. t- 4
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Ejercicio 9

Se coloca un cuerpo con una peso W =50 N sobre un plano inclinado rugoso, tal como se muestra
en la figura.

25
T = 0.5

24

Figura 1 Cuerpo sobre un plano inclinado rugoso.
Si cuando esta en reposo se le aplica una fuerza P cuya variacion con respecto al tiempo se muestra
en la gréfica, determine:
a) cuando se empieza a mover el cuerpo;
b) las expresiones de su rapidez y posicion a lo largo del plano inclinado;
c) larapidez maxima que alcanzay en qué instante sucede.

P,en N

30

t,ens
I

0 3 6

Figura 2 Gréfica de la magnitud de la fuerza P.

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:
7

W
P 24

Fr \A
Nrm e

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo:
P={P,0}
Fr={-Fr, 0}
N={0, N}
W=50{,-2
W=1{14,-48}N

24

Resultante de fuerzas que actiia sobre el cuerpo:
R=P+Fr+N+W
R={P-Fr+14,N-48}



44 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemdtica Dindmica Cinética rectilinea particula.nb

Aplicacion de la segunda ley de Newton:
R=ma
{P-Fr+14,N-48}=m{ay, 0}
de donde:
P-Fr+14= % ay
N-48=0
De la ultima expresion:
N=48N
En caso de que el cuerpo esté en movimiento, la fuerza de friccion sera cinética, por tanto:
Fric=px N
sustituyendo valores conocidos:
Fre=0.5 (48)
Fre=24N
Entonces, la componente en x de la fuerza resultante, R es:
Ry=P-24+14
R,=P-10
Paraelintervalo 0 <t <3 sal que se le identificara como intervalo A, de la grafica de la magnitud
de la fuerza P, su ecuacidn se puede obtener con base en la ecuacion de la recta con pendiente m
y ordenada al origen b:
y=mx+b
En este caso, la variable dependiente es P, la independiente es t, el valor de la pendiente es:
=30
3
my =10
Como la recta corta al eje y en el origen, su ordenada al origen es:
ba=0
De donde:
P=10t
La resultante queda entonces como:
Ry =10t-10

my

my

De donde se puede obtener la aceleracion del cuerpo:

_ 50
Run = 981 A

5.097a,,=10t-10
Qop = =0 .10
XA 5097 © 5.007

ayn =1.9621t-1.962

Si se calcula el valor de esta aceleracién cuandot=0s:
aya =1.962 (0) - 1.962
aya =-1.962
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Se obtiene que la aceleracidn es negativa, lo cual implica que el cuerpo se empezara a mover hacia
atras, lo cual es una incongruencia.
La razdn de esta incongruencia es porque se considerd que el cuerpo se iba a mover hacia arriba,
por lo que la fuerza de friccidn seria cinética y en sentido contrario al movimiento de dicho cuerpo.
Se concluye que ent=0s el cuerpo esta inmovil, por lo que la fuerza de friccidn es estatica y su valor
debe ser suficiente para que la resultante sea nula, hasta el momento en que se empiece a mover.
Por ejemplo, parat=0.5s:

P=10(0.5)

P=5N
Por tanto, si la fuerza de friccion es estatica, su valor se puede obtener estableciendo el valor
de la resultante del cuerpo sin moverse, es decir estatico, por lo que la aceleracion es nula, a, = 0:

P-Fr+14=m(0)

5-Fr+14=0

Fr=19N
Si se considera que s = i, dado que la fuerza de friccién limite o maxima es:

Frr=usN

Fr'=0.5(48)

Frr=24 N
Como este Ultimo valor es mayor que la friccion aplicada al cuerpo, este no se mueve.

a) cuando se empieza a mover el cuerpo

Para determinar cuando se empieza a mover el cuerpo, a partir de la expresion de la aceleracion
con respecto al tiempo, cuando este sea igual a cero implica que la fuerza de friccion tiene
exactamente el valor de la fuerza de friccidn limite, por lo que un instante después, dado que
la fuerza P sigue creciendo, la aceleracion tendra un valor mayor que cero, que indica que el cuerpo
se empieza a mover.

ayp =1.962t-1.962

0=1.962t-1.962

1.962t=1.962

t=1s

El cuerpo se empieza a mover cuando:
t=1s.
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b) las expresiones de su rapidez y posicion a lo largo del plano inclinado
Intervalo 1<t <3s (intervalo A)

Dado que el cuerpo se empieza a moverent=1s,y la fuerza P cambia en t =3 s, entre estos
dos valores se establece el primer intervalo de movimiento.
Entonces, enelintervalol1<t<3s:
ayn =1.9621-1.962
Con base en la definicién de aceleracion:

"’TV*; =1.962t-1.962

Luego de separar variables:
d v,y =(1.962t-1.962) d't
Se integran ambos miembros, con base en que las condiciones iniciales son, parat=1s,v,; =0 ?:

P dves = [ (1,962t - 1.962) dt

valgh = (222 2 - 1.9621)]
Via = 0=0.981t% - 1.962t —[0.981(1)* - 1.962 (1)]
Ven =0.9811% - 1.962t - (0.981 - 1.962)

Vea =0.981t% - 1.962t — (-0.981)
Vea =0.981t2 - 1.962t + 0.981

Luego, con base en la definicion de rapidez:

V. —%
XA dt

%4 20,9811 - 1.962t + 0.981
Por tanto:
dx,=(0.981t% - 1.962t + 0.981)d't
Para resolver la ecuacion diferencial, se integran ambos miembros, considerando las condiciones
iniciales, que son parat=1s,x=0m:
X, _rt 2
s xa=[1(0.981t> - 1.962t + 0.981)dt

x]e = (22 - 1322 4 0.9811)]

Xy — 0=0.327 t2-0.981 t* +0.981 t - [0.327 (1)* - 0.981(1)* + 0.981(1)]
X4=0.327t - 0.981t> + 0.981t - (0.327 - 0.981 + 0.981)
X4=0.327t3 - 0.981t% + 0.981t - (0.327)

x4=0.327t - 0.981t* + 0.981t - 0.327
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Intervalo 3 <t <6 s (intervalo B)

El analisis del siguiente intervalo, 3 <t <6, en el que la fuerza P tiene otra ecuacion, la cual puede
obtenerse considerando que si se prolonga la recta hacia la izquierda, puede verificarse por
proporcionalidad que si de 6 a 3 s dicha recta sube 30 N, de 3 a 0 s debe subir otros 30 N, por lo que
parat=0s,P =60 N, tal como se muestra en la siguiente figura:

P,enN

60

30 1

0

Entonces, puede considerarse la ecuacion de la recta con base en pendiente y ordenada al origen.
La pendiente de esta recta es:

mg =22
Mg =2
mg=-10
Y su ordenada la origen:
bg =60
Por consiguiente, la ecuacion de esta recta es:
P=-10t+60
Entonces, dado que:
R,=P-10
Rpg=-10t+60-10
Ry =-10t+50
En este intervalo de tiempo, la expresion de la aceleracion queda:
Oxg = % Rxs
Qyg = L + =

T5.007 © 5.007
0 =-1.962 t +9.81

Antes de obtener las expresiones de la rapidez y la posicidn en este intervalo, es necesario
determinar las condiciones finales de dichos parametros en el primer intervalo, que corresponden
a las condiciones iniciales de este segundo intervalo.
Por tanto, dado que:

Vea = 0.981t% — 1.962t + 0.981

X, =0.327t3 - 0.981t% + 0.981t - 0.327
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Parat=3s,larapidezes:
Vyeas = 0.981 (3)% - 1.962 (3) + 0.981
Vyear = 0.981 (9) - 5.886 + 0.981
Vyas = 8.829 - 4.905
Vaf = 3.924
Y la posicion es:
xXar = 0.327 (3)° - 0.981(3)? + 0.981(3) - 0.327
Xar =0.327 (27) - 0.981(9) + 2.943 - 0.327
Xas = 8.829 - 8.829 + 2.616
Xas =2.616 m

Por consiguiente, las condiciones iniciales del segundo intervalo son:
VxB0 = Vxaf
VyBo = 3.924 r—:
XBo = Xaf
Xgo =3.270 m

Con base en la definicién de aceleracién:

d%e = _1.962t+9.81
dt

Entonces:
dv,g=(-1962t+9.81)dt
De donde:

X _rt
ve dve= [ (-1.962t+9.81)dt

Vel 550 = (252 £ + 9.811)] |

Vyg - 3.924=-0.981t* + 9.81t - [-0.981(3)* + 9.81(3)]
Vyg =—0.981¢% + 9.81t — (=0.981(9) + 29.43) + 3.924
Vg =-0.9811% + 9.81t - (-8.829 + 29.43) + 3.924

Vg =-0.9811% + 9.81t - 20.601 + 3.924

Vg =—-0.9811% + 9.81t - 16.68

En seguida, con base en la definicion de rapidez:

% =-0.981t% + 9.81t - 16.68

dxg=(-0.981t> + 9.81t - 16.68)d't

X — [t 2
oy dxg=[(-0.981* + 9.81t - 16.68)dt

Xp]For = (-2 £ + 22 12— 16.681)]

Xg - 2.616 = -0.327t> + 4.905t> - 16.68t — [-0.327(3)* + 4.905(3)* - 16.68 (3)]
Xg= -0.327t3 + 4.905t> - 16.68t — [-0.327 (27) + 4.905(9) - 50.03] + 2.616
xg=-0.327t3 + 4.905t> - 16.68t — (-8.829 + 44.145 - 50.03) + 2.616
Xg=-0.327t3 + 4905t - 16.68t — (-14.71) + 2.616

xg=-0.327t> + 4.905t> - 16.68¢t + 17.33
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Intervalo t > 6 s (intervalo C)

En este intervalo, ya no existe la fuerza P o, en otras palabras, P =0, por lo que:
R,=P-10
Ryc =-10

Por consiguiente, la aceleracion en este intervalo es:

_1
Oxc = m Rxc
_ 10
OxC = "5097
ayc =-1.962

Las condiciones iniciales de este intervalo son equivalentes a las condiciones finales del anterior.
Por consiguiente, dado que las expresiones del intervalo anterior son:

Vyg =-0.981¢* + 9.81t - 16.68

xg=-0.327t + 4.905t* - 16.68¢ + 17.33
Parat=6s:

Vyss = —0.981 (6)% + 9.81(6) - 16.68

Vyf = —0.981 (36) + 58.86 — 16.68

Vygf = —35.316 + 58.86 — 16.68

Vyar = 6.864 %

y:
Xgt = -0.327 (6)% + 4.905 (6)? - 16.68(6) + 17.33
Xgf = -0.327 (216) + 4.905 (36) — 100.08 + 17.33
Xgf=-70.63 + 176.58 — 100.08 + 17.33
Xgf=23.2m
de donde:
Vxco = 6.864 7
Xco=232m
Nuevamente se sustituye en la expresion de la aceleracion su definicion en términos de la rapidez:
dv,c=-1.962dt
de donde:

[ dvye = [-1.962dt

Vxco
Vxc 16564 =—1.962 t]§
Vyc — 6.864=-1.9621t-[-1.962 (6)]
Vyc =-1.962t- (- 11.772) + 6.864
Vyc =-1.962t + 18.636
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Para determinar la expresion de la posicidn, con base en la definicion de rapidez:
2 = Vxc
dxc=(-1.962t+18.636) d' t
< dxe=| ¢ (-1.962t+18.636) dt
xc152=(-222 2 + 18.6361) ]
Xc-23.2=-0.981t*+ 18.636t —[-0.981 (6)* + 18.636 (6)]

Xc=-0.981t2+ 18.636t-[-0.981(36) + 111.816] +23.2
Xc=-0.981t%+ 18.636t- (-35.316 + 111.816) +23.2
Xc=-0.9811t% + 18.636 ¢ - (76.5) +23.2

Xc=-0.981t% + 18.636¢-53.3

Las expresiones de la rapidez y la posicion del cuerpo a lo largo de plano
inclinado son:
parals<ts<3s:
Vea=0.981t% - 1.962t + 0.981
X, =0.327t> - 0.981t* + 0.981t - 0.327
para3st<é6s:
Vyg =-0.9811> + 9.81t - 16.68
xg= -0.327t + 4.905t* - 16.68t + 17.33
parat>6s:
Vyc =-1.962t+18.636
Xc=-0.981t%+ 18.636t-53.3.

Grafica de la rapidez del cuerpo a lo largo del plano inclinado

ec9 = -1.962t + 18.636 ==
resp9 = Solve[ec9]
tdet =t /. resp9[1]
0.981t2-1.962t+0.981 t>18%t=<3
VX =1 _-0.981t>+9.81t-16.68 t>38 &t <6
-1.962t +18.636 t > 68t < tdet

Plot[vx, {t, 1, tdet}]
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Grafica de la posicion del cuerpo a lo largo del plano inclinado

0.327t3 - 0.981t% + 9.981t - 0.327 t:>18&t=<3
X=15-0.327t> + 4.995t% - 16.68t + 17.33 t>38 %t <6
-0.981t2+ 18.636t - 53.3 t > 68&t < tdet

Plot[x, {t, 1, tdet}]

2 4 6 8

c) larapidez maxima que alcanzay en qué instante sucede

Para determinar la rapidez maxima, es necesario derivar la expresion de la rapidez para encontrar
los valores criticos para los cuales se tengan los valores maximos y minimos.
Entonces, paraelintervalode1<st<3s:

Vea =0.981t% — 1.962t + 0.981

dVen —

dt _axA
%\ =1.962t-1.962

1.962 teir; - 1.962=0
1.962 teyiey = 1.962

£ = 1.962
critl 1.962
terit1 =1s

Para este momento, la rapidez es minima, ya que es justo cuando el cuerpo empieza a moverse.

Paraelintervalo3<t<6s:
Vg =—0.981t% + 9.81t — 16.68

d Vyg

dt = axB
96 = _1962t+9.81
dt

-1.962 tit; +9.81=0

1.962 teyitp = 9.81
9.81

tcritz 1962

tcritz =5s
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Por consiguiente, la rapidez maxima se puede calcular valuando la rapidez en el segundo intervalo
parauntiempot=5s:

Vegmax = —0.981 (5)2 + 9.81(5) - 16.68

Vygmax = —0.981 (25) + 49.05 - 16.68

VxBmax = —24.525 + 49.05 - 16.68

Vxgmax = 7.845 =

La rapidez maxima del cuerpo y el instante en el que sucede es:
VyBmax = 7-845 % ent=5s.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W = 50;
g =9.81;
uk = 0.5;
AX = 24;
Ay = 7;

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo:

hip = +/ax? + ay?

- 2 2)
hip hip

VP = {P, 0}

VFr = {-Fr, 0}

VN = {0, N}

VW = W el

Calculo de la fuerza resultante:

R = VP + VFr + vN + VW

Segunda ley de Newton:

ecl =R ==m {ax, 0}

respl = Solve[ecl, {ax, N}]
Nsol =N /. respl[1]

axSol = ax /. respl[1]

Frk = uk Nsol
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Componente en x de la fuerza resultante:

Rx = R[1] /. Fr - Frk

Calculo de la ecuaciondePen0<t<3s:

30
mA = —

3
bA =0
PA =mAt + bA

Calculo de la aceleracibnen0<t<3s:

3
n
| =

1
axA=—-Rx /. P->PA
m

axAen@ =axA /.t - 0
a) cuando se empieza a mover el cuerpo

ec2 = axA = 0
resp2 = Solve[ec2]
tini =t /. resp2[1]

b) las expresiones de su rapidez y posicion a lo largo del plano inclinado

d Vyp
dt

XA t
ec3 = f dvxA == J axAdt
(”] 1

resp3 = Solve[ec3, VvxA]
vxAsol = vxA /. resp3[1]

Dado que = ayp, d Vyp = aya d' t, por lo que:

Dado que % = Vyn, d X4 = Vi d t, por lo que:

XA t
ecd = J d XA == J- vxAsol dt
) 1

resp4 = Solve[ec4, xA]
XxAsol = xA /. resp4[1] // Expand
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Intervalo 3 <t <6 s (intervalo B)

Calculo de la ecuaciondePen3<t<6s:

-30
mB = —

3
bB = 60
PB=mBt+bB

Calculo de la aceleracibnen3<t<6s:

1
axB=—-Rx /. P->PB
m

Condiciones finales primer intervalo, equivalentes a las condiciones iniciales del segundo:

vxB0O = vxAsol /. t > 3
XBO = xAsol /. t - 3

d Vyg
dt

Para este intervalo, dado que =ayg, d Vyg = ayg d t, por lo que:

xB t
ec5 = f dvxB == J axBdt
vxBo 3

resp5 = Solve[ec5, vxB]
vxBsol = vxB /. resp5[1]

Dado que % = Vs, d Xg = Vg d't, por lo que:

XB t
ecé6 = J dxB == J vxBsol dt
xBO 3

resp6 = Solve[ec6, xB]
xBsol = xB /. resp6[1] // Expand

Calculo de la aceleraciénent>6s:

1
axC=—-Rx/.P-0
m

Condiciones finales segundo intervalo, equivalentes a las condiciones iniciales del tercero:

vxCO = vxBsol /. t - 6
XCO = xBsol /. t > 6
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d Vyc
dt

Para este intervalo, dado que

xC t
ec7 = JW dvxC == J axCdt
vxCoO 6

resp7 = Solve[ec7, vxC]
vxCsol = vxC /. resp7[1] // Expand

Dado que % = vyg, d Xg = Vyg d t, por lo que:

xC t
ec8 = j dxC == j vxCsol dt
xCoO 6

resp8 = Solve[ec8, xC]
XCsol = xC /. resp8[[1] // Expand

Grafica de la rapidez del cuerpo a lo largo del plano inclinado

ec9 = -1.962t + 18.636 ==
resp9 = Solve[ec9]
tdet =t /. resp9[1]
0.9811t2-1.962t+0.981 t>18%t <3

VX=1 -9,981t2+9.81t-16.68 t>388&t =<6
-1.962t + 18.636 t > 68&t < tdet

Plot[vx, {t, 1, tdet}]
Grafica de la posicion del cuerpo a lo largo del plano inclinado

0.327t3 - 0.981t% + ©.981t - ©.327 t:>18&t=<3
X=15t -0.327t> + 4.995t% - 16.68t + 17.33 t>38t =<6
-0.981t2+ 18.636t - 53.3 t > 68&t < tdet

Plot[x, {t, 1, tdet}]

= ayc, d Vyc = ayec d' t, por lo que:

| 55
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Ejercicio 10

A un cuerpo con una peso W =25 N sobre un plano rugoso, se le aplica una fuerza P, tal como
se muestra en la figura 1.

s / S
/ g /

Mk =04
Figura 1 Cuerpo sobre un plano horizontal rugoso.

Si el cuerpo estd en reposo en t =0y la variacion de la magnitud de la fuerza aplicada con respecto
al tiempo es se muestra en la grafica de la figura 2,

P,enN

16

t,ens

0 4
Figura 2 Grdfica de la magnitud de la fuerza P.

determine:

a) lasexpresiones de su rapidezy posicion en losintervalos0st<4yt>4s;
b) larapidezy ladistanciarecorridaent=4s;

c) ladistancia que recorre el cuerpo hasta que se detiene.

a) las expresiones de su rapidez y posicion en los intervalos0<t<4yt>4s

Primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre del cuerpo:

W
y
P_| = | x
N
Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo:

P={P,0}
Fr={-Fr, 0}
N={0, N}
W={0,-W}
W={0,-25} N

Resultante de fuerzas que actiia sobre el cuerpo:
R=P+Fr+N+W
R={P-Fr,N-25}
Aplicacion de la segunda ley de Newton:
R=ma
{P-Fr,N-25}=m{a,, 0}
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de donde:
P-Fr=ma,
N-25=0
De la ultima expresion:
N=25N
En caso de que el cuerpo esté en movimiento, la fuerza de friccion sera cinética, por tanto:
Fric=px N
sustituyendo valores conocidos:
Fry,=0.4 (25)
Fr,=10N
La componente en x de la fuerza resultante, R es:
R,=P-10
Enelintervalo 0st<4s,al que se le identificard como intervalo A, de la grafica de la magnitud
de la fuerza P su ecuacion se puede obtener con base en la ecuacion de la recta con pendiente m
y ordenada al origen b:
y=mx+b
En este caso, la variable dependiente es P, la independiente es t, el valor de la pendiente es:
ma=2

_16
4

muy=4
Como la recta corta al eje y en el origen, su ordenada al origen es:
b,=0
De donde:
P=4t
La resultante queda entonces como:
Ra=4t-10

my

De la expresion de la segunda ley de Newton, se puede calcular la aceleracion del cuerpo:

25
R,y = —
XA 9.81 axa

2.548 =4 t- 10
axa = %48 - %?18
aya =1.570t-3.924
Como se puede verificar, parat=0s, a,, =-3.924, es negativa, lo cual es incongruente.
Como se menciond en el problema precedente, esto es porque se supuso que el cuerpo se iba a mover
hacia la derecha, lo cual implica una fuerza de friccion cinética hacia la izquierda.
La situacidn que se presenta es que la fuerza de friccidn es estatica y, por tanto, variable, cuyo
valor es el necesario para que el cuerpo no se mueva, en tanto dicha fuerza alcance su valor limite
0 maximo, y a partir de ese momento se empiece a mover hacia la derecha, es decir, el cuerpo

se empieza a mover cuando la aceleracion se haga positiva.
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Dado que no se cuenta con el coeficiente de friccion estatica, se considerara que es igual
al coeficiente de friccion cinética, en cuyo caso:

Fr'=pus N
Fr’' = 0.4 (25)
Frr=10N
Entonces, cuando P sea igual a 10 N y la aceleracidn sea positiva, el cuerpo se empezara a mover:
P=Fr
4t=10
-
t=25s

Intervalode 2.5<t<4s

Por consiguiente, el primer intervalo de movimientoesde2.5<t<4s,enel cual:
a,a=1570t-3.924

Con base en la definicién de aceleracién:

— dVp
Aup =
XA dt

DY = 1570 t-3.924
dt

d vy, =(1.570t-3.924)d t
Se integran ambos miembros de la ecuacion con base en las condiciones iniciales, parat=2.5s

la rapidez es vy = 0:

X _rt
dvia= [ (1570t - 3.924) dt

valgh = (220 2 - 3.9241)]
Via =0.7848 t2 - 3.924t - [0.7848(2.5)* - 3.924 (2.5)]
Vea = 0.7848 t? — 3.924 t — [0.7848(6.25) — 9.81]

Vea = 0.7848 t2 - 3.924t — (4.905 - 9.81)
Vep = 0.7848 t2 - 3.924 t + 4.905

Para obtener la expresion de la posicion del cuerpo, con base en la definicion de rapidez:

Vor = 3%
XA dt

T4 =0.7848 ° - 3.924t + 4.905
dx,=(0.7848t> - 3.924t + 4.905) d't
Luego de integrar ambos miembros de la ecuacion, considerando que parat=2.5s x, = 0:
“dxy= [ (0.784817 - 3.924¢ + 4.905)dt

10 = (S22 - 22 24 4905t)]

X4 =0.2616t> - 1.962t* + 4.905¢t -[0.2616 (2.5)° - 1.962 (2.5)> + 4.905 (2.5)]

X4=0.2616 3 - 1.962t* + 4.905t —[0.2616 (15.625) — 1.962 (6.25) + 12.263]
X4=0.2616 3 - 1.962t> + 4.905t —(4.088 — 12.263 + 12.263)
X4=0.2616t3 - 1.962 2 + 4.905¢t —4.088

Las expresiones de la rapidez y la posicion del cuerpo en el intervalo0 st <4s:
Vea = 0.7848 t2 - 3.924 t + 4.905y x, = 0.2616 t3 - 1.962 >+ 4.905t - 4.088.
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Intervalodet>4s

Con base en la grafica de la figura 2, en este intervalo la fuerza P ya no existe o, en otras palabras,
sumagnitud es P = 0. Se identificara a este intervalo con la letra B.
Entonces, en este intervalo la componente en x de la resultante es:

Rwg=P-10
R,z =-10
De donde la aceleracion es:
2.548 a5 =-10
axs = _%
ayg =-3.924

b) larapidezyladistanciarecorridaent=4s

Antes de plantear las ecuaciones diferenciales para obtener las expresiones de la rapidez y
la posicion del cuerpo en este intervalo, es necesario calcular las condiciones finales del intervalo
anterior, las cuales seran las condiciones iniciales de este.
Entonces, parat=4s, dado que:
Vea =0.7848 t% - 3.924 ¢ + 4.905
Vea = 0.7848 (4)% - 3.924 (4) + 4.905
Vyas = 0.7848 (16) - 15.696 + 4.905
Veas = 12.557 - 10.791
Vxaf = 1.766
y para la posicion final en el primer intervalo:
X4=0.2616 3 - 1.962t* + 4.905t —4.088
Xar = 0.2616 (4)3 - 1.962 (4)? + 4.905 (4) - 4.088
Xas = 0.2616 (64) — 1.962 (16) + 19.62 - 4.088
Xas = 16.742 — 31.392 + 15.532
Xas =0.882m
De donde las condiciones iniciales del segundo intervalo son:
VxB0 = Vxaf
Vxgo = 1.766 7
XBo = Xaf
Xgo = 0.882 m

La rapidezy la posicion del cuerpo ent=4 s son:
Vyas = 1.766 % Yy Xgo = 0.882 m.

Ahora, ya es posible determinar la expresion de la rapidez en el segundo intervalo, con base
en la definicidon de aceleracion y las condiciones iniciales, parat=4s v,g, = 1.766:

- deB
axB at
d¥e = 3,924

dt '

dv,=-3.924dt

Vy _rt
e dVie = [, —3.924 dt
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Por tanto:

Vig ] 1966 = (-3.924 1)1

Vyg - 1.766 = =3.924 t - [-3.924 (4)]

Vg = —3.924t - (-15.696) + 1.766

Vg = -3.924t + 17.462
Posteriormente, empleando la definicidon de rapidez y considerando las condiciones iniciales que
parat=4sxgy;=0.882m:

_ dXg

V T
xB dt

% =-3.924t+ 17.462

dxg=(-3.924t+ 17.462) d't

X _rt
v X = [ (-3.924t+ 17.462) d't

XB])(;%BZ = (—&224 tz + 17.462 t)]:

Xg-0.882=-1.962t% + 17.462t - [-1.962 (4)* + 17.462 (4)]
Xg=-1.962t> + 17.462t - [-1.962 (16) + 69.848] + 0.882
Xg=-1.962t2 + 17.462t + 31.392 — 69.848 + 0.882
Xg=-1.962t> + 17.462t - 37.574

Las expresiones de la rapidez y la posicion del cuerpo en el intervalo t >4 s:
Vg =—-3.924t+ 17.462 y x5 =-1.962 t* + 17.462t - 37.574.

c¢) ladistancia que recorre el cuerpo hasta que se detiene

Para calcular la distancia que recorre el cuerpo hasta que se detiene, se requiere obtener el instante
en que su rapidez es nula, lo que sucedera en el segundo intervalo, debido a que en el primero
la rapidez es una funcion creciente y, por tanto, solo es cero cuando inicia el movimiento.
Entonces, simplemente a partir de la expresion de la rapidez en el intervalo B igualado a cero:
-3.924 tye + 17.462=0
3.924 tye = 17.462

¢ = 11462
det ™ 3924
tyer = 4.45 S

De donde la distancia recorrida serd igual a la posicion parat=4.45s:
Xgdet = —1.962 (4.45)2 + 17.462 (4.45) - 37.574
Xgdet = —1.962 (19.80) + 77.706 — 37.574
Xgdet = -38.852 +40.132
Xgdet = 1.280m

La distancia que recorre el cuerpo hasta que se detiene es:
XBdet — 1.280 m.
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Grafica de la aceleracion del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

ec7 = -3.924t + 17.462 ==

resp7 = Solve[ec7]

tdet =t /. resp7[1]

1.570t-3.924 t>2.58&t <4
-3.924 t>48&t < tdet

Plot[acel, {t, 2.5, tdet}]

acel = {

3.0 35 410

_4F

Grafica de la rapidez del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

VX = 0.7848t%2-3.924t+4.905 t>2.58t=<4
-3.924t+ 17.462 t>48&t < tdet

Plot[vx, {t, 2.5, tdet}]

0.5

! ! !

3.0 3.5 4.0

Grafica de la posicion del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

{0.2616t3 -1.962t2+4.905t-4.0875 t>2.58t <4
-1.962 t? +17.462 t - 37.574 t>488%t < tdet
Plot[x, {t, 2.5, tdet}]

3.0 3.5 4.0
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W= 25;
g=9.81
uk = 0.4;

| =

a) las expresiones de su rapidez y posicion en los intervalos0<t<4yt>4s

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo:

vP = {P, 0}
VFr = {-Fr, 0}
VvN = {0, N}

VW = {0, -W}

Calculo de la fuerza resultante:
R = VP +VFr + VN + Vi
Segunda ley de Newton:

ecl =R ==m {ax, 0}

respl = Solve[ecl, {ax, N}]
Nsol =N /. respl[1]

axSol = ax /. respl[1]

Frk = uk Nsol

Componente en x de la fuerza resultante:
Rx = (axSol /. Fr » Frk) m

Calculo de la ecuacion de Py la aceleracionen0<st<4s:

16
mA = —

4
bA = 0
PA=mAt+bA

1
axA=-—-Rx/.P->PA
m
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Cuando se empieza a mover el cuerpo:

FrLim = uk Nsol

ec2 = PA == FrLim
resp2 = Solve[ec2]
tini =t /. resp2[1]

Intervalode 2.5<t<4s

d Vyp
dt

XA t
ec3 = f dvxA == j axAdt
(”] 2.5

resp3 = Solve[ec3, vxA]
vxAsol = vxA /. resp3[1]

Dado que = ayp, d Vyp = aya d' t, por lo que:

Dado que % = Vya, d X4 = Vyp d t, por lo que:

XA t
ec4d = j dxA == J- vxAsol dt
(2] 2.5

resp4 = Solve[ec4, xA]
XxAsol = xA /. resp4[1] // Expand

Intervalo t >4 s (intervalo B)

PB =0

1
axB=—-Rx/.P->PB
m

Condiciones finales primer intervalo, equivalentes a las condiciones iniciales del segundo:

vxBO = vxAsol /. t » 4
XBO = xAsol /. t - 4

q dVig _ —
Para este intervalo, dado que f =ayp, d Vyg = ayg d t, por lo que:

xXB t
ec5 = JW dvxB == f axBdt
vxBO 4

resp5 = Solve[ec5, vxB]
vxBsol = vxB /. resp5[1] // Expand
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Dado que % = vy, d Xg = Vyg d t, por lo que:

XB t
ecé6 = -[ dxB == j vxBsol dt
xBO 4

resp6 = Solve[ec6, xB]
xBsol = xB /. resp6[1] // Expand

c) ladistancia que recorre el cuerpo hasta que se detiene

ec7 = -3.924t + 17.462 ==
resp7 = Solve[ec7]

tdet = t /. resp7[1]
xBdet = xBsol /. t -» tdet

Grafica de la aceleracion del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

ec7 =-3.924t+ 17.462 == ©

resp7 = Solve[ec7]

tdet =t /. resp7[1]

1.570t-3.924 t>2.58 &t <4
-3.924 t>48&t < tdet

Plot[acel, {t, 2.5, tdet}]

acel = {

Grafica de la rapidez del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

-3.924t+ 17.462 t>488&t < tdet
Plot[vx, {t, 2.5, tdet}]

VX = {0.7848t2 -3.924t+4.905 t=>2.58&t=<4

Grafica de la posicidon del cuerpo desde t = 2.5 s hasta que se detiene:

{0.2616t3 -1.962t2+4.905t-4.0875 t>2.58t <4
-1.962 t? +17.462 t - 37.574 t>48&t < tdet
Plot[x, {t, 2.5, tdet}]
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Ejercicio 11

Un bloque de masa m se cuelga verticalmente del techo, por medio de un resorte lineal, cuya fuerza F
=k x, donde la fuerza F estd en N, para una deformacion x en metros. El parametro k es la constante
de rigidez del resorte, que esta en %

Si el blogque se jala verticalmente hacia abajo una longitud y, a partir de la posicion natural de
equilibrio del sistema masa-resorte, tal y como se muestra en la figura 1, determine las ecuaciones
que modelan el movimiento de dicho bloque.

pnes,y =0

<
I 3 PAWWY

Y=Y 7 T™1
L_J

Figura 1 Sistema masa-resorte.

Nota: pnes denota el punto natural de equilibrio del sistema, para el cual el resorte ya tiene
una deformacion 6 debida al peso del cuerpo, por tanto, k §=W.

Diagrama de cuerpo libre del bloque:

ko - ky
y
W
Considerando un planteamiento escalar, la resultante de fuerzas es:
R=ko-ky-W
Dado que:
ko=W
R=-ky

Con base en la segunda ley de Newton:
-ky=ma
Dado que la aceleracidon a es la segunda derivada de la posicion y con respecto al tiempo,
la ecuacién diferencial que modela el movimiento del bloque es:
mLy(t)+ky(t) =0
Luego de normalizar la ecuacion, queda:

2
Ly +£y®)=0
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Esta ecuacion se puede resolver de dos formas diferentes.
La primera es a partir de la combinacion lineal de las exponenciales de los valores caracteristicos
de dicha ecuacion multiplicados por la variable independiente; los valores caracteristicos son
las raices de la ecuacidn caracteristica asociada:

D?y+ n% y=0
Por tanto, luego de dividir por y ambos miembros:

p?+L =g

m

Los valores caracteristicos son las raices de la ecuacién anterior:

. |k . |k
Ar=i \/;,Azz-l \/;

Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es:
. k . k
yi=cre Vo g,V
Luego de aplicar la férmula de Euler
€' %=Cos[6]+iSin[6]
la expresion anterior queda:

0=y [cos[ £ Jisin[ £ d x[cos[- £ isin[- % ]

Dado que la funcion Sin [8] es una funcidon antisimétrica, es decir:
Sin [-0] =-Sin [6]

Y la funcién Cos [6] es una funcidn simétrica y, por tanto:
Cos [-8] =Cos [6]

La solucidn general de la ecuacién diferencial queda:

y(t):Cl(Cos[\/%t]+iSin[\/%t])+C2(Cos[\/%t]-iSin[\/%t])

Luego de factorizar, la expresion anterior se convierte en:

y(t) = (C,+Cy) COS[\/% t] +(C1-GC))i Sin[\/% t]

Se pueden sustituir dos constantes, en este caso C; y C, que resultan ser nimeros complejos,
por otras dos constantes, Ay @ reales, tales que:

(C1+Cy)=ASin [D]

(C;-Cy)i=ACos[P]
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Entonces, la ecuacién anterior queda:

y(t)=ASin ¢]Cos[\/7t]+ACos[<D]S|n[\/7t]

Dado que Sin [a + b] = Sin [a] Cos [b] + Sin [b] Cos [a]:

y(t)=A5in[<D + \/g t]

Si se considera que se cuenta con condiciones iniciales tanto de posicion como de rapidez, para
evaluar los valores de las constantes Ay ® se obtendra la expresion de la rapidez, v(t), derivando y(t)
con respecto al tiempo:

v(t) = \/%ACOS[CD + \/%t]

Se sustituyen las expresiones de x(t) y v(t) por las condiciones iniciales, es decir, parat=0
Y=-Yoyv=0:

~yo=ASin[® + \/%(0)]

Yo =ASin[D]
Y para la rapidez:

= J%ACos[qn \/%(0)]
0= \/%ACOS[(D]

De esta ultima expresion se obtiene:
Cos [®]=0
ArcCos {Cos [®P]} = ArcCos [0]
o=

Si se sustituye este valor en la primera expresion, resulta:
— A e
-¥o=ASin [E]

Entonces, la solucidn particular de la ecuacion diferencial es:

y(t) = =y, Sin [%r + \/% t]

Dado que:
Cos [6] =Sin [0+ ’—27]

La solucidn de la ecuacion diferencial queda:

t)=-yo Cos[\/% t]

la cual es la expresion que describe la posicion del bloque, y(t), con respecto al tiempo, t.
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La ecuacion de la rapidez del bloque, v(t), es la derivada con respecto al tiempo de y(t):

9= £ (o {-sin[ £ ]}
v(t) = yo \/gSin[ it]

La segunda forma para resolver la ecuacion diferencial es empleando la definicion de la aceleracion

como:

a=vﬂ
dy

Entonces, la ecuacion diferencial original queda:

ma=-ky
dv _
mv =-ky
Por tanto:

vcﬂv=-§ycﬂy
% _ [y _k
fovcﬂv_f_yO—mycﬂy

S ]e=-2(2)y2]

Luego de multiplicar por dos ambos miembros y factorizar la expresion:
2_ky(_ 2 2
vi=—(=y* + )
es decir:
_ k
vi= - (yé - yz)
Se despeja la rapidez:

— |k, 2_.2
VEAL (vo® -¥?)
Se sustituye la rapidez por su definiciéon como v = 4.

dt’
2= = e?-y?)
Se separan variables:
kL =dt
= 8-v)
de donde:

P ) I}
J——yom IO
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Se resuelve la integral del miembro izquierdo mediante sustitucion trigonométrica:

[2_.2
Cos[@]:%
0

YoCos[B8]=qye -y

i -y
Sin [8] = "
y=yoSin (6]
de donde:

ay _

~5 = Yo Cos (6]

dy=y,Cos[0]dO

Se sustituye lo anterior en la integral:

y dy __ _ [t

j—yo m fodt
6_yoCos[6]1d6_ Cos[6]d6 t

/ = [odt

® \/7y Cos [6]

6 a6 j‘odt

\/7

Se multiplican ambas integrales por \/g:

[ode = \Fjod/t
t

e]gz\/% Io
6-0= ﬁt-\ﬁm)
m m
m
Dado que:
Sin[g]=<
Yo

ArcSin {Sin [8]} = ArcSin [ﬁ]

6 =ArcSin [é]

ArcSm[Jﬂ o= \/gt
ArcSm[f] \/%HCD

Entonces:
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Aplicando a ambos miembros la funcion seno:
Sin {ArcSin [ﬁ]} = Sin[\/% t+ GD]
ﬁ = Sin[\/% t+ CD]
y(t) =yo Sin[\/%t + CD]

Para obtener el valor de @, se obtiene la rapidez, v(t), derivando x(t) con respecto al tiempo,
y se sustituyen las condiciones iniciales, parat=0v(0) = 0:

v(t):\/%yOCos[\/gt+<D]
OZ\/%yOCOS[\/%(O)+(D]
O:\/%yOCos[CD]

De donde:
Cos[P]=0
ArcCos {Cos [®]} = ArcCos [0]
o=

Por consiguiente:

y(t):yOSin[\/%lw g]

que esigual a:

y(t) =Y COS[\/E t]

que es la expresion de describe la posicion del bloque, y(t), con respecto al tiempo, t, idéntica
a la obtenida con el primer procedimiento.

Grafica de la expresion de la posicion del bloque, y(t), con respecto al tiempo, t, considerando
k=4-=,m=1kgyy,=0.2m:

k = 4;
m=1;
yo =0.2;

Plot[yQCos[J'—( t], (t, o, 27r}]
m
0

2

0.1F
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Clear [k, m, yO]

ecDif =my''[t] +ky[t] =

respl = DSolve[ {ecDif, y[@] == -y@, y'[0] == O}, y[t], t]
ySol = y[t] /. respl[[1]

v[t] =D[ySol, t]

Grafica de la expresion de la posicion del bloque, y(t), con respecto al tiempo, t, considerando
k:4nﬂ1,m:lkgyy0:0.2m:

k = 4;
m=1;
yo = 0.2;

Plot[ySol, {t, 0, 27}]
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Ejercicio 12
Un bloque de masa m =4 kg se cuelga verticalmente del techo, por medio de un resorte lineal,
cuya constante derigidez es k = 64 %

Si el bloque se jala verticalmente hacia arriba una longitud y,=0.5m a partir de la posicion natural
de equilibrio del sistema masa-resorte, tal y como se muestra en la Figura 1, y se le imprime
una rapidez hacia abajode vy =2 %, determine la ecuacion que modela el movimiento de dicho

bloque, y dibuje la grafica de posicidn vs. tiempo correspondiente.

|

Y=Yo ™ T™1
L-J

Figura 1 Sistema masa-resorte.

pnes,y=0

{ 3 g

A partir de la solucion de la ecuacion diferencial obtenida en el Ejercicio anterior:

y(t)=ASin[<D + \/% t]

y su derivada:

v(t) = \/%ACOS[CD + \/gt]

Se sustituyen las condiciones iniciales, parat=0s, yo=0.5myvy,=-2 ”f, ademas de los valores

conocidos de la masa y la constante de rigidez del resorte:

0.5:Asm[q> + Y (0)]

2= \/%TACOS[CD+ @ (0)]

De donde:
0.5=ASin [D]

-2= 416 A Cos [®]

Luego de despejar al seno y coseno de &:

Sin [®] = °—/f

Cos [®] = —4—2A

Se dividen miembro a miembro estas dos expresiones:

05
Sin[®] _ 7
Cos[@®] _L

24

0.5A
Tan [®] = -ﬁ)’

Tan [®] =—£
Tan[®]=-1
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Se aplica la funcion inversa de la tangente, Tan [ ], arco tangente, ArcTan [ ]:
ArcTan {Tan [®]} = ArcTan [-1]

=_=I
¢ =7
=_3r
¢, =-=
5
D= -2

4
y asi sucesivamente, es decir, existen multiples soluciones.

Suponiendo la primera raiz obtenida:
=_=
Oy =—
Al sustituirla en la expresion del seno se obtiene que:
. Tl _ E
Sin [_Z =

A
_ 05
A T
2
=_050
2
A=-—-
2
es decir:
-_\2
A=-=
Entonces, al sustituir en la expresion del coseno:
_ 2
Cos [(D]__H\
Cos [@] = ——2
EE
_ 2
Cos [dJ]———_Z\/3
=1
Cos [®] = 7
Cos [GJ]Zg
Dado que el valor del coseno de ® debe ser positivo, la raiz correcta es:
(Dz:—z
Ya que:
- N2
Cos [—z]—T

en dado caso:

Cos [—37"] = —g

que no satisface la expresion considerada.
Por consiguiente, la expresion de la posicion del bloque con respecto al tiempo es:

y(t)=A5in[<D + \/g t]

y(t)=-L2 sin[4t- 2]
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Grafica de la posicion del bloque con respecto al tiempo

Puede verificarse que la grafica de la posicion del bloque con respecto al tiempo corresponde a
un movimiento oscilatorio no amortiguado, es decir, una sinusoidal, con frecuencia angular w =4
y angulo de desfase ®= —’—;:

Plot[-£ Sin[4t—§], (t, o, 71'}]

2
06
0.4
0.2
0.5 .0 1.5 2.0 2 3.0

-0.2

-04f
-06f

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=4;
k = 64;
yo = 0.5;
Vo = -2;

Obtencion de las constantes Ay ®

ec1=y==ASin[ l—( t+§]
m

ec2 =v =D[ecl[2], t]

ec3=ecl/. {y»yo, t-> 0}

ec4=ec2 /. {vo>vVvO, t >0}

respl = FindRoot [ {ec3, ec4}, {{A, -0.5}, {&, 0}}]
ASol = A /. respl

$Sol = & /. respl

Grafica de la solucidn

ec5 =ecl /. {A- ASol, & » &Sol}
Plot[ec5[2], {t, @, 7}]
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Resolucion de la ecuacion diferencial original

k
ecDif =y"''[t] + — y[t] ==
m

resp2 = DSolve[ {ecDif, y[@O] ==y0O, y'[0] == vO}, y[t], t]
ySol = y[t] /. resp2[1]
Plot[ySol, {t, 0, x}]
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Ejercicio 13

El bloque de 8 N de peso, mostrado en la figura 1, se coloca sobre una superficie horizontal rugosa
y se le somete a la accidn de una fuerza horizontal cuya magnitud depende de la posiciony cuya
variacion se muestra en la grafica de la figura 2.

Si se considera que en x = 0 esta en reposo y el coeficiente de friccion entre las superficies
encontacto es yy = 0.25, determine:

a) larapidezdelbloqueenx=1m;

b) la magnitud de la fuerza resultante que actlia sobre el bloque parax=4.5m;y

c) laposicion del bloque la primera vez que v, =2 %

.
Figura 1 Bloque sobre una superficie horizontal rugosa.
F,enN

0 ” X,enm

Figura 2 Grdfica de la variacion de la fuerza horizontal aplicada al blogue.

Diagrama de cuerpo libre del bloque:
W

.
Fr — X

Representacion vectorial de las fuerzas:
F={F,0}
Fr={-Fr, 0}
N={0, N}
Ww={0,-w}
W={0,-8}N

Obtencidn de la resultante:
R=F+Fr+N+W
R={F, 0} +{-Fr, 0} + {0, N} + {0, -8}
R={F-Fr,N-8}
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Aplicacion de la segunda ley de Newton
R=ma
{F-Fr,N-8}= = {q,,0}
De donde:
F-Fr=0.8155a,
N-8=0
N=8N
Suponiendo que el bloque se mueve:
Fr=puN
Fr=0.25 (8)
Fr=2N
Por tanto, la aceleracidn es:

F-Fr

0.8155

De la grafica de la figura 2, la pendiente de la recta es:
= AF
T ax

ay =

Y la ordenada al origen es:
b=4
Por consiguiente:

2
=_Zx+
3 X 4

De donde:

-§ x+4-2
a =
X 0.8155

2 2
X +
3(0.8155) 0.8155

ay,=-0.8175x+2.453

aX:_

a) larapidezdelbloqueenx=1m

Con base en la definicidén de aceleracién alternativa:

_ dVy
GX—VXE

Por tanto:

Vy Cfﬂ “=-0.8175X +2.453

v, d v, =(-0.8175x +2.453) d x
Las condiciones iniciales son, parax =0, v, = 0:
o Vx dVy = [1(-0.8175x +2.453) dx

SvE ]y = (22 X2 + 2.453x)]

X

0

v2- ; (0)>=-0.4088 x> + 2.453x — [-0.4088 (0)* + 2.453(0)]
vZ=-0.4088x> + 2.453 x

2=-0.8175x% + 4.905x

V= V-0.8175x% + 4.905 x
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Parax=1m:
vy = 4-0.8175 (1)% + 4.905 (1)
v, = v-0.8175 + 4.905

vy = \4.088

v, =2.022 ”f

La rapidez del bloque parax=1mes:
Ve =2.022 2,

b) la magnitud de la fuerza resultante que actua sobre la cajaparax=4.5m

Dado que la fuerza resultante es:
R={-3x+2, 0}
Parax=4.5m:
R={-2(45) +2, 0}

La magnitud de la resultante que actla sobre el bloque para x=4.5m es:
|R|=1N.
c) laposicion del bloque la primera vez que v, =2 %

A partir de la expresion de la rapidez obtenida en (a):

Ve = V—-0.8175x% + 4.905 x

vi=-0.8175x% + 4.905x
Parav, =2 %:

(2)>=-0.8175x2 + 4.905x

0.8175x? — 4.905x + 4=0

Luego de normalizar la ecuacion:
08175 2  4.905 4 __0
0.8175 0.8175 0.8175  0.8175

x* - 6x +4.893=0
Con base en la férmula simplificadadel “chicharronero”:

_ b b\2
XLZ__E + (E) -C

x2= - 2 \[E2] - 4.893
X12=3+ 9 - 4.893
x1=3% \4.107
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Para la primera vez que la rapidez es v, =2 %, x es el menor valor, por tanto:

X, =3-2.027
X,=0.973m

La posicion del bloque la primera vez que v, =2

X5 =0.973 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
W=8;
g=9.81;
X0 = 0;
VO = 0;
uk = 0.25;
x1=1;
X2 =4.5;
v3 = 2;
AX = 6;
AF = -4;

Representacion vectorial de las fuerzas

VF = {F, 0}
VFr = {-Fr, 0}
VN = {0, N}

VW = {0, —W}

Aplicacion segunda ley de Newton y obtencion de la fuerza de friccion cinética

VR = VF + VFr + VN + Vi
W
ecl = vR == — {ax, @}

respl = Solve[ecl, {ax, N}]
axSol = ax /. respl[1l]

Nsol =N /. respl[1]

Fr = uk Nsol

m
s

es:

| 79
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Obtencidén ecuacién de F

AF
mfF = —
AX
bF = 4
F = mF X + bF

a) larapidezdelbloqueenx=1m
Dado que axSol = v, %, v, d v, = axSol d x, por tanto:

X X
ec2 = f vXx dvX == j axSol dx
vO X0

resp2 = Solve[ec2, vx]
vxSol = vx /. resp2[2]

vl = vxSol /. x » x1
b) la magnitud de la fuerza resultante que actua sobre la caja parax=4.5m

VR2 = VR /. {Xx > x2, N - Nsol}
magR2 = Norm[VR2]

c) laposicion del bloque la primera vez que v, =2 ";'

ec3 = v3 == vxSol
resp3 = Solve[ec3]
x3Sol = x /. resp3[1]
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Ejercicio 14
Un cuerpo con 0.65 kg de masa es lanzado sobre un plano inclinado, como el que se muestra en
la figura, con una velocidad inicial de 5 % hacia la derecha a 1.2 m de distancia del extremo libre

del resorte.
Si el coeficiente de friccion cinética entre el cuerpo y el plano es y=0.5y el resorte tiene
una constante de rigidez k =200 %, determine la distancia d que se comprime el resorte para detener

al cuerpo.

12

Longitudes, en metros
Para resolver este problema, se subdivide el movimiento en dos intervalos, el primero desde que
el cuerpo es lanzado hasta que hace contacto con el resorte, el segundo a partir de que el cuerpo
esta en contacto con el resorte hasta que se detiene.
Para el primer intervalo de movimiento, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

Y,

La hipotenusa del triangulo de pendiente del peso es:
hip = 4/ A% + Ay?
hip = 4/(5)* + (12)*

hip = /25 + 144
hip = 4169

hip=13
La representacion vectorial de las fuerzas que actlan sobre el cuerpo es:
Fr ={-Fr, 0}
N={0, Nrm}
W= 5 12
w=w {_ 137 13

W=0.65(9.81){-=, -2}

W=6377{-2%, -3

W ={-2.453,-5.886} N
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La ecuacion de movimiento del cuerpo en este intervalo, con base en la segunda ley de Newton es:
Fr+N+W=ma;
{-Fr, 0} + {0, Nrm} + {-2.453, -5.886} = 0.65 {a,, 0}
{-Fr-2.453, Nrm - 5.886} = {0.65 a, 0}

De donde:
-Fr-2.453=0.65a,,
Nrm -5.886=0
Nrm =5.886 N
Con base en el valor de la magnitud de la normal se puede calcular la fuerza de friccion:
Fr=pNrm
Fr=0.5(5.886)
Fr=2.943 N

Entonces, la aceleracion del cuerpo en este intervalo es:

0.65a;=-2.943-2.453
— _539%
1 0.65

a; =-8.301 s—”}

Para analizar el segundo intervalo de movimiento, es necesario obtener primero la rapidez final
en el primer intervalo, que sera la rapidez inicial en el segundo.
Para ello, a partir del valor de la aceleracion anterior y con base en la definicion de aceleracién
en funcién de la posicion:
=y, 94
a,=v; an

v % =-8.301

X1
Vi d Vi = -8.301 CﬂXl
Las condiciones iniciales son, para x; =0, v; o = 5:
[avidvy = [7-8.301dx

3 vf]? =-8.301x, 1%

g V2 -% (5)2 =-8.301 x - [-8.301 (0)]
1 1 _

2 v -3 (25)=-8.301x

S V3=-8.301x +12.5

vi=-16.60 x, + 25

Entonces, para x; = 1.2 m, posicion en la que hace contacto con el resorte:
vi =-16.60 (1.2) +25
v2=-19.92+25
v}=5.078
vi= \j5.078

v =2.253 {
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Para el segundo intervalo de movimiento, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

¥

Como se puede observar, todas las fuerzas son las mismas que en el diagrama de cuerpo libre
anterior, excepto que aparece la fuerza del resorte Fy.
La representacion vectorial de esta fuerza es:
Fi={-kx,, 0}
Fi ={-200 x,, 0}
Donde k es la constante de rigidez del resorte y x, es la posicion del cuerpo, con respecto a
la posicion natural de equilibrio del resorte, pne, en donde se considera que x, = 0.
Para este punto, que es en el que el cuerpo hace contacto con el resorte, la rapidez es el calculado
anteriormente, es decir:
Vo0 =2.253 %

La ecuacion de movimiento del cuerpo en este intervalo es:
Fr+N+W+F,=ma;
{-Fr, 0} + {0, Nrm} + {-2.453, -5.886} + {-200 x,, 0} = 0.65 {a,, 0}
{-Fr-2.453-200 x,, Nrm - 5.886} = {0.65 a3, 0}
Se puede observar que la expresion de la componente en y no cambia, por lo que:
Nrm =5.886 N
Fr=2.943 N

Entonces, la aceleracidn del cuerpo en este segundo intervalo es:
0.65 0, = -2.943 - 2.453 - 200 x,

0.65 a; =-5.396 - 200 x,
5.396 _ 200

27 7065  0.65 "2
a, =-8.301-307.7 x,
Por consiguiente:
v, 22 = .8.301-307.7 x,

dx
v d v, = (-8.301-307.7x,) d x,
S sa V2 dVo = [72(-8.301-307.7x,) dx,
2] 225 =(- 8301)(2—&”)(5)]0
% 2 _ (2 253)?=-8.301x, - 153.8 x5 - [-8.301 (0) - 153.8 (0)°]
~ V2 -2 (5.076)=-8.301x, - 153.83
v §=—8 301x, - 153.8 X2 +2.538

vZ=5.,076 - 16.60 x, — 307.7 X3

| 83
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Dado que cuando se detiene el cuerpo, su rapidez es cero, es decir:
v,=0

Entonces:
(0)*=5.076 - 16.60 x, — 307.7 X3
307.7x2 +16.60 x, - 5.076 =0

Se normaliza la expresion, luego de dividir todos los términos por 307.7:
307.7 2 , 16.60 5.076 _ O
+ — — — T —
30771 %2V 3070 %2 7 3077 T Sora

X3 +0.05395 x, - 0.01650 = 0
Se aplica la formula simplificada del “chicharronero”:

_ b b\2
Xl’z__E + (E) -C

Xip = _0.052395 + \/(_ 0.052395 )2 + 0.01650

Se considera Unicamente la raiz positiva:
X1 =-0.02698 + 4/(0.02698)” +0.01650
X, =-0.02698 + 4/0.0007277 + 0.01650
X31=-0.02698 + 4/0.01722
X1 =-0.02698 +0.1312
X2, =0.1042 m

La distancia d que se comprime el resorte para detener la cuerpo es:
X21=0.1042 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=0.65;
g =9.81;
X0 = 0;
Vo = 5;
x11 = 1.2;
u=0.5;

k = 200;
AX = 12;
Ay = 5;
W=mg
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Representacion vectorial de las fuerzas antes de hacer contacto con el resorte

hip = 4/ax? + ay?

VFr = {-Fr, 0}

VN = {0, Nrm}

Ay AX }

VW =IW{- 9
{ hip hip

Ecuaciones de movimiento antes de hacer contacto con el resorte

ecl = vFr + vN + VW == m {ax1, 0}
respl = Solve[ecl, {ax1l, Nrm}]
ax1Sol = ax1 /. respl[1]

Nsol = Nrm /. respl[1]

Fr = uNsol

Rapidez del cuerpo al hacer contacto con el resorte

x1 1
ec2 = f ax1Sol dx1 == Jw vlidvl
X0 vO

resp2 = Solve[ec2, v1]
vlSol = vl /. resp2[2]
vll = viSol /. x1 -» x11

Ecuaciones de movimiento después de hacer contacto con el resorte

VFk = {-k x2, 0}

ec3 = VFr + vN + Vi + vFk == m {ax2, @}
resp3 = Solve[ec3, {ax2, Nrm}]
ax2Sol = ax2 /. resp3[1]

Rapidez del cuerpo después de hacer contacto con el resorte

X2 2
ecqd = j ax2Sol dx2 == Jw v2dv2
(2] vil

resp4 = Solve[ec4, v2]
v2Sol = v2 /. resp4[2]
ec5 = 0 == v2Sol

resp5 = Solve[ec5]
dSol = x2 /. resp5[2]
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Ejercicio 15

Una persona con paracaidas, que tiene una masa de 60 kg, se lanza desde lo alto del Mirador Cerro
del Gallego en la Barranca de Urique, ubicado en Chihuahua, que tiene una profundidad de 1879 m.

¥

Suponiendo que el movimiento es completamente vertical y se considera que la resistencia del aire
tiene una magnitud F, =30 v?, donde F, estaen Ny v estd en %, si la persona abre su paracaidas

cuando ha adquirido una velocidad de 20 ? hacia abajo, determine:

a) surapidez cuando ha bajado 5 m luego de que abrié su paracaidas;
b) la magnitud de la aceleracion un instante después de que abri6 su paracaidas;
c) larapidezcon la que llegé al fondo de la barranca.

Diagrama de cuerpo libre de la persona con paracaidas:

30 v?
y
W

Dado que todas las fuerzas que actian sobre la persona con paracaidas tienen la linea de accidn,
el problema se puede plantear de forma escalar. Entonces, la resultante de fuerzas es:
R=W - 30v,*
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Se aplica la segunda ley de Newton:

R=ma,

mg -30v,2 =ma,
ay=T7 - %)Vyz
a,=g - vy

a, = 9.81 -0.5v,°
Dado que se solicita determinar la rapidez y la aceleracion en términos de la posicidn, la manera
mas sencilla para obtenerla es aplicando la definicion de aceleracion siguiente:

-y 2%
=Y 5
Entonces:
dvy _
vy — ay =9.81-0. 5vy

Luego de separar variables:
v, dv,=(9.81 - 0.5v,%)dy
Vdey
9.81-0.5v,°

Para evitar una incongruencia matematica que se puede presentar mas delante, conviene “voltear
los términos del denominador del miembro izquierdo, para lo cual se multiplica por (-1) ambos

:dy

»

miembros:
vy dVy — -d y
-(9.81-05v?)
v, dvy _ y
0.5v,2-9.81

Se integran ambos miembros, considerando las condiciones iniciales las de la apertura
del paracaidas, en donde se considera que la posicién y, = 0, para la cual v,o =20 %:

I WYy (Y _g
7 y
Vyo 0.5v,°-9.81 Yo

La integral del miembro izquierdo se puede resolver con el método de sustitucion.

Sise establece que:
Vy(ﬂVy
20 0.5v,%-9.81

u=0.5 vy -9.81 (1)

du=2(0.5)v,dv,

lv,dv,=du

vydv,=du

vydv,=du (2)
Se sustituyen 1y 2 en . En este caso, los limites de integracion se refieren a la variable u que
habria que calcularlos, pero que no conviene hacerlo debido a que luego de obtener la integral,
se requiere “regresar” a la variable original v, por lo cual se escriben limites de integracién

temporales, [, y l5:
|= [Py

I1U

1= (Lu)]}
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Se sustituye la expresion de u y los limites de integracion de la variable original v, :
I=L(05vy2 -9.81)],

=L(0.5vy* - 9.81) - L[o 5(20)* - 9.81]
(0.5v,? - 9.81) - L[0.5(400) - 9.81]
(0.5v,? - 9.81) - L(200 - 9.81)
(0.5vy? - 9.81) - L(190.2)
(0.5vy? - 9.81) - 5.248

I= L(05vy - 9.81) - 5.248

I=L
=L
=L
=L

Este resultado es el miembro izquierdo de la expresion anterior:

ij vyaivy — y —d
2 y
Vyo 0.5v,°-9.81 Yo

Por consiguiente:
L(0.5v,? - 9.81) - 5.248=-y g
L(0.5vy* - 9.81)=-y +5.248
L(0.5vy* - 9.81)=-y +5.248
Se aplica la funcidn inversa del logaritmo natural, que es la exponencial:

ot (0.5v,>-9.81) _ -y+5.248

=e
0.5v) - 9.81=¢7*>2%

La expresion puede escribirse como:
0.5 - 9.81=¢7 &>**

0.5 v2 =190.2 7 +9.81

2 _ 1902 981
y 0.5 G‘ 0.5
Finalmente:

= 4/380.467 + 19.62

a) surapidez cuando ha bajado 5 m luego de que abri6 su paracaidas
Paray=5m:

v, = V380.4€ + 19.62

v, = 4/380.4 (0.006738) + 19.62

v, = 2.563 + 19.62
v, = v22.18

=47102
S

La rapidez de la persona con paracaidas cuando ha bajado 5 m es:
=4.710 %
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b) lamagnitud de la aceleracion un instante después de que abrio su paracaidas
Dado que la aceleracion es:

a,=9.81-0.5v,°
Cuando se abrid el paracaidas, v, = 20 ?:

a,=9.81-0.5(20)

a, =9.81-0.5 (400)

a,=9.81-200

a,=-190.2 3

La magnitud de la aceleracion un instante después de que abrio su
paracaidas es:
— m
a,=-190.2 2.

c) larapidez con la que llegé al fondo de la barranca

Cuando la persona llegé al fondo de la barranca, su posicion es de mas de 1800 m. Suponiendo
este valor, al sustituirlo en la expresion de su rapidez:
v, = V380.467 + 19.62

v, = V380.4678% + 19.62

El valor de la exponencial tiende a cero:
e 180=1862x107%2 50
Entonces:

v, = Y19.62

- m
v, =4.429

La rapidez con la que la persona con paracaidas llegd al fondo de la
barranca es:
v, =4.429 .
S

A la rapidez anterior se le denomina rapidez terminal, y es cuando la rapidez del cuerpo en estudio
ya no cambia, es decir, se mantiene constante, por lo que la aceleracion es cero.
Se puede verificar el resultado anterior al resolver la expresion de la aceleracion igualada a cero:
a,=9.81-0.5v,”
0=9.81-0.5v,
0.5v;=9.81

2 _ 981
v = —
Y 05

v, = v19.62

- m
vy =4.429 2

Que es exactamente igual al resultado anterior.

| 89
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

m= 60;

g=19.81;

Fv = 30 (vy[y])?;
yo = 0;

vyo = 20;

yl=>5;

Aplicacion segunda ley de Newton y obtencion de la aceleracion

ecl =mg-Fv == may
respl = Solve[ecl, ay] // Simplify
aySol = ay /. respl[1]

Dado que aySol =v, %y, -dy= f;js‘gl, por tanto:

ecDif = (-1) aySol == (-1) vy[y] xvy'[y]
resp2 = DSolve[ {ecDif, vy[@] == 20}, vy[y], Y]
vySol[y] = resp2[1]

a) surapidez cuando ha bajado 5 m luego de que abri6 su paracaidas

vyl = vySol[y] /.y -yl

b) la magnitud de la aceleracion un instante después de que abrio su paracaidas
ayo = aySol /. vy[y] - vy©

c) larapidez con la que llegé al fondo de la barranca

vyTerml = vySol[y] /.y —» 1800

Solucién alternativa:

ec3 = aySol ==
resp3 = Solve[ec3]
vyTerm2 = vy[y] /. resp3[2]
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