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Ejercicio 16

Determine las expresiones generales de la velocidad y la posicidon de un tiro parabélico como

vectores, considerando una razpidez inicial vy, un angulo de tiro 8y una posicion inicial ry = {xo, ¥o}.
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Diagrama de cuerpo libre del cuerpo luego de que fue lanzado:

y
~l—x
mg
La representacion vectorial del peso es:
W={0,-m g}
Se aplica la segunda ley de Newton:
W=m{ay,a,}

{01 -m g} =m {GX: Gy}

A partir de esta Ultima expresion, se pueden obtener dos ecuaciones escalares:

a,=0
-mg=ma,
a,=-g

Dado que se conoce la aceleracion, se puede plantear la ecuacién diferencial para calcular
la velocidad:

62{07 _g}
—_dv
9= g

_dv
{o’ _g}_ E
0,-gldt=dv

Las condiciones iniciales son las siguientes:
to =0s

Vo ={magyv, Cos[6], magyv, Sin[6]}
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Se emplean estos valores para resolver la ecuacion diferencial anterior:
{0,-gldt=dv
{0, ~ghdt= fodv
{0,-gttlo=VI;
{01 -g} t- {07 _g} (O) =V- %
v={0, -g t} + {magv, Cos[6], magv, Sin[6]}
v ={magyv, Cos[6], -g t + magyv, Sin[6]}
Posteriormente, se plantea y resuelve la ecuacion diferencial de la posicion del cuerpo:
d7
dt
vdt=dr
{magv, Cos[8], -g t + magv, Sin[6l}dt=dr
Jg{magvo Cos[8], -gt + magv, Sin[6]}dt= j%d/?

V=

Dado que la posicidn inicial es:
To = {Xo, Yo}
Al resolver la ecuacidn anterior queda:
{magy, Cos[@lt, —% gt® + magv, Sin[6] t} 1§ =T 1=
{magv, Cos[A]t, —% gt’ + magy, Sin[6]t}-0=7-7y
r ={magy, Cos[] t, —% gt” + magy, Sin[6] t} + {xo, yo}

7 ={magv, Cos[6] t + X, —% gt + magy, Sin[6]t + y,}

Para simplificar las expresiones obtenidas, si se escribe la velocidad inicial como:
V_o:{Vo,x, Vo,y}

donde:
Vo« = magyv, Cos[6]
Vo, = magyv, Sin[6]

Las expresiones de la velocidad y la posicidn de un tiro parabdlico quedan como sigue:
v={Vox, -gt+Vo,}

F:{Vo,xt"'xo: *% gt2+vo,yt+y0}

Las expresiones del vector de velocidad y del vector de posicidon de un tiro
parabdlico con una velocidad inicial con magnitud magv, y angulo de tiro 6, asi
como una posicion inicial 7 = {Xo, Yo} son, respectivamente:

V= {VO,X; -gt+ Vo,y}

F={voxt+xo, _% gtz + Vo,yt+)/0}
donde:

Vox = magv, Cos[8]y vy, = magv, Sin[6].
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Definicion de vectores:

vecR = {x, y};

vecV = {vx, vy};

vecA = {ax, ay};

ro = {x0, yo};

vO = magve {Cos[6], Sin[6]};

Segunda Ley de Newton:

F= {0, -mg}

ecl = F == mvecA

respl = Solve[ecl, vecA]
vecASol = vecA /. respl[1]

Dado que vecASol = %’, entonces vecASol dt = dv:

t vecV
ec2 = j vecASol dt == j dv
(2] vo

resp2 = Solve[ec2, vecV]
vecVSol = vecV /. resp2[1]

Dado que vecVSol = g—i, entonces vecVSol dt =dr:

t ecR
ec3 = j vecVSol dt -=- JW dr
(] ro

resp3 = Solve[ec3, vecR]
vecRSol = vecR /. resp3[1]
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Ejercicio 17

Determine la ecuacidn de la trayectoria, asi como las coordenadas del vértice del tiro parabdlico,
V, cuyos parametros se muestran en la figura. Considere que el origen del marco de referencia
se coloca justo en el punto de lanzamiento del cuerpo.

4 \
- m ——"'+-\
V0—25§/,¢/ \\\\
A s .
4 X \\
0

Diagrama de cuerpo libre del cuerpo luego de que fue lanzado:

L.,

W={0,-mg}
Se aplica la segunda ley de Newton:
W=ma
{0,-mgl=ma
ma={0,-m g}
a={0,-g}
Con base en la definicidon de aceleracion:

G a7
dt

{0,-g=%

{0,-gldt=dv
Posteriormente, se integran ambos miembros, considerando como limite inferior de la integracion
las condiciones iniciales, en este caso, parat; =0s:

o253,

Vo =120, 15}

0, ~gydt= f{ZO,lS}dv

{0,-gtt ](t) = V]{Vzo, 15)
{0,-g}t-{0, -g} (0) =¥ - {20, 15}
v-1{20,15}={0,-g}t
v={0,-g}t+{20, 15}
v={20,-gt+ 15}
Luego, se obtiene el vector de posicién con base en la definicion de velocidad:
=4
dt

_df
{20,-gt+15}=4

{20,-gt+15}dt=dr
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La posicion inicial, en este caso, es ry = {0, 0}:

{20, ~gt + 15} dit = j{z’o)d/F

{20t,-2 g2 +15t}15 =TI o,

{20t,-2 gt* +15t}-{20 (0), -3 g (0)* + 15 (0)} =7 - {0, 0}

F={20t,-2 gt* +151)
Para obtener la ecuacion de la trayectoria del tiro parabdlico, se requieren las expresiones de x, y en
funcidn del tiempo. Estas expresiones se obtienen del vector de posicion obtenido:

x=20t

y= —% gt?+15t

20t=x

t==
20

y=-2g(x)+15(%)
_ 1 X2 3
T T2Bu0 "X

y=-0.01226 x> +0.75 x

La ecuacion de la trayectoria de este tiro parabdlico es:
y =-0.01226 x> + 0.75 x.

Para obtener el vértice de la trayectoria, se iguala a cero la componente vertical, en y, de
la velocidad, de donde se obtiene el tiempo critico:
g tcrit +15=0
gtyit=15
t = £
crit 9.81
thit = 1.529 S
Se sustituye dicho tiempo critico, t, en la expresion de y:
y=-3gt?+15t
Ymax = =3 ¢ (1.529)? + 15 (1.529)
Vmax = -11.47 +22.94
Ymax =11.47Tm

Para obtener su abscisa, se sustituye dicho tiempo critico en la expresién de x:
Xmax =20t
Xmax = 20 (1.529)
Xmax =30.58 m
Por tanto, las coordenadas del vértice de la trayectoria son:
V(30.58,11.47) m

Las coordenadas del vértice son:
V(30.58, 11.47) m.
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Se le denomina alcance, R, a la distancia horizontal que existe entre el punto de lanzamiento y
el punto de caida del cuerpo.
Para determinarlo, se calcula el instante en el que la componente vertical del vector de posicion
del cuerpo es nulo, es decir, cuando “regresa” al piso, y, = 0:

y= —% gt?+15t

0=-2gt3+15t

1 —

28 t2=15t,

%gt2=15

t =15
27 981
30

=5
t, =3.058
Se sustituye dicho tiempo en la ecuacidn de la componente horizontal de la posicion:
x=20t
X;,=20t
X =20 (3.058)
X;=61.16m
R=x;-Xp
R=61.16-0
R=61.16 m

El alcance del tiro parabdlico es:
R=61.16 m.

Grafica de la trayectoria:

y = -0.0122625 x* + 0.75 X;
Plot[y, {x, ®, 61.162}, AspectRatio - Automatic, PlotLabel -» "y = -0.01226 x? + 0.75 x"]

y =-0.01226 x* + 0.75 x

10 20 30 40 50 60

Para resolver problemas de tiro parabdlico, por lo regular Gnicamente se requieren las expresiones de
los vectores de velocidad y de posicion de dicho movimiento, que son los siguientes:

V={Vox, -gt+Vvoy}
donde:
Vox = Vo Cos[6]
Vo,y = Vo Sin[6]
Para la posicion:
F={voxt + Xo, —i gt* + vy t+yo}
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

Vo = 25;
vre = {0, 0};
g=9.81;

va:vO{g, E}

Vectores:

VR = {X, y};
W = {VX, Vy};
VA = {ax, ay};

ecl= {0, -mg} ==mVA
respl = Solve[ecl, VA]

Vector aceleracion:

VAsol = VA /. respl[1]

Dado que vAsol = %t’, entonces vAsol dt = dv:

t vV
ec2 = j VAsol dt == J. dv
(2] 'vvo
resp2 = Solve[ec2, vV]
Vector velocidad:
VvVsol = vV /. resp2[1]

Dado que wWsol = g—i, entonces vVsol dt =dr:

t VR
ec3 = j vVsol dt == f dr

(] vro
resp3 = Solve[ec3, VR]
Vector de posicion:

VRsol = vR /. resp3[1]
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Para determinar la ecuacion de la trayectoria, se iguala el vector de posicion obtenido al vector
rix, yk:

ec4 = {X, y} = VRsol
Seresuelve paratey:

resp4 = Solve[ec4, {y, t}]
ySol =y /. resp4[1] // Simplify

Las coordenadas del vértice se pueden determinar encontrando la altura maxima (hmay), para lo
cual se determina el instante en que la componente vertical de la velocidad del cuerpo es cero:

ec5 = vWsol[2] ==
resp5 = Solve[ec5, t]
tlsol =t /. resp5[1]

Se sustituye el valor de tiempo obtenido, t1Sol, en la expresion del vector de posicion:
VR = VRsol /. t -» tlsol
Calculo del alcance, R:

ec6 = VRsol[2] ==
respb = Solve[ec6, t]
t2so0l =t /. resp6[2]

Se sustituye el valor de tiempo obtenido, t2Sol, en la expresion del vector de posicion:
VRmax = vRsol /. t - t2sol // Simplify

El alcance sera la componente horizontal de este vector:

RmaxSol = vRmax[1] - vro

Grafica de la trayectoria del tiro parabélico:

Plot [ySol, {X, 9, RmaxSol}, AspectRatio -» Automatic,
PlotLabel » "y = -0.01226 x> + 0.75 X"
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Ejercicio 18

Un cafién militar estd ubicado en lo alto de una colina. Para atacar a un barco le lanza un proyectil
con un angulo de tiro con pendiente , tal como se muestra en la figura.

100 D
N 10| 2

CROQUIS Dimensiones, en m

Sila boca de dicho cafidn se encuentra a 100 m de altura sobre el nivel del mar, determine la

rapidez inicial, vy, que debe imprimirse al proyectil para dar en el blanco. Desprecie la resistencia del
aire.

Asimismo, obtenga el vector de la velocidad del proyectil cuando impacta con el barco.

Para resolver este problema, se obtienen las ecuaciones de la posicion del proyectil.
El sistema coordenado de referencia se establece de manera que el eje x coincida con el nivel
del mary que el eje y pase por la boca del cafion.

100 s
N 10| &2 o

e O e — —

CROQUIS Dimensiones, en m

Dado que la hipotenusa del tridngulo de la velocidad inicial es:

hip = 4/ AX? + Ay?

hip = «/152 +82

hip = 4225 + 64

hip = v289

hip=17
Por tanto, las condiciones iniciales son las siguientes:

ro =10, 100}

V_0= Vo {i_i, ]%}

_ 15 8
Vo _{F/ Vo, 17 Vo}
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La expresion vectorial que establece la posicion del proyectil es, entonces:
- 15 1 8
r={Zvot,-3gt> + - vt + 100}
Dado que la ecuacion anterior debe satisfacer a las coordenadas del blanco, que son:
rr ={5000, 10}
Se puede establecer la siguiente ecuacion vectorial:
—_ 15 1 2 8
rr={S votr, =5 gtf + 7 Votr + 100}
es decir:
{5000, 10} = {22 vy tr, —= g t? + = vy t; + 100}
) Vol =390 + S Voly

Por tanto:
5000 =2 Vo by (1)
1o=-§gt%+1%v0tf+1oo )

Se despeja tr de 1:
2 Vot =5000

_ 5000 (17)
tr=———
15v,
;= 5666.7 3)

Vo

Se sustituye en 2

10=-2 g (2EI) 4 £ v (27) 4 100

10=-1 (9.81)(&;106) + 2666.7 + 100
2 v

1575:10° _ 5766.7 - 10

Vo

157.5 x 10°=2756.7 v§

2 _ 157.5x10°

0 2756.7
v2= /57136
Vo =239.0 ”f

La rapidez inicial que debe imprimirse al proyectil para dar en el blanco es:
Vo=239.0 2.

Para obtener el vector de la velocidad del proyectil cuando impacta en el blanco, solo se requiere
sustituir la rapidez inicial obteniday el tiempo que tarda en llegar a dicho blanco en la ecuacion
vectorial de la velocidad del proyectil:

V:{i—i vO,-gt+l% Vol
Por consiguiente:

V_f:{i—i Vo, -8 tr + 1% Vo}

El tiempo final se puede obtener de la ecuacion 3:

5666.7
ty = 2966
Vo
¢, = 56667
f~ 2390

t;=23.71s

| 11
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De donde:
Ve ={22 (239.0),-(9.81) (23.71) + = (239.0)}
V7 ={210.9, -232.6 + 112.5}
Vr ={210.9,-120.1} ’—:

El vector de la velocidad del proyectil cuando impacta en el blanco es:
Vr={210.9,-120.1} 2.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

vro = {0, 100} ;
g =) 9.81;
Ax = 15;
Ay = 8;
hip = +/ax? + ay?
AX Ay
vVvO = vO {— > —}
hip hip
vrf = {5000, 10}

Vector de posicion del proyectil:

1
VR = {0, - - gt2}+vv0t+vr0
2

Ecuacion de la posicion final del proyectil y su solucion:

ecl = vrf == VR

respl = Solve[ecl]
v@sol = vO /. respl[2]
tf =t /. respl[2]

Vector velocidad del proyectil cuando impacta en el blanco:

vW =vvO + {0, -gt}
vwf =vV /. {vO -» vO@sol, t » tf}
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Ejercicio 19
En los Juegos Olimpicos de invierno Beijing 2022, un competidor de la prueba de salto de esqui
trampolin largo individual masculino, inicié su descenso desde el punto A del reposo y se impulsé

justo en el punto B, tal como se muestra en la figura.
Si se desprecia la resistencia del aire, determine la distancia d a la que aterriz6 el esquiador en

el punto Q, si la velocidad en el punto de despegue fue vg = {30, 4} ?

y
TA
o
0
B7_ ..
— . X
o 12 .,
- 5\\
q 2
Q

Longitudes, en m
Este problema se puede resolver con la obtencion del punto de interseccion Q de la trayectoria
del equiadory la ecuacion de la rampa de aterrizaje.

La trayectoria del equiador es la ecuacion cartesiana que se obtiene a partir del vector de posicion del
esquiador, con base en las condiciones iniciales, que son:

75=1{0,10} m

Vg ={30,4} %
De donde:

F={30t,-2 gt’ + 4t + 10}
Dado que:

r={xy}

X,y ={30t, -2 gt* + 4t +10}

Entonces, se pueden establecer las siguientes ecuaciones paramétricas de la trayectoria

del equiador:
x=30t (1)
y=-2gt +4t+10 (2)

De 1se despejat:
30t=x

t==
30

Se sustituye ten 2:

=-2(9.81) (£ ) + 4(£)+ 10

y = -4.905 (ﬁ)) +0.1333x+ 10

y=-0.00545x + 0.1333x + 10 (3)
que es la ecuacion de la trayectoria del esquiador.
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La rampa de aterrizaje es una recta cuya pendiente es:
Ay=-5
Ax=12

Por consiguiente, la ecuacion de la rampa de aterrizaje es:

y=-3x (4)

Entonces, el punto Q en donde aterriza el esquiador es la interseccion de las ecuaciones 3y 4:
~0.00545x” + 0.1333x +10= - X

0.00545 x> - 0.1333x - 0.4167x - 10=0
0.00545x> - 0.55 x - 10=0

Se normaliza la ecuacién luego de dividir todos los términos por 0.00545:
0.00545 /2 _0.55 _ 10 _ 0
0.00545 0.00545 0.00545  0.00545

x*> -100.9 - 1835 =0
Se aplica la féormula del “chicharronero” simplificado:

_ b b\2
x2=-3 2 4(5) - c

X1,2=-(_120'9) + (103.9)2 + 1835

X12=50.45 + 4/ 2546 + 1835
X1, =50.45 + 44381

X1 =50.45 + 66.19

Se toma la raiz positiva:
x1 =50.45 +66.19
X;=116.6m

Se sustituye el valor obtenido en 4, para obtener la ordenada de Q:
y1=-3 (116.6)
1= -48.60
y1=-48.60m

Por tanto, la distancia d a la que aterriza el esquiador es la distancia entre el punto P(0, 0) y
el punto Q(116.6, -48.60):

d=|PQ|

PQ=Q-P

PQ={116.6,-48.60} - {0, 0}

PQ=1{116.6 - 48.60}

La magnitud del vector anterior es la distancia buscada:
|PQ|= 1116.6% + (-48.60)’

|PQ|= V13605 + 2362
|PQ|= V15967

|PQ|=126.4m
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Por tanto, la distancia es:
d=126.4m

La distancia d a la que aterrizd el esquiador en el punto Q es:

d=126.4m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

vre = {0, 10};
vvo = {30, 4};
g=9.81;
P={0,0};

Vector de posicidn del proyectil:

1
VR = {0, - - gt2}+vv0t+vr0
2

Ecuacidon de la rampa de aterrizaje:

AX = 12;
Ay = -5;
Ay
mG = —
AX

ecl =y == mGXx

Obtencion del punto de interseccién Q:

ec2 = {xX, y} = VR

resp2 = Solve[{ecl, ec2}]
xSol = x /. resp2[[2]

ySol =y /. resp2[2]

Distancia d a la que aterriza el esquiador en el punto Q:

Q = {xSol, ySol}
PQ=Q-P
d = Norm [PQ]

| 15
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Ejercicio 20
En la figura se muestra la colocacion de un cafién del que sale un proyectil con una masa de 0.2 kg
y unarapidezde 5 %

Si el proyectil tiene un alcance R=2.5 m, determine el angulo de tiro 6 necesario para que se cumpla
y obtenga la altura maxima que alcanza.

R=25m

A
Las expresiones de las coordenadas de posicion del proyectil son:
x=Vvy t Cos [6]
Y=V, tSin [6]—§gt2
Luego de sustituir los valores conocidos, se obtiene:
x=5tCos [6]
y=51tSin [6] - 4.905 t*
De la primera ecuacion se despeja t y se sustituye en la segunda:

5tCos [6] =x
- X
5Cos|[6]
_ X . X 2
y—S(SCOS[e])Sm [6] '4'905(5@5[9])
— Sinfe _ X2
Y =X os 161 4.905 (25 Cos? [e])

Dado que se desea que el proyectil pase por el punto B(R, 0), es decir, xz = 2.5 para yg = 0:

_ Sinfe] (2.5)%
0=2.532 01962 (—COSZ [9])

Sinfe] _ 2.57
25 209 20,1962 (cOsz [9])

Sin [6] 2101 = @57
o Cos”[6]=0.1962 &7

Sin[6] 2 _
Cos|[6] Cos“[6]=0.1962 (2.5)

Sin [8] Cos [B] = 0.4905

Ya que:

Sin [26] =2 Sin [6] Cos [6]
Entonces:

2Sin [6] Cos [6]

Sin [6] Cos [6] :§ Si
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De donde:
> Sin [26] = 0.4905
Sin [26] =2 (0.4905)
Sin [26] =0.981
Se aplica la funcién inversa del seno de un angulo, arco seno, a ambos miembros de la ecuacion:
ArcSin {Sin [26]} = ArcSin [0.981]

20=78.81°
_ 78.81°
6= 2

6=39.41°

El angulo 6 necesario para que el proyectil tenga un alcance R=2.5 mes:
6=39.41°.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos

m=90.2;
vl = 5;

R=2.5;
g =9.81;

Expresiones posicion del proyectil:

X = vO t Cos [O]

1 2
y=vetSin[e] --gt
2

Resolucidn ecuaciones posicion final del proyectil:

ecl =X =

ec2=y =0

resp2 = Solve[{ecl, ec2}]
6sol = 6 /. resp2[3]

esol
Odeg =
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Ejercicio 21
El carro de una montaia rusa tiene una rapidez v, = 30 % cuando se encuentra en la parte mas
baja de su recorrido, punto A, en donde el radio de curvatura es p, =25 m, tal como se muestra

en la figura.
C

—Aowa=302

Si la masa del carro con todo y pasajeros es de 200 kg, determine en dicha posicion:
a) laaceleracion del carro;
b) lafuerza normal que ejerce el riel sobre el carro.

a) laaceleracion del carro

Para determinar la aceleracion del carro, primero se traza su diagrama de cuerpo libre, en
la posicion de interés, cuando se encuentra en el punto A:

w
N
[
N

Para la representacion vectorial de las fuerzas involucradas, se establece que la primera
componente es la tangencial y la segunda componente la normal:
N={0, N}
W={0,-mg}
Luego, se aplica la segunda ley de Newton:
N+W=m/{ar, ay}
{0, N} +{0, -200 (9.81)} =200 {ar,4, awa}
{0, N - 1962} =200 {ar, ana}
De donde:
0=200ar,
ara=0
N-1962=200ay,4
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La aceleracion normal en el punto A es:

2
Va

GNA:E
Oy =22
aNA:363—”Z

Por consiguiente:
a4 = {aT,A: ON,A}
@ =10,36} 3

En el punto A, la aceleracion solo tiene componente normal:
ds =10, 36} Q—Z

b) lafuerza normal que ejerce elriel sobre el carro

Para determinar la fuerza normal que ejerce el riel sobre el carro, se despeja de la segunda ecuacion
escalar de movimiento anterior:

N, - 1962 =200 ay

N4 =200 (36) + 1962

N4 =7200 + 1962

Ny=9162 N

La fuerza normal que ejerce el riel sobre el carro es:
N,=9162 N.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

VA = 30;
PA = 25;
m = 200;
g=9.81;

a) laaceleracion del carro
Representacion vectorial de las fuerzas involucradas:

VNA = {8, NA}
VW = {0, -mg}
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Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecl = VNA + VW == m {aTA, aNA}
respl = Solve[ecl, {aTA, NA}]
aTAsol = aTA /. respl[1]
NAsol = NA /. respl[1]

Calculo de la aceleracién del carro:

VA?
aNA = —
PA

aA = {aTAsol, aNA}
b) lafuerza normal que ejerce elriel sobre el carro

NAresp = NAsol



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Cinética curviiinea particula.nb | 21

Ejercicio 22

La péndola de un péndulo simple que tiene una masa de 0.2 kg, se suelta del reposo desde
la posicion A mostrada en la figura.
Determine en los puntos By C:

a) larapidezde la péndola;
b) la magnitud de la tension en la cuerda; y
c) laaceleracion de la péndola.

a) larapidez delapéndola

Para determinar la rapidez de la péndola, ante todo se dibuja su diagrama de cuerpo libre en una
posicion intermedia, considerando que se mueve hacia la derecha.

Se considera que el angulo 68 se mide con respecto a la vertical hacia abajo a partir del punto donde la
cuerda esta amarrada al techo. Los angulos medidos en sentido antihorario son positivos y,

por consiguiente, si se miden en sentido horario, son negativos.

Para evitar problemas con los signos, la posicion angular de la péndola debe ser tal que su angulo sea
positivo con respecto a la referencia establecida, en este caso a la derecha de la vertical:

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan, considerando que la primera componente es la
tangencial y la segunda componente la normal:
T={0,T}
W =mg{-Sin [6], -Cos [6]}
W=0.2(9.81) {-Sin [6], -Cos [6]}
W =1.962{-Sin [0], -Cos [6]}
W ={-1.962 Sin [6], -1.962 Cos [6]}
Se aplica la segunda ley de Newton:
T+W=m/{ar, ay}
{0, T} +{-1.962 Sin [6],-1.962 Cos [O]} = 0.2 {ar, an}
{-1.962 Sin [0], T - 1.962 Cos [6]} = 0.2 {ar, ap}
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De donde se pueden establecer dos ecuaciones escalares:

-1.962Sin[6]=0.2 ar

T-1.962 Cos[0]=0.2 ay
En este caso el movimiento de la péndola es circular, por lo que puede establecerse la aceleracion
tangencial, ar, con base en la expresion para el calculo de la longitud de arco de circunferencia, s, de
radio R, con respecto al angulo que lo subtiende, 6:

La longitud de arco es:
s=R6

La derivada con respecto al tiempo de la longitud de arco, s, es la rapidez, v:
ds
dt

V:
Dado que R es constante:

v=R a6
dt
A la derivada del dngulo, 6, con respecto al tiempo se le conoce como rapidez angular, w:
d6

w==
dt

Entonces:
V=R w
A la derivada de la rapidez, v, con respecto al tiempo es la aceleracion tangencial, ar:
_dv
T:

dw
=R —
ar dt

La derivada de la rapidez angular, w, con respecto al tiempo se le denomina aceleracién angular, a:
dw

a=—
dt

ar

Por consiguiente:
ar=Ra
Recordando la definicion alternativa de la aceleracion lineal:
dx
De manera similar, la aceleracion angular puede definirse con base en la rapidez angular, w, y

la posicion angular, 6:

Por tanto, la ecuacion de movimiento que corresponde a la aceleracion tangencial:
-1.962Sin [6]=0.2 ar
0.2 ay =-1.962 Sin [O]
ar =-=22 Sin [6]

ar =-9.81Sin [6]
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Sustituyendo la definicion de aceleracion tangencial:
R a=-9.81Sin[0]

Y la definicidn alternativa de aceleracion angular:
1.2 w22 =-9.81Sin [6]

Se separan variables:
l2wdw=-9.81Sin[6]d 6
Se integran ambos miembros, con base en las condiciones iniciales, para 6 = —’—;, w=0:

[{12wdw= [’ -9.81Sin[6]d 6
4

1 21w 0
Sl2w] =981 Cos [6]1%

0.6 w? - 0.6 (0)* = 9.81 Cos [6] - {9.81 Cos [~}

0.6 w®=9.81 Cos [6] - 9.81 (0.7071)
0.6 w?=9.81 Cos [6] - 6.937

) _ 981 _ 6.937
w == Cos [6] oo

w=+/16.35Cos [6] - 11.56

En el punto B, =0, por tanto:
wp = y16.35Cos[0] - 11.56
wg = 416.35(1) - 11.56

wg = \4.79

wp =2.189 %ﬂ

Por tanto:
Vg=R wp
vg=1.2(2.189)
Vg =2.626 %

Para el punto C, 6=30°, por lo que:
wc = 4/16.35C0s[30°] - 11.56
wc = /16.35(0.866) - 11.56

we = \14.16 - 11.56
we = 2.60

we=1.612 124

N

Entonces:
ve=1.2(1.612)
Ve =1.935 %

La rapidez de la particula en los puntos B y C son, respectivamente:
Vp=2.626 2 yvc=1.935 7.
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b) la magnitud de la tension en la cuerda

Para determinar la tension en la cuerda, se requiere dibujar el diagrama de cuerpo libre de
la péndola en cada una de las posiciones en las que se solicita.
En el punto B, el diagrama de cuerpo libre es:

.

~ d

B

w

Con base en el diagrama de cuerpo libre anterior, la representacion vectorial de las fuerzas
que actiian sobre la particula en la posicion B es:

Te=1{0, Tg}

Wg={0,-mg}

Ws={0,-0.2 (9.81)}

W5 =1{0,-1.962}
Con base en la segunda ley de Newton, se puede establecer para la posicion B la siguiente
expresion:

Tg+Ws=mag

{0, Tg} +{0,-1.962} = m{ar g, ang}

{0, T5-1.962}=0.2 {arg, ang}

0=0.2 arps
arp=0
Tg-1.962=0.2 an,s
Dado que:
2

=Y
ang =%

_ (2.626)%
ang =15

_ 6.896
ang ="

anp = 5.747 S%’

De donde la tensidon en la cuerda es:
Tg-1.962=0.2 (5.747)
Tg=1.149 + 1.962
Tg=3.111N

En el punto C, el diagrama de cuerpo libre es:
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La representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre la péndola en C es:
Tc=1{0, ¢}
W¢=1.962 {-Sin [30°], -Cos [30°]}
Wc =1.962{-0.5,-0.866)}
W¢ ={-0.981, -1.699}
Se aplica la segunda ley de Newton para la posicion C:
To+We=mac
{0, Tc} +{-0.981,-1.699} = 0.2 {ar c, an,}
{-0.981, T - 1.699}=0.2 {arc, aw,c}
-0.981=0.2 arc
Tc-1.699=0.2ayc
Dado que:

2
Ve

a =
NC= R

(1.935)

NCE T,
3.742
ay ===
NC™ 710

anc = 3.118 Z—Z

Por tanto la tensidn en la cuerda es:
Tc-1.699=0.2(3.118)
Tc=0.6236+1.699
Tc=2.323N

La magnitud de la fuerza de tension en la cuerda en las posiciones By C es:
Tg=3.111NyT-=2.323N.

c) laaceleracion de la péndola
En elinciso anterior se tienen las expresiones para el calculo de la aceleracion tangencial, asi como
los valores de la aceleracion normal de la péndola en las posiciones establecidas.
Para la posicion B se tiene que:
arg=0
anp =5.747 3
Entonces, la aceleracion total de la péndola en la posicion B es:
ag = {GT,B, GN,B}
a5 =10, 5.747} 2—’2’

Con respecto a la posicion C:

-0.981=0.2 arc

0.2 arc=-0.981
0.981

=0y

arc=-4.905 3
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Por otra parte se obtuvo que:
ayc=3.118 ;—';

De donde la aceleracion total de la péndola en C es:
0c =1{-4.905, 3.118} S—’Z

La aceleracion de la péndola en las posiciones By C es:
ag={0,5.747} 7 y ac = {-4.905, 3.118} 3.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=90.2;
g=9.81;
R=1.2;
6A = -45 °;
6B = 0;

eC =30°;

a) larapidezdelapéndola
Representacion vectorial de las fuerzas y aplicacion de la segunda ley de Newton:

vT = {0, T}

VW=mg {-Sin[©], -Cos[6]}
ecl = VT + Vil == m {aT, aN}
respl = Solve[ecl, {aT, T}]
aTsol = aT /. respl[1]

Tsol =T /. respl[1]

Definicion alternativa de aceleracion angular y solucidn de la ecuacion diferencial:

ec2 = Ra == aTsol
ec3 = Rwdw == aTsol de

ecd = wadlw = _raTsol de
(”] 6A

resp4 = Solve[ec4d, w]
wSol = w /. resp4[2]
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Ejercicio 23

La particula de la figura, que tiene un peso de W =12 N, se mueve en un plano vertical sobre la
superficie lisa mostrada.
A

30° R=025m

Si dicha particula se suelta en A, determine:
a) suaceleracion (vector) al pasar por los puntos By C;
b) la magnitud de la fuerza que ejerce la superficie sobre la particula en los puntos By C.

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la particula, en una posicion intermedia,
en térmi nos de un angulo variable 6:

0
W 0
N
Nrm
T

Luego, se obtiene la representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre la particula,
considerando que la primera componente es la tangencial y la segunda la normal:

N={0, Nrm}

W =W {Cos [6], -Sin [6]}

W ={W Cos [6], -W Sin [6]}
Se aplica la segunda ley de Newton:

N+W=m/{ar, ay}

{0, Nrm} +{W Cos [6], -W Sin [6]} = VEV {ar, an}

{W Cos [6], Nrm - W Sin [6]} = VEV {ar, an}
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De donde se establecen las siguientes ecuaciones escalares:
W Cos [6] = %/ ar

21] ar=Cos [6]
ar=gCos[6]
Nrm - W Sin [6] = ng ay
VEV ay=Nrm-W Sin [60]
ay = % Nrm - g Sin [6]
a) suaceleracion (vector) al pasar por los puntos By C

Para obtener la aceleracion tangencial de la particula, sélo se requiere sustituir el valor del angulo 6
en la expresion obtenida previamente.
Sin embargo, para el calculo de la aceleracion normal, dado que no se conoce la magnitud de la
normal, se requiere determinarlo por medio de su definicion:

ay=w?’R
Para obtener la rapidez de la particula en los puntos considerados, se requiere resolver la ecuacion
diferencial de la ecuacion de la aceleracion tangencial. Dado que:

ar=aR

a:wﬂ’
deé

Entonces:
dw _

Rw 25 -8 Cos [6]
De donde:

Rwdw=gCos[0]d 06
Las condiciones iniciales del movimiento de la particula son:

6=0,w=0
Ya que en la posicion del punto A, para el cual =0, se suelta desde el reposo.
Por consiguiente:

[{Rwdw=[;gCos[6]dO
% Rw?];=gSin[6]1§
§ Rw?- % R (0)2=g Sin [6] - g Sin [0]
% R w? =g Sin [6]
Por tanto:
w? =22 sin[6]
Aceleracion en el punto B

Para el punto B, donde 63 = 30°, de donde la aceleracion tangencial de la particula es:
arp=gCos[6z]
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Con base en los valores proporcionados:
arg=9.81Cos [30°]
arg=9.81(0.8660)
arp=8.4953
Para calcular su aceleracion normal, primero se obtiene el valor de la rapidez angular al cuadrado:
wh =22 Sin (6]
luego de sustituir los valores conocidos:

5 _ 2(9.81) - o
Wp == Sin [30°]

2 _ 19.62
Wg =0 (0.5)
w3 =39.24
Luego, se sustituye este resultado en la expresion de la aceleracion normal:
ang = wé R
ang = (39.24) (0.25)

ayp=9.81 ;i;

Entonces, la aceleracion de la particula en el punto B es:
05 ={8.495,9.81} 3

Cuya magnitud es:
| @5 | = 1(8.495)% + (9.81)°

| G5 | = V72.17+ 96.24
|85 | = \168.4

|a_B|:12.98:—§

En el punto C, dado que 6, =90°:
arc=gCos[90°]
arc= 9.81 (0)
aT,C =0
Y la aceleracién normal es:
w? = Z—Rg Sin[6¢]
2 — 1962 ¢ °
wz =22 Sin [90°]
w?=78.48 (1)
De donde:
aN,C = UJ% R
an,c =78.48 (0.25)
anc=19.62 3
La aceleracion de la particula en el punto C es:
ac=1{0,19.62} 2—"
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Cuya magnitud es:
| ac | =19.62 ;—';

La aceleracion (vector) de la particula en los puntos By C es:
a5 =1{8.495,9.81} % yac ={0,19.62} 2.

b) la magnitud de la fuerza que ejerce la superficie sobre la particula en los puntos By C

En el diagrama de cuerpo libre de la particula se puede verificar que la Gnica fuerza que ejerce la
superficie sobre la particula es la fuerza normal, N.
Su magnitud se puede obtener a partir de la expresion para la aceleracién normal:

a,\,=% Nrm - g Sin [6]

V% Nrm=ay +gSin [6]

Nrm = %’ ay+WSin [6]
Para el punto B, donde 65 =30°:

NrmB = VEV ans + W Sin [95]

_12 . o
Nrmpg = Y (9.81) +12 Sin [30°]

Nrmg=12+12(0.5)
Nrmg=12+6
Nrmg =18 N

Para el punto C, donde 65 =90°:
Nrmc = VEV an,c+WSin[6¢]
Nrme = ﬁ (19.62) + 12 Sin [90°]

Nrmc=24+12(1)
Nrme=36N

La magnitud de la fuerza normal en los puntos By C es:
Nrmg =18 Ny Nrms =36 N.

Resolucion del problema con funciones de Mahematica
Datos:

W=12;
g =9.81;
R = 0.25;
6B = 30 °;
eC = 90 °;

| =
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Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre la particula:

VW = W {Cos[6], -Sin[6]}
vN = {0, Nrm}

Aplicacion de la segunda ley de Newton

ecl = v+ VN ==m {aT, aN}
respl = Solve[ecl, {aT, Nrm}]
aTsol = aT /. respl[1]

Nsol = Nrm /. respl[1]

a) suaceleracion (vector) al pasar por los puntos By C

aN = w?R

ec2 = aTsol ==Ra
dow

a =w—
de

ec3 = wadlw = faTsol de
(”] (”]

resp3 = Solve[ec3, w]
wSol = w /. resp3[2]

En el punto B donde 65 = 30°:

aTB = aTsol /. 6 » 6B

aNB= (aN /. {w—> (wSol /. > 6B), 6 » 6B})
vaB = {aTB, aNB}

aB = Norm[vaB]

En el punto C donde 6. =90°:

aTC = aTsol /. 6 » 6C

aNC= (aN /. {w-> (wSol /. ©@->06C), 6 » 6C})
vaC = {aTC, aNC}

aC = Norm[vaC]

b) la magnitud de la fuerza que ejerce la superficie sobre la particula en los puntos By C

NrmB = Nsol /. {w » (wSol /. 6 - 6B), 6 -» 6B}
NrmC = Nsol /. {w > (wSol /. 6 - 6C), 6 » 6C}
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Ejercicio 24

Un cuerpo de masa m = 2.4 kg descansa sobre una barra plana horizontal rugosa, tal como se
muestra en la figura 1. La barra comienza a girar en el plano vertical alrededor de O con una
aceleracién constante des=2 2 y se observa que la masa se empieza a deslizar respecto a

N

la barra cuando esta a 6= 15° abajo de la horizontal.
¢ Cual es el coeficiente de friccion estatica, us, entre la masa y la barra?

o I— e
. \\\%

0.5m

Figura 1 Cuerpo sobre una barra plana horizontal rugosa.

Primero, se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la masa en la posicion D en la que la masa
se empieza a deslizar, para 6= 15°

T

A continuacion se obtiene la representacion vectorial de las fuerzas que acttan en la masa,
considerando que la primera componente es la tangencial y la segunda la componente normal:
Frp={0, Frp}
Np ={-Np, 0}
Wp=m g{Cos [15°], -Sin [15°]}
Wp =2.4(9.81) {0.9659, -0.2588}
Wy =1{22.74,-6.094}
Conviene hacer notar que la fuerza de friccion es hacia el centro de curvatura de la trayectoria,
ya que la masa tiende a moverse hacia abajo a la izquierda, tanto por su componente normal
del peso como por su tendencia a salirse de la trayectoria.
Asimismo, en este caso resulta que la fuerza de friccion tiene direccion normal, y la fuerza normal
direccién tangencial a la trayectoria.
Es necesario conocer la rapidez de la masa en el punto en el que empieza a deslizarse, para

| 33

determinar la fuerza de friccion, que esta en funcion de la aceleraciéon normal, que a su vez depende

de dicha rapidez.

Por consiguiente, se aplica la segunda ley de Newton a esta masa:
Frp+Np+Wp=m {aT,D> an,p}
{0, Frp} +{-Np, 0} +{22.74,-6.094} = 2.4 {ar p, an,p}
{22.74 - Np, Frp - 6.094} = 2.4 {ar p, anp}
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De la ecuacion vectorial anterior se obtienen las siguientes expresiones escalares:
22.74-Np=2.4arp
Frp-6.094=24ay)p
A partir de la primera se puede obtener la magnitud de la fuerza normal:
Np=22.74-2.4arp
La aceleracion tangencial es constante e igual a:
arp=s
arp=2 Z—Z
Por tanto:
Np=22.74-2.4(2)
Np=22.74-4.8
Np=17.94N
Para determinar el valor de la aceleracién normal, ay p, se puede obtener la rapidez de la masa
con base en la aceleracidn tangencial:
arp=aR
Donde:
arp=2 ;—'2’
R=0.5m
Por lo que:
0.5a=2
=g
a=4
Como a=w ¥
de

wdw=4d86
Dado que para 6,=0, vy =0:
VOZUJOR

wy=
Entonces:

J’Zowcﬂw:fzo4d79
2 W], =461]
w?-[3 (0’]=46-[4(0)]
w?>=46

NIR NI N



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Cinética curviiinea particula.nb | 35

En el punto D, 65 = 15°, que es equivalente a:

6p=15°x FT)O
6p=2
wp =4 (3;)
w? =1.047
Entonces, la aceleracion normal en dicha posicion es:
anp=wh R
anp = 1.047 (0.5)

an,p =0.5236

Dado que se puede considerar que en dicho punto la masa esta a punto de deslizarse con respecto a
la barra, la fuerza de friccidn es la estatica limite o maxima, por consiguiente:

Frp = s Np

Frp =17.94 g
Se sustituye esta expresion en la de la aceleracion normal:

1794 u;-6.094=2.4ayp

De donde:
17.94 Ms - 6.094=2.4 an,p

17.94 g = 2.4 (0.5236) + 6.094
17.94 g = 1.257 + 6.094

— 1351
S 17.94
s =0.4097

El coeficiente de friccion estatica entre la masay la barra es:
s = 0.4097.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=2.4;
g=9.81
aT = 2;
eb =15 °;
R=0.5;
60 = 0;
VO = 0;
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Representacion vectorial de las fuerzas que actdan en la masa en el punto D:

VvFrD = {0, FrD}
VvND = {-ND, 0}
VWD = mg {Cos[6D], -Sin[eD]}

Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecl = VFrD + VND + VD == m {aTD, aND}
aTD = aT;

respl = Solve[ecl, {FrD, ND}]
FrDsol = FrD /. respl[1]

NDsol = ND /. respl[1]

Calculo de la aceleracién normal:

ec2 = aR == aT
resp2 = Solve[ec2]
aSol = a /. resp2[1]

vo
wd = —;

R
ec3 = J‘dw dw == faSol de
w0 60

resp3 = Solve[ec3, w]
wSol = w /. resp3[2]

eDrad = 6D x

180 °
wD = wSol /. & » éDrad

aND = wD?R

Calculo del coeficiente de friccidon estatica:

ec4 = FrDsol == us NDsol
resp4 = Solve[ec4]
usSol = us /. resp4[1]
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Ejercicio 25

Una esfera de 2.5 N de peso que estd amarrada a una cuerda de 0.8 m de longitud, se mueve con
una trayectoria circular horizontal, tal como se muestra en la figura.

——— . —

Si el angulo ¢ que forma la cuerda con la vertical tiene una pendiente g, determine:

a) latensionen lacuerda;y
b) larapidez que debe tener la esfera.

Al conjunto de la cuerda y la esfera con movimiento circular horizontal se le conoce como péndulo
cdnico, debido a que la superficie generada por la cuerda con su movimiento corresponde a
un cono circular recto.

Para comprender correctamente el movimiento y las fuerzas que acttan sobre la esfera, es
conveniente dibujar el diagrama de cuerpo libre con base en sus proyecciones horizontal y
frontal, tal como se muestra en seguida:

Proyeccién
horizontal

Proyeccion
frontal

Conviene hacer énfasis en que el movimiento de la esfera es circular y ocurre en el plano horizontal,
que corresponde a la base del cono y en el que los ejes de referencia son tangente-normal.
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Las fuerzas que acttan sobre la esfera se pueden visualizar en la proyeccion frontal, en el que
los ejes de referencia son normal-binormal. En esta proyeccion, el eje tangente estaria apuntando
hacia dentro del plano. Si dicho eje se ilustrara con una flecha, se veria su cola.

Para la representacion vectorial de las fuerzas que actian sobre la esfera, la primera componente es
la tangente, la segunda la normal y la tercera componente la binormal. Los vectores son:
W={0,0,-W}
T=T{0, %, I}
Se aplica la segunda ley de Newton:
W+T=m{ar, ay, 0}
Aqui conviene hacer notar que el movimiento es horizontal, por lo que no existe movimiento en el eje
binormal. Debido a ello, la aceleracién binormal de la esfera es cero.
Sustituyendo los valores conocidos:

3. 4.q_ 25
{0: O, '25} + {Oa g T; g T} T 981 {aT: an, O}
{0, g T, g T - 2.5}=0.2548 {a7, ay, O}

De la expresion anterior, se pueden obtener tres ecuaciones escalares:
0=0.2548ar
2 7=0.2548 ay

21-25=0
5
a) latensionen lacuerda

De la tercera ecuacién, simplemente se despeja la magnitud de la tension en la cuerda:
4 +_
A T=25
2.5(5)

T=20)
4

T=3.125N

La magnitud de la tension en la cuerda es:
T=3.125N.
b) larapidez que debe tener la esfera

La rapidez de la esfera se puede obtener a partir de la segunda ecuacion:
2 7=0.2548 ay
Dado que la aceleracion normal es:

2

Vv
ay==
N~"p
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Para obtener el radio de la trayectoria, R, se analiza la proyeccion frontal del diagrama anterior:

El radio de la trayectoria se puede obtener con base en la longitud de la cuerda, L, y el teorema de la

proporcionalidad de los lados homélogos de triangulos semejantes:
R

L

R==1L

glw nilw

Por tanto:
=3
R= - (0.8)
R=0.48 m

Se sustituye el valor obtenido en el de la aceleracién normal:
-
IN= 048
Y esta expresion, a su vez, se sustituye en la ecuacion de movimiento, componente normal:
3 +_ v2
- 1=0.2548 —

g (3.125) = 0.5309 v2
0.5309 v* = 1.875

De donde se despeja la rapidez:

V2= 1.875
0.5319

v= 143532

v=1.879 ”f

La rapidez que debe tener la esfera es:
v=1.879 %
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
W = 2.5}
L=0.8;
g =) 9.81;
W
ms= -
g

Representacion vectorial de las fuerzas que actan sobre la esfera:

VW = {0, 8, - W}
3 4
vT=T{0, -, —}
5 5

Ecuaciones de movimiento con base en la segunda ley de Newton:

ecl = viW+ vT == m {aT, aN, 0}
respl = Solve[ecl]

a) latensionen lacuerda
Tsol =T /. respl[1]
b) larapidez que debe tener la esfera

aNsol = aN /. respl[1]

R 3
ec2 = — = —
L 5

resp2 = Solve[ec2]

Rsol =R /. resp2[1]
2

aN =

Rsol
ec3 = aN == aNsol
resp3 = Solve[ec3]
vSol = v /. resp3[2]
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Ejercicio 26

Se tiene un cuerpo formado por barras rugosas en forma de “Y” y dos collarines de 4 N de peso cada
uno, colocados en sus brazos simétricos, tal como se muestra en la figura.

Si el cuerpo puede girar en torno a su eje vertical AB, determine la distancia d, medida desde
el punto A, a la que se ubicarian los collarines, si la rapidez angular del cuerpo es w=5 %’ y estan
a punto de subir, y el coeficiente de friccion entre los collarines y las barras es s =0.2.

Considere que el tamano de los collarines es despreciable.

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre de uno de los collarines.

Para comprender la geometria del movimiento de los collarines, que tienen trayectorias circulares en
un plano horizontal, se dibujan sus proyecciones.

Proyeccion
horizontal

Proyeccion
frontal

Con base en el triangulo de pendiente de las barras del cuerpo, se puede calcular su hipotenusa:
Ax=15
Ay=8
hip = 4/ AX? + Ay?
hip = «/152 + 82
hip= 4225 + 64
hip = /289

hip=17
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En el diagrama anterior, se puede verificar que la fuerza de friccion es hacia abajo debido a que
se considera que los collarines estan a punto de subir.

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el collarin, considerando que
la primera componente es la tangencial, la segunda la normaly la tercera la binormal, es:

W-{O 0, W}
{0’ 17’ 17
=Fr{o, 2, -2}

17 17

Se obtiene la ecuacion de movimiento con base en la segunda ley de Newton:
W+N+Fr=m{ar, ay, 0}

La aceleracion binormal es nula ya que el movimiento circular de los collarines es horizontal,

es decir, en el plano tangente normal

{O O 4}+{0; 17 1 17 N}+{0 r, —— Fr}_ ﬁ {aT7 an, 0}

{0, 2 - N+5 Fr, 1—7 N-= Fr - 4} = 0.4077 {ar, ay, 0}
De la ecuacion anterlor se obtienen tres expresiones escalares:
0=0.4077 ar
8 15
T N+ It Fr=0.4077 ay

EN-2Fr-4=0
17 17

Con base en el enunciado del problema, dado que los collarines estan a punto de subir,
la magnitud de la fuerza de friccion es la estatica limite, por consiguiente:

Fr=ps N

Fr=0.2N
Se sustituye esta expresion en la tercera ecuacién anterior:

Ly-L2n-4=0

17
0.8824 N-0.0941N=4

0.7882N =4
_ 4
0.7882
N=5.075N

Con base en el valor de la magnitud de la fuerza normaly la ecuacién de la aceleracién normal:
N+ Fr—040770N

(5 075) +22(0.2) (5.075) = 0.4077 ay

2.388 + 0.8955 =0.4077 ay
0.4077 ay=3.284

_ 3284
aN = S0

_ m
ay=8.053 1

Dado que la aceleracion normal del collarin esta en funcién de su rapidez:

aN_E

La rapidez del collarin se puede calcular con base en su rapidez angular w:
V=R w
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Por consiguiente:

— (Rw)’
ay R
ay=R UJ2

El radio de la trayectoria se puede determinar en funcién de d y con base en el teorema de
proporcionalidad de los lados homdlogos de triangulos semejantes, con base en la proyeccion frontal
anterior:

Se puede observar que:

R_15

d 17
15

R=24
17

Sustituyendo la expresion anteriory la rapidez angular w=5 %’ en la aceleracion normal:
_15 2
8.053= 1 d (5)
15 _
= (25)d=8.053

22.06 d =8.053
_ 8.053

~ 22,06
d=0.3651m

La distancia d a la que se ubicarian los collarines con respecto al punto A es:
d=0.3651 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W=4;
g=9.81;
w=75;
us =90.2;
AXx = 15;
Ay = 8;
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Representacion vectorial de las fuerzas que acttan en el collarin:

hip = 4/ax? + ay?

Vi = {0, 0, -W}

Ay  AX
VN=N{0, Ep, E)}
VFr = Fr{e, hA_i):J’ —hA—ji}

Ecuacién de movimiento con base en la segunda ley de Newton:

W
ecl = VW + vN + vFr == — {aT, aN, 0}
g

Fr = usN

respl = Solve[ecl, {aT, aN, N}]
aNsol = aN /. respl[1]

Nsol = N /. respl[1]

Calculo del radio de la trayectoria en funcién de d:

R 15
ec2 = — = —
d 17

resp2 = Solve[ec2, R]
Rsol =R /. resp2[1]

Obtencién de la distancia d:

2

\%
aN = —
R
V=Row

ec3 = aNsol == aN /. R » Rsol
resp3 = Solve[ec3]
dSol =d /. resp3[1]
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Ejercicio 27

Un pequefio cuerpo de 0.5 kg se encuentra en reposo en la parte superior de una superficie
cilindrica lisa, como se puede observar en la figura 2. Al empujarlo ligeramente hacia la izquierda de
su posicion de equilibrio, el cuerpo empieza a bajar.

Determine la posicion angular 6, en la que dicha particula se despega de la superficie circular
mencionada, para la cual la fuerza normal es nula. Conviene emplear la expresion de la aceleracion
tangencial a7 = @R, donde la aceleracién angular a= w ‘;—‘;’.

T

I
Figura 2 Cuerpo sobre la parte superior de una superficie cilindrica.

Para resolver el problema, primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre del cuerpo: en una
posicion intermedia de su movimiento:

v/ . e
4
La representacion vectorial de las fuerzas aplicadas al cuerpo, en la cual la primera componente
es la tangencial y la segunda la componente normal es:
N={0,-N}
W =m g{Sin [6], Cos[6]}
W=0.5(9.81) {Sin [6], Cos[6]}
W ={4.905 Sin [6], 4.905 Cos[6]}
Por consiguiente, luego de aplicar la segunda ley de Newotn, la ecuaciéon de movimiento queda:
N+W=m/{ar, ay}
{0, -N} +{4.905 Sin [8], 4.905 Cos[6]} = 0.5 {ar, an}
De la ecuacion anterior se establecen las siguientes expresiones escalares:
4.905 Sin [6] =0.5 ar (1)
4.905Cos[B]-N=0.5ay (2)
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De 1 se despeja la aceleracion tangencial:
0.5a7=4.905Sin [6]
ar =222 Sin 6]
ar=9.81Sin [6]

Dado que:
ar=Ra
a=w %’
R w <% =9.81Sin [6]
de
Rwdw=9.81Sin[6]d 6
Se integran ambos miembros, considerando que las condiciones iniciales son, para 6, =0, wy = 0:
[{Rwdw=[;9.81Sin[6]d 6
% Rw’],=-9.81Cos[6]]g
2 0.8 w?-2 0.8(0)* =-9.81 Cos [6] - {-9.81 Cos [0]}

0.4 w?=-9.81 Cos [6] - [-9.81 (1)]
0.4 w?=-9.81 Cos [A] +9.81

2_ 981 981
W= Cos [6]

w? =24.53 - 24.53 Cos [6] (3)
Como la aceleracién normal es:

ay=~—
ay =R w?

Entonces:
ay=0.8{24.53-24.53 Cos [A]}

ay=19.62 - 19.62 Cos [6] (4)

Se sustituye 4 en 2:

4,905 Cos [6] -N=0.5{19.62-19.62 Cos [6]}

4,905 Cos [6]-N=9.81-9.81 Cos [6]

4,905Cos[0]-N-9.81+9.81Cos[6]=0

1472 Cos[6]-N-9.81=0
Como se desea determinar el angulo 6 para el cual el bloque se despega de la rampa circular
y para esta situacion la normal vale cero:

14.72 Cos [6¢]-0-9.81=0

14.72 Cos [6¢] =9.81

9.81

Cos [Gf] = 1412

Cos [6f] = 0.6667
Se aplica la funcién inversa del coseno, Cos [ ], que es el arco coseno, ArcCos [ ], aambos miembros:
ArcCos {Cos [6f]} = ArcCos [0.6667]
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De donde:
6 =48.19°

Posicion angular 6; en la que la particula se despega de la superficie circular:
O = 48.19°.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=0.5;
g=9.81;
60 = 0;
wd = 0;
R=0.8;

Representacion vectorial de las fuerzas que actian en el collarin:

VN = {0, -N}
VW =mg {Sin[6], Cos[6]}

Ecuacién de movimiento con base en la segunda ley de Newton:

ecl = vN+VW==m {aT, aN}
respl = Solve[ecl, {aT, aN}]
aTsol = aT /. respl[1]

aNsol = aN /. respl[1]

Obtencién de la rapidez angular w:

ec2 = JWRwdlw == faTsol de
w0 60

resp2 = Solve[ec2, w]
wSol = w /. resp2[[2]

Obtencidon del angulo 6:

aNf = R wSol?

ec3 = (aNsol /. N - 9) == aNf
resp3 = FindRoot [ec3, {6, 1}]
ef =6 /. resp3

of
ofDeg = —
o
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Ejercicio 28

El blogue de la figura que tiene una masa de 0.4 kg, se movera describiendo una trayectoria
alojada en un plano vertical, después de soltarla sobre la superficie rugosa mostrada.

R1.25m

Si se le suelta cuando 8=15° desde el reposo, y la magnitud de la fuerza de friccidn cinética,
siempre tangente a la trayectoria, esta dada por la expresion Fr=0.25 W Cos [6], donde Fr esta
en Ny W es el peso de la particula, determine la posicion angular en la que dicha particula

se despega de la superficie circular mencionada, para la cual la fuerza normal es nula.

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del bloque en una posicion intermedia de
su movimiento:

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan, considerando que la primera componente
es la tangente y la segunda la normal, es la siguiente:

Fr={-Fr, 0}

N=1{0,-N}

W =W {Sin [6], Cos [6]}

W=0.4(9.81) {Sin [6], Cos [6]}

w=3.924{Sin [0], Cos [6]}

W =1{3.924 Sin [8], 3.924 Cos [6]}

Se establece la ecuacion de movimiento del bloque con base en la segunda ley de Newton:
Fr+N+W=m/{ar, ay}
{-Fr, 0} +{0, -N} + {3.924 Sin [6], 3.924 Cos [6]} = 0.4 {at, ay}

De la ecuacion anterior se establecen las siguientes expresiones escalares:
3.924Sin [6]-Fr=0.4 ar (1)
3.924Cos[6]-N=0.4ay (2)
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Dado que la magnitud de la fuerza de friccion es:
Fr=0.25W Cos [6]

la primera expresion queda:
3.924 Sin [6] - 0.25 (3.924) Cos [A] = 0.4 a7
0.4 a7 =3.924 Sin [6] - 0.981 Cos [6]

De donde:

= 3.924 _ o981
ar==, Sin [6] oa Cos [6]

ay=9.81Sin [6] - 2.453 Cos [O]
Dado que:
ar=Ra
a=wi®
deé
R w22 =9.81Sin [] - 2.453 Cos [6]
Rwdw={9.81Sin[6]-2.453 Cos [6]}d 6
Se integran ambos miembros, considerando que las condiciones iniciales son, para 8, = 15°, wy = 0:
JJRwdw= ffs°{9.81 Sin[6] - 2.453 Cos[O]}d 6
> Rw?]¢ ={-9.81 Cos[6] - 2.453 Sin [6]}] &
% 1.25 w? - g R (0)2=-9.81 Cos [6] - 2.453 Sin [6] - {-9.81 Cos [15°] - 2.453 Sin [15°]}

0.625 w? =-9.81 Cos [6] - 2.453 Sin [6] - [-9.81 (0.9659) - 2.453 (0.2588)]
0.625 w? =-9.81 Cos [6] - 2.453 Sin [6] - (-9.478 - 0.6348)
0.625 w? =-9.81 Cos [6] - 2.453 Sin [6] + 10.11

2 _ 1011 981 2453
W= 0625 0625 Cos (€] 0.625 Sin [6]

w?=16.18 - 15.70 Cos [8] - 3.924 Sin [6] (3)
Por otra parte, dado que la aceleracién normal es:

an==
ay =R w?

Entonces, para este problema:
ay=1.25{16.18-15.70 Cos [6] - 3.924 Sin [6]}

ay =20.23-19.62 Cos [6] - 4.905 Sin [6] (4)

Se sustituye 4 en 2:
3.924 Cos [6] - N=0.4{20.23 - 19.62 Cos [6] - 4.905 Sin [6]}
Como se desea determinar el angulo 6, para el cual el bloque se despega de la rampa circular
y para esta situacion la normal vale cero:
3.924 Cos [64] - 0=8.088 - 7.848 Cos [6,] - 1.962 Sin [6,]}
3.924 Cos [B,] + 7.848 Cos [B,] + 1.962 Sin [6,] = 8.088
11.77 Cos [6,] + 1.962 Sin [64] = 8.088 (5)

Con base en laidentidad:
Sin?[64] + Cos? [6,]=1
Cos?[6,4]=1-Sin?[6,]

Cos [64] = \/1 - Sin?[6,] (6)
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Por consiguiente, se sustituye 6 en 5:

11.77 y1-Sin? [6] +1.962 Sin [64] = 8.088
11.77 4/1 - Sin?[6,] =8.088 - 1.962 Sin [6,]

Se elevan al cuadrado ambos miembros:

[10.77 \1-sin’[6,] ] = {8.088 - 1.962Sin [6,])"
11.77% (1 - Sin*[64]) = 8.088% - 2 (8.088) (1.962) Sin [64] + 1.962% Sin? [6]
138.5(1 - Sin®[6,]) =65.42 - 31.74 Sin [64] + 3.849 Sin* [6,]
138.5 - 138.5Sin?[6] - 65.42 + 31.74 Sin [6,] - 3.849 Sin? [64] =0
-142.4 Sin% [6,4] + 31.74 Sin [B4] + 73.08 =0
Se normaliza la ecuacién cuadratica, es decir, se dividen ambos miembros por (-142.4):

“1424 o 2 3174 o 7308 _ 0
Bt el + 200 - 2
(-142.4) Sin” [0] (-142.4) Sin [64] (-142.4)  (-142.4)

Sin?[64] - 0.2229 Sin [6,] - 0.5132=0
Se aplica la formula simplificada del “chicharronero”:

__b b\?
Xl,z——a + (E) -C

Sin 0], o = -2 & \(LZ2) 4 05132

Sin[64];,=0.1114 % 4/(0.1114)? + 0.5132
Sin [64],, =0.1114 + 4/0.01242 + 0.5132

Sin[64];,=0.1114 % VO.5256
Se considera Unicamente la raiz positiva:
Sin [84]=0.1114 +0.7250
Sin [64] = 0.8364
Se aplica la funcidn ArcSin a ambos miembros:
ArcSin {Sin [6,]} = ArcSin [0.8364]
6, =56.76°

La posicidn angular en la que el bloque se despega de la superficie circular es:
6, =56.76°.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=90.4;
g =9.81;
R =1.25;
60 =15 °;
wO = 0;
W=mg
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Representacion vectorial de las fuerzas que acttan en el collarin:

VFr = {-Fr, 0}
VN = {0, -N}
VW = W {Sin[e6], Cos[©]}

Ecuacion de movimiento con base en la segunda ley de Newton:

ecl = vVFr + vN + VW == m {aT, aN}
Fr = 0.25WCos [6]

respl = Solve[ecl, {aT, aN}]
aTsol = aT /. respl[1]

aNsol = aN /. respl[1]

Obtencion de la rapidez angular w:

ec2 = Jvadlw = faTsol de
w0 60

resp2 = Solve[ec2, w]
wSol = w /. resp2[2]

Obtencién del angulo 6,:

aNd = R wSol?

ec3 = (aNsol /. N- @) == aNd
resp3 = FindRoot [ec3, {6, 1}]
ed =6 /. resp3

ed
edDeg = —
o
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Ejercicio 29

La pista de una de las carreras de autos mas famosa del mundo, la Indy 500, esta compuesta por
cuatro curvas de ;11 mi cada una, dos rectas largas de g mi, y dos rectas cortas de é mi, de manera
que conforman un évalo rectangular casi perfecto con una longitud de 2 % mi.

Se sabe que las curvas tienen un angulo de peralte maximo de 9° 12’, tal como se muestra en
la figura.

Considerando que este angulo fuera constante y que el auto tiene una masa de 800 kg, determine el
coeficiente de friccion estatica minima, s, que debe tener la pista con las ruedas de los autos,
si se sabe que la rapidez maxima que pueden alcanzar los autos en ellas es de 180 mph.

Dado que el valor del angulo de peralte maximo se proporciona en grados y minutos, para
simplificar los calculos conviene expresarlos en grados y décimas de grado.
Para esto, simplemente los minutos se dividen por 60 y se suman a los grados:
9°12=(9 + 2)°
9°12’=(9+0.2)°
9°12’=9.2°
Para resolver este problema, es necesario dibujar diagrama de cuerpo libre del auto visto de frente,
cuando se encuentra en la parte peraltada de la curva.
Suponiendo que el auto se mueve con rapidez constante, su diagrama de cuerpo libre es
el siguiente:

9.2°

En el diagrama anterior es importante hacer notar que la curva es horizontal, por lo que el centro de
curvatura se encuentra a la derecha sobre el mismo plano horizontal y los ejes tangente

y normal estan contenidos en este plano, de donde el eje normal es horizontal hacia la derecha.

El eje tangente es hacia delante, que en el diagrama anterior “sale” fuera de la hoja hacia delante, por
lo que el eje perpendicular al eje normal es el binormal.

Ademas, dada la gran rapidez con la que el auto toma la curva, la aceleraciéon normal es

sumamente grande por lo que el auto tiende a “salirse” hacia afuera. Por esta razén, la fuerza

de friccion es la Unica que evita que el auto se deslice hacia afuera, por lo cual su sentido es hacia
dentro de la curva.

En este caso, las componentes de los vectores que representan las fuerzas tienen como primera
componente la tangencial, como segunda la normal y como tercera componente la binormal.
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La representacion vectorial de las fuerzas que acttan en el auto es, entonces:
W={0,0,-mg}
W=1{0,0,-800 (9.81)}
W=1{0,0,-7848}

Fr{0, Cos [9.2°], -Sin [9.2°]}

{0,0.9871 Fr,-0.1599 Fr}
N=N{0, Sin[9.2°], Cos [9.2°]}
N=1{0,0.1599 N, 0.9871 N}

La ecuacion vectorial de movimento, con base en la segunda ley de Newton, es la siguiente:
W+Fr+N=m{ar, ay, ag}
{0,0,-7848} +{0,0.9871 Fr,-0.1599 Fr} + {0, 0.1599 N, 0.9871 N} = 800 {ar, ay, ag}
{0,0.9871 Fr+0.1599 N, 0.9871 N - 7848 - 0.1599 Fr} = 800 {ar, ay, 0}

De la ecuacion anterior se pueden establecer las siguientes expresiones escalares:
0=800ar
0.9871 Fr+0.1599 N =800 ay
0.9871N-7848-0.1599Fr=0

Fr=
Fr=

De la primera ecuacion se obtiene:
ar=0
lo cual es consistente con el hecho de considerar que la rapidez del auto es constante. Conviene

recordar que la aceleracidn tangencial se puede definir como:
= dv
dt

Dado que se desea obtener el coeficiente de friccion estatica minima para el cual el auto
permanezca en la curva, se requiere considerar la fuerza de friccidon como la limite o maxima:

ar

Fr=ps N

Se sustituye la expresion anterior en la ecuacion de la componente normal:
0.9871 g N +0.1599 N = m ay
0.9871 g N +0.1599 N = 800 ay

Dado que la aceleracion normal es:

VZ

ay=—
R

Y la rapidez constante a la que se pretende que el auto pueda tomar la pista es:

v =180 mph

_ mi _ 16093m _ _1h

V=180 57 x =0 % 35005

v=80.47 %
El radio de la curva puede obtenerse con base en que su longitud es de :11 mi, es decir:

$=0.25 mij x 2223m

1mi

$=402.3m
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Dado que cada curva es un cuarto de circunferencia, es decir, esta subtendido por un angulo
de 90°, equivalente a LZT rad:

s=R6O

Por tanto, la aceleracion normal es:

(80.47)%
256.1

_ 6475
ON = 3561

ay=25.28 :—;
De donde:
0.9871 g N +0.1599 N = 800 (25.28)
0.9871 pg N +0.1599 N = 20,224 (1)

Luego, se sustituye la magnitud de la fuerza de friccion en la ecuacion de la componente binormal:
0.9871N-7848-0.1599Fr=0
0.9871 N - 7848 - 0.1599 g N = 0
0.9871 N-0.1599 us N=7848 (2)

Para resolver el sistema de ecuaciones formado por las expresiones 1y 2, se multiplica la primera
ecuacién por 0.1599, la segunda ecuacién por 0.9871y se suman miembro a miembro:
0.9871 (0.1599) ps N +0.1599 (0.1599) N = 20,224 (0.1599) 3)
0.9871 (0.9871) N-0.1599 (0.9871) us N = 7848 (0.9871) (4)
0.1578 us N +0.02556 N = 3233
-0.1578 us N+ 0.9744 N =T747 +

N =10,980 (5)

Finalmente, se sutituye 5 en 2:
0.9871 (10,980) - 0.1599 p; (10,980) = 7848
1756 us=10,839 - 7848

1756 pg = 2991
_ 2991

S 1756
s =1.704

El coeficiente de friccidn estatica minima que debe tener la pista de manera que
el auto puede recorrer una curva con un angulo de peralte de 9.2° a
180 mph es:

Us = 1.704.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

edeg = 9;
emin = 12;
sxmin = 60;
m = 800;
g =9.81;

1
Smi = -3
4

mxmi = 1609.344;
vmph = 180;

sxh = 3600;

It
ec=—;
2

Calculo del angulo en grados y décimas:

emin
6 = [6deg+ ] °

sxmin

Representacion vectorial de las fuerzas que actan en el auto:

vi = {0, 8, -mg}
vFr = Fr {0, Cos[6], -Sin[6]}
VN =N {9, Sin[e], Cos[©6]}

Ecuacion de movimiento con base en la segunda ley de Newton:

Fr = usN
ecl = VW + vFr + vN == m {aT, aN, 0}

Calculo de la rapidez del auto y el radio de la curva:

mxmi
v = vmph

sxh
ec2 = smimxmi == Réc
resp2 = Solve[ec2]
Rsol =R /. resp2[1]
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Ejercicio 30

Un bloque de 0.5 kg inicia su movimiento descendente en el punto A sobre un plano inclinado rugoso
con py, =0.25. Al llegar al punto B contindia su movimiento sobre una trayectoria circular lisa con

el radio dado.

Calcule:

a) las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal justo después de pasar por el punto B;
b) larapidezen el puntoD;y

c) lafuerza normal en dicha posicion.

a) las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal justo después de pasar por el
punto B

Primero, se obtiene la rapidez del bloque justo en el punto B.
Dado que el diagrama de cuerpo libre del bloque durante su movimiento sobre el plano
inclinado es el siguiente:
W K3
4

5
el ><y
4
Fr 3
Nrm
La representacion vectorial de las fuerzas que acttian sobre el bloque es:
Fr={-Fr, 0}
N={0, Nrm}
W=mef:, -4
Con base en la segunda ley de Newton:
Fr+N+W=m{a,, 0}
{-Fr, 0} + {0, Nrm} + {g mg, —g mg}=m/{a,, 0}
{Emg—Fr, Nrm—gmg}:m{ax, 0}
de donde se obtienen dos expresiones escalares:
g mg-Fr=majy

maxzémg—Fr

Nrm—gmg=0

Nrm=0.8mg
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Entonces:
Fr=p, Nrm
Fr=(0.25) (0.8) mg
Fr=02mg
Luego de sustituir este ultimo valor en la expresion de la aceleracion se obtiene:
mang mg-02mg
de donde:
a,=06g-02g
a,=04¢g
a,=(0.4) (9.81)
ay=3.924 3
Seiguala la aceleracion a su definicion en funcion de la posicion:

d vy
dx

vy 5% =3.924
vy dv,=3.924dx
Dado que las condiciones iniciales son, para x4 =0, vys = 0:
o Vxdvy = [£3.924 dx
vi ]y =3.924x];
v2- g (02 =3.924 x - 3.924 (0)
vZ=3.924x
(2) (3.924) x
v, = \7.848x
Paraxg=1:
Vg = V(7.848) (1)
Vxg =2.801 7

aX= VX

NIRNIFNI=

< N
1

<

Conocida la rapidez del bloque en el punto B, dado que dicho valor es el mismo cuando inicia
la trayectoria circular, es posible calcular su aceleracion normal:

ayg = 5.232 ;—’2’

Para obtener la aceleracion tangencial del bloque justo cuando inicia su trayectoria circular, se traza
el diagrama de cuerpo libre en dicho punto:
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Cuando el bloque se encuentra en la trayectoria circular, la fuerza de friccion ya no actia debido a
que dicha superficie es lisa.

Al aplicar en esta posicion la segunda ley de Newton, se tiene que:

N+W=m{ars, ans}
Debido a que la representacion vectorial en el punto B de las fuerzas que actian en el bloque,
considerando que la primera componente es la tangencial y la segunda la normal, resulta ser la
misma que la que tiene en el plano inclinado:

{0, Nrm} + {g mg, ‘g mg}=m{arg, ang}

{2mg, Nrm - £ mg}=m {ars, ane}
De donde:

§ mg=marg

ars = é g

arg = 5.8863—’2

Las aceleraciones tangencial y normal del bloque en el punto B son:
arg = 5.886 g, Y dng = 5.232 s—n;'

b) larapidezenelpuntoD

Para calcular la rapidez del bloque en el punto D, es necesario trazar su diagrama de cuerpo libre en
una posicion intermedia de su movimiento sobre la trayectoria circular:

0

N
.
GW/X/
4

Nrm

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan en el bloque, es:
N=1{0, Nrm}
W=mg{-Sin [6],-Cos [8]}
W =1(0.5) (9.81) {-Sin [6], -Cos [6]}
W ={-4.905 Sin [6], -4.905 Cos [O]}

Se aplica la segunda ley de Newton:
N+W=m{ar, ay}
{0, Nrm} +{-4.905 Sin [8], -4.905 Cos [6]} = 0.5 {ar, ay}
{-4.905 Sin [6], Nrm - 4,905 Cos [6]} = 0.5 {at, apn}
De donde se obtiene la expresion:
-4.905 Sin [6] =0.5 a7
0.5 a7 =-4.905 Sin [0]
Dado que la aceleracién tangencial es:
ar=aR
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Y asuvez:
_ dw
a=w—
de
ar= Rw %}
Por consiguiente:
(0.5) (1.5) w =2 = -4.905 Sin [6]
0.75wd w=-4.905Sin [6]d 6
Las condiciones iniciales son, para 8z = -ArcSin [g], Vyg = 2.801 %:
65 =-36.87°
a partir de la rapidez lineal en B se puede calcular la rapidez angular en el mismo punto:

Vyg = Wp R
wWp R= VB
—_ B

W = =

B™ R
_ 2.801
W= 5

ws =1.868 “"Td

Se integran ambos miembros de la expresion 1:
w _ 2] A
[ 4es 075 wdw=[° . -4.905Sin[6]d 6

0.75 =
8L (2 ]¥ e = 4905 Cos [6]] %5 47

0.375 w? - 0.375 (1.868)% = 4.905 Cos [8] - 4.905 Cos [-36.87°]
0.375 w? - 0.375 (3.488) = 4.905 Cos [6] - (4.905) (0.8)
0.375 w? - 1.308 = 4.905 Cos [6] - 3.924

0.375 w? =4.905 Cos [6] - 3.924 + 1.308

2 _ 4.905 _ 2616
0.375 Cos [9] 0.375

w?=13..08 Cos [6] - 6.976

Entonces, para 6y =45°:
w? =13.08 Cos [45°] - 6.976
w5 =13.08 (0.7071) - 6.976
w?=9.249-6.976
w?=2.273
wp= 2273

wp =1.508 %d

Por tanto, la rapidez lineal en D es:
Vp=wpR
vp =(1.508) (1.5)
vp=2.261 %

La rapidez en el punto D es:
vp=2.2611.



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Cinética curviiinea particula.nb | 61

c) lafuerzanormal en dicha posicion

Para el calculo de la fuerza normal en D, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del bloque en dicha
posicion:

W/
45° 4
D
Nrm

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el bloque es:
N={0, Nrmp}
W =m g{-Sin [45°], -Cos [45°]}
W =4.905{-0.7071,-0.7071}
W =1{-3.468, -3.468} N

Por consiguiente, al aplicar la segunda ley de Newton, se obtiene:
N+W=0.5{arp, anp}
{0, Nrmp} +{-3.468, -3.468} ={0.5 atp, 0.5 aynp}
{-3.468, Nrmp - 3.468} = {0.5 ap, 0.5 anp}

De donde:
Nrmp - 3.468 = 0.5 anp
Nrmp =0.5 ayp + 3.468 (2)
Dado que:
anp = wp R
anp = (2.273) (1.5)
anp = 3.410 :—Z
Luego de sustituir este valor en la expresion 2:
Nrmp = (0.5) (3.410) + 3.468
Nrmp=1.705 + 3.468
Nrmp=5.173 N

La fuerza normal en el punto D es:
Nrmp=5.173 N.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=0.5;
g=19.81;
uk = 0.25;
XA = 0;
VXA = 0;
xB = 1;
R=1.5;
eD =45 °;
W=mg

a) las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal justo después de pasar por el
punto B

Representacion vectorial de las fuerzas aplicadas a bloque en el plano inclinado:

VN = {0, Nrm}
3 4
VW=W{E,—;}

VFr = {-Fr, 0}
Aplicacion de la segunda ley de Newton y obtencidon de la aceleracion del bloque:

ecl = VN + VW + VFr == m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, Nrm}]
axSol = ax /. respl[1]

Nsol = Nrm /. respl[1]

Fr = uk Nsol

Obtencidn de la rapidez del bloque en el punto B:

d vx
ec2 = axX == VX ——
d x

X X
ec3 = Jw vx dvx == j axSol dx
VXA XA

resp3 = Solve[ec3, vx]
vxSol = vx /. resp3[2]
vxB = vxSol /. x » xB
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Calculo de las aceleraciones tangencial y normal en B:

vxB?
aNBsol =

R
ec4 = VN + VW == m {aTB, aNB}
resp4 = Solve[ec4, {aTB, aNB}]
aTBsol = aTB /. resp4[1]

b) larapidezen el puntoD
Representacion vectorial de las fuerzas aplicadas a bloque en la trayectoria circular:

vN = {0, Nrm}
VW =W {-Sin[6], -Cos[©6]}

Aplicacion de la segunda ley de Newton y obtencion de las aceleraciones tangencial y normal:

ec5 = VN + VW ==m {aT, aN}
resp5 = Solve[ec5, {aT, aN}]
aTsol = aT /. resp5[1]

aNsol = aN /. resp5[1]

Condiciones iniciales del movimiento en la trayectoria circular:

3
OB = -Ar‘cSin[—]
5
vxB
wB = —
R

Calculo de la funcion de rapidez del bloque en la trayectoria circular:

dow
ec6 = Rw — == aTsol
de

ec7 = JWRwdla) == faTsol de
wB (]:]

resp7 = Solve[ec7, w]
wSol = w /. resp7[2]

Obtencion de la rapidez lineal del bloque en el punto D

wD = wSol /. 6 » 6D
vD = wDR
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c) lafuerza normal en dicha posicion
Representacion vectorial de las fuerzas aplicadas a bloque en D:

VND = {@, NrmD}
VW = W {-Sin[eD], -Cos[eD]}

Aplicacion de la segunda ley de Newton y obtencidon de la aceleracion normal en D:

ec8 = VND + VW == m {aTD, aND}
resp8 = Solve[ec8, {aTD, aND}]
aNDsol = aND /. resp8[1]

ec9 = aNDsol == wD?R

resp9 = Solve[ec9]

NrmDsol = NrmD /. resp9[1]
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