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Ejercicio 41

Deduzca, a partir de la segunda ley de Newton, la expresion para obtener la diferencial de trabajo que
desarrolla una fuerza, asi como la ecuacion del trabajo y la energia.

Posteriormente, obtenga las expresiones para determinar el trabajo generado por las siguientes
fuerzas, de una posicion 1 a otra posicion 2:

a) fuerzaconstante

b) fuerza de friccidon cinética

c) fuerzanormal

d) peso

e) fuerzarestauradora lineal, generada por un resorte ideal.

Deduccion de la expresion para obtener la diferencial de trabajo que desarrolla una fuerza

A partir de la segunda ley de Newton:
F=ma
Se posmultiplica escalarmente a ambos miembros el vector dr:
F-dr=ma-dr
Considerando que la aceleracién tiene componentes tangencial y normal, y que el vector dr es:
dr ={ds, 0}
F-dr=m/{ar, ay}{ds, 0}
F-dr=mards
Por otro lado, la aceleracion tangencial es igual a:
ar=v
Se obtiene que:
Fdr=mv %S’ ds

F-dr=mvdv

Se define como diferencial del trabajo, dU, desarrollado por la fuerza F a:
du=F-dr

Entonces, por definicidn, la diferencial del trabajo desarrollado por la fuerza F es:
du=mvdv

Ecuacion del trabajo y la energia
Si se integran ambos miembros de la Ultima expresion, de la posicion ry, para la cual la rapidez del
cuerpo en estudio es vy, a la posicion 1, en donde tiene una rapidez v;:

T2 a1y = (V2
—au J\:’l mv dv
E-l 21V,
Ul = > mv 172
El miembro izquierdo de la ecuacidn anterior puede escribirse como:
o F
U]E_Ula2
de manera que:
F -1 2 1 2
UlaZ_EmVZ'E mv;
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Esta ecuacion es conocida como la del trabajo y la energia, debido a que el término % m v2 se le define

como la energia cinética que tiene el cuerpo en estudio.
La ecuacion anterior se puede leer como sigue:
“El trabajo desarrollado por la fuerza resultante F de todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo,

de una posicidn 1 a otra posicién 2, Uf ,,, es igual al incremento de energia cinética que se produce
en dicho cuerpo”.

a) fuerza constante

Una fuerza constante es aquella que tanto su magnitud como su direccidn (sentido) no varian con
respecto al tiempo. Para este tipo de fuerzas, la trayectoria debe ser rectilinea.
En el siguiente dibujo se muestra un ejemplo de este tipo de fuerza.

0

S1

T

A partir de la definicion de diferencial de trabajo:
dU=F-dr
dU ={F Cos [6], F Sin [6]}-{ds, 0}
jfcﬂu=j5512F Cos [6] ds
Uf,, =F Cos [6]s]2
Uf,,=FCos[8](ss-5s1)

El trabajo que desarrolla una fuerza constante,de 1 a 2 es:
Uf,,=FCos [6] (s2-51).
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b) fuerza de friccion cinética
Dado que la fuerza de friccion cinética es siempre tangencial a la trayectoria, considerando que es en
contra del movimiento del cuerpo, tal como se muestra en el siguiente dibujo:
dr
e

S2
=

Dado que el angulo que forma con la trayectoria es de 180°, a partir de la expresion de la fuerza
constante, puede deducirse que:

Uf,,=FCos[8](ss-5s1)

Uf!, = magFr Cos [180°] (s; - s1)

UL, =magFr(-1) (s, - s1)

ULt =-magFr (s; - s1)

El trabajo que desarrolla la fuerza de friccion cinética,de 1 a 2 es:
Uit , =-magFr (s, -s1).
c¢) fuerzanormal

Por lo regular, la fuerza normal de un cuerpo sobre otro es perpendicular a la trayectoria.
Sq S2

® ¢ ©
S I S H I

Nrm
-

Bajo las condiciones mencionadas, el trabajo que desarrolla de un punto a otro es nulo.
Uf,,=FCos[8](ss-5s1)
U™ = magN Cos [90°] (s - S1)
Upg3 =magN (0) (s - s1)

Nrm —
U102 -

El trabajo que desarrolla la fuerza de normal, de 1 a 2, perpendicular a la

trayectoria, es:

Nrm —
UlaZ -V
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d) peso

La fuerza conocida como peso, producida por la atraccion gravitacional de la Tierra sobre el cuerpo,
es siempre vertical. Entonces, independientemente de la trayectoria, el trabajo de que desarrolla
el peso de una posicion 1 a otra posicion 2 puede deducirse a partir de la siguiente figura:

Y2

dr p
Y1 édy/__l,__,/’
P

N y
X
o

Entonces, el trabajo que desarrolla el peso, de la posicion 1 ala 2 es:

au=W-dr
dU ={0, -magW}-{dx, dy}
dU =-magW dy

2 _
[fau= J;/:—magw dy
Ulmfyz =-magWy ]ﬁ
UtY, =-magW (v, - y1)

El trabajo que desarrolla el peso,de 1 a 2, es:
woo_
Uiga =-magW(y,-y1).
e) fuerzarestauradora lineal (generada por un resorte ideal

Si se considera que un resorte ideal en posicion horizontal se fija en su extremo izquierdo, y a su lado
derecho se coloca un cuerpo y se comprime dicho resorte una distancia 6, tal como se muestra en
la figura siguiente:

Al punto natural de equilibrio del resorte se le designa con las siglas pne.

En el siguiente diagrama se ilustra la fuerza ejercida por el resorte, a la que se le denomina fuerza
restauradora lineal. Se puede verificar que, si el resorte esta comprimido hacia la izquierda, la fuerza
que ejerce es hacia la derecha. Dado que se considera que el eje de referencia es positivo hacia

la derecha, en este caso la posicion x del resorte es negativa, por lo que la magntud de la fuerza

del resorte es -k x, de manera que su valor sea positivo.
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De otra manera, si el segmento dirigido esta orientado a la derechay el valor de la fuerza fuera
negativo, implica que en realidad la fuerza actda hacia la izquierda.

Xq=-9 X,=0

K x QP C? oF

—] —

En este caso, la representacion vectorial de la fuerza ejercida por el resorte es:
Fie={-kx, 0}

La otra posibilidad es que el mismo resorte ideal en posicion horizontal, fijo en su extremo izquierdo
con el cuerpo también fijo al resorte del lado derecho, se le extiende una distancia 6, tal como se
muestra en la figura siguiente:

pne
X,=0 5 X4<0

Dado que la fuerza ejercida por el resorte es ahora hacia la izquierda, el cuerpo tendera a moverse
en dicho sentido, por lo que conviene que la referencia dr apunte también hacia la izquierda.
Bajo estas condiciones, el diagrama de cuerpo libre del cuerpo, incluyendo las posiciones de interés,

se muestra en seguida:

P oY

dr -k x
- —_—

Para este segundo caso, la representacion vectorial de la fuerza ejercida por el resorte resulta ser
la misma que el caso anterior:
F_k = {_kxy 0}
De donde, el trabajo que desarrolla la fuerza del resorte, de la posicion 1 a la posicion 2, considerando
que esta ultima es la posicion natural de equilibrio del resorte, es:
dU ={-kx, 0}-dT
du ={-kx, 0}-{dx, 0}
dU =-kx dx
2 _ X
[fau= L:— kx dx
_ 1
Ufaz -5 kx? ]2
_ 1 1
Ufar ==3 kX5 - (=5 kx3)
Kk _ 1 1
Ula2__§k02+§ k 62

Ufaz :_% kéz
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Esta expresion se puede generalizar, para una deformacion inicial del resorte x; = 6, y
una deformacion final x, = &,, para las cuales la expresion queda:

Ufor =3 k(83 - 63)
Finalmente, conviene mencionar que puede demostrarse que esta expresion es valida
independientemente de la trayectoria que tenga el cuerpo.

El trabajo que desarrolla la fuerza restauradora lineal es:
kK -1
U102“§ k(é%-éf).
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Ejercicio 42
Un cuerpo que pesa 20 N es lanzado sobre un plano horizontal por medio de un resorte cuya
constante de rigidez es k=500 %, tal como se muestra en la figura.

Si el coeficiente de friccion cinética entre las superficies en contacto es p=0.25, el resorte se deforma
una longitud d =0.30 my se suelta desde el reposo, determine la distancia recorrida por el cuerpo
medida a partir de la posicidn natural de equilibrio del resorte, pne.

Pls n=025
d
7 7,

Ante todo se dibuja el diagrama de cuerpo libre del cuerpo, mientras esta en contacto con el resorte:

lvv
_kx y
A Fr X

1Nrm

Dado que es posible determinar el trabajo que desarrollan todas las fuerzas que acttian sobre

el cuerpo, es conveniente aplicar el método del trabajo y la energia.

Para determinar la magnitud de la fuerza de friccion, se requiere aplicar la segunda ley de Newtony,
por consiguiente, se requiere obtener la representacion vectorial de las fuerzas que actian sobre

el cuerpo:
Fi={-kx, 0}
Fr={-Fr, 0}
N={0, Nrm}
W =1{o, -W}
W={0,-20} N

Entonces:

Fi+Fr+N+W=m{a,, 0}
{-k x, 0} + {-Fr, 0} + {0, Nrm} + {0, -20} = {m a,, 0}
{-kx - Fr,Nrm - 20} ={m a,, 0}

Se pueden establecer dos ecuaciones escalares:
-kx-Fr=ma,
Nrm-20=0
Nrm=20N
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Por tanto, la magnitud de la fuerza de friccion es:

Fr=pNrm

Fr=0.25 (20)

Fr=5N
Para facilitar la aplicacion del método del trabajo y la energia, se dibuja un diagrama en el que
se puedan visualizar facilmente los parametros cineméticos del movimiento del cuerpo:

pne
5,=d 8,=0
s, =-d s5,=0 s;=L
vi=0 v,=7 vy;=0
@ @ ®
d L

Dado que tanto el peso como la fuerza normal siempre son perpendiculares a la trayectoria,
el trabajo desarrollado por estas fuerzas es cero.
Por consiguiente, s6lo se requiere determinar el trabajo de la fuerza del resorte y el de la fuerza
de friccion:

Ufar=-5 k(63 - 67)

U, = -% (500) ((0)% - (0.30)?)

U ., = (-250) (~0.09)

Us,, =225

U5 =-Fr(s3-s1)

Ufp3=-5[L- (-d)]

U 3=-5(L+0.3)

Ul3=-5L-15
Entonces, la expresion del trabajo y la energia desde el punto 1 hasta el punto 3 queda:

k o102 1.9
Ulaa ¥ Ulgz =5 mvs--myj

Dado que tanto la rapidez inicial como la final son cero:
225-5L-1.5=0
5L=21
-2
L=3
L=42m
La distancia recorrida por el cuerpo medida desde la posicidn natural de

equilibrio del resorte es:
L=4.2m.
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Resolucion del problema con el empleo de funciones de Mathematica

Datos:
W= 20;
g=19.81;
k = 500;
u=0.25;
d=0.30;
W
m= —
g

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el cuerpo

VFk = {-k x, 0}
vFr = {-Fr, 0}
vN = {0, Nrm}
VW = {0, -W}

Aplicacion segunda ley de Newton y obtencidn de la magnitud de la fuerza de friccion

ecl = VFk + vFr + vN + VW == m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, Nrm}]
Nsol = Nrm /. respl[1]

Fr = uNsol

Pardmetros cinematicos

61 =d;
sl=-d;
vl = 0;
52 =0;
s2 =0;
s3=1L

v3 = 0;

Calculo del trabajo de las fuerzas del resorte y de friccion:

1
Ukla2 = -— k (522 - 612)
2

UFrla3 = -Fr (s3 -s1)



Cuaderno de ejercicios resueltos Cinemética Dindmica Trabajo y energia particula, parte 1.nb | 11




12 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Trabajo y energia particula, parte 1.nb

Ejercicio 43
Un bloque de 5 kg esta sujeto a un cable elastico y de masa despreciable con 5 m de longitud
libre, con una constante de rigidez de k=100 %, y se suelta desde el reposo a partir de la

posicion mostrada en la figura.

2m

Determine la tensién maxima que debe soportar el cable.

Ante todo, es necesario establecer los intervalos de movimiento para proceder a resolver

el problema.

El primer intervalo es desde el momento en que se suelta al bloque desde el reposo, hasta que

el cable elastico empieza a trabajar.

El segundo intervalo es desde el momento en que dicho cable inicia su accidn, hasta que el bloque
alcanza por primera vez su posicion mas baja, que es donde dicho cable debe soportar la tension
maxima.

Para resolver este problema con la aplicacion del método del trabajo y la energia, se requiere trazar
el diagrama de cuerpo libre del bloque, en cada uno de los intervalos mencionados.

Ademas, para facilitar el calculo del trabajo desarrollado por cada una de las fuerzas que acttian sobre
el bloque, conviene establecer los parametros de la posicion del bloque con respecto a un marco de
referenciay de la deformacion del cable elastico.

Asimismo, para determinar la energia cinética que tiene el bloque en las posiciones de interés,

se necesita conocer su rapidez.
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En la siguiente figura se muestran tanto los diagramas de cuerpo libre en cada uno de los intervalos
como el de los parametros cinematicos mencionados.

y1
W v,=7?
pner—@¥2=0
Fk 62=0
i
L v,=0
o,=d

3

En el diagrama anterior, la posicion inicial es la 1, aquélla en la que el cable elastico empieza a actuar
esla 2y laposicion en la que el bloque llega al punto mas bajo la 3.
Se establece que la referencia de la altura es el punto 2, por tanto:

¥2=0
Dado que el cable elastico tiene una longitud libre de 5 my el bloque se solt6é a 2 m medidos desde
el techo hacia abajo, la altura inicial en el punto 1 es:

y1=5-2

y1=3m

Con base en el método del trabajo y la energia se puede calcular la rapidez del bloque cuando alcanza
la posicidn natural de equilibrio del resorte, es decir, la posicion 2.
Dado que la unica fuerza que actta en el primer intervalo es el peso, el trabajo que desarrolla es:
Utaa=-W(y2-y1)
Por consiguiente:
uY,,=-5(9.81) (0-3)
Ul ,=-49.05(-3)
uY,,=147.2J
Con base en la expresion del trabajo y la energia:
uv,,=T, - T
UT’MZ% mv3 - % m v2
147.2=2 (5)v3 - 2 (5)(0)?

2.5V2=147.2

147.2
/2= 1412
2.5

vZ=58.86

v, = 4/ 58.86

v, =7.672 ”g
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Posteriormente, empleando el mismo método se puede calcular la posicion mas baja que alcanza
el bloque, con base en los valores del trabajo desarrollado por la fuerza del cable elastico y del peso,
tal como se muestra en seguida:

USes==3 k(63 - &3)

Ukq3==3 (100) [d* - (0)°]

Uk, 3= -50d2

Ugas=-W(ys-y2)

U 5=-49.05(-d - 0)

UY, ,=49.05d
Entonces:

U12(a3+Ug/a3=§ mvg—i mv%
Dado que:

vZ=58.86

50 d% +49.05d = g (5) (0) - % (5) (58.86)

-50 d* +49.05d + 147.2=0
Se normaliza la expresion anterior dividiendo todos los términos por (-50):

250 2 4 4905 4 1472 _ O
-50 -50 -50 50

d?-0.981d-2.943=0
Aplicando la formula simplificada del “chicharronero” :

dip= -2 (22 4 2,043

dy 2 =0.4905 £ 4/(0.4905)* + 2.943

d1,=0.4905 + 4/0.2406 + 2.943
d1,=0.4905 + 4/3.184

Se toma la raiz positiva:
d; =0.4905+1.784
dl =2.275m

Dado que la deformacién maxima del cable elastico es el valor anterior, se puede determinar
la tensidn maxima que debe soportar el cable con el empleo de la ley de Hooke:

Tinax = K Omax

Tmax =k d;

Trmax = 100 (2.275)

Tmax = 227.5 N

La tension maxima que debe soportar el cable elastico es:
Trmax = 227.5 N.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
ms=>;
Lo = 5;
hl = 2;
k = 100;
g =9.81;
W=mg

Parametros cinematicos del bloque:

yl=1L10-h1
vl = 0;
y2 = 0;
52 = 0;
y3=-d;
63 =d;
v3 = 0;

Calculo de la rapidez cuando alcanza la posicidn natural de equilibrio del cable elastico:

Uhla2 = -W (y2 -yl1)

1 2 1 2
ecl = UN1a2 = — mv2? - = mv1
2 2

respl = Solve[ecl]
v2sol = v2 /. respl[2]

Calculo de la posicion mas baja que alcanza el bloque:

1
Uk2a3 = - — k (63 - 62%)
2
UhW2a3 = -W (y3 -y2)
1 2 1 2
ec2 = Uk2a3 + UN2a3 == — mv3“ - — mv2sol
2 2

resp2 = Solve[ec2]
dSol =d /. resp2[[2]

Determinacion de la tension maxima:

Tmax = k dSol
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Ejercicio 44

Se tiene un cuerpo con 3.4 kg de masa que es lanzado sobre un plano inclinado por medio de
un resorte cuya constante de rigidez es k =2000 %, tal como se muestra en la figura.

n=025

me 15 Longitudes, en metros
Si el coeficiente de friccion cinética entre el cuerpo y el plano es y=0.25, el resorte se deforma

una longitud d =0.2 my se suelta desde el reposo, determine la distancia recorrida por el cuerpo
medida a partir de la posicion natural de equilibrio del resorte, pne.
El movimiento del cuerpo puede dividirse en dos partes, durante el tiempo en que el resorte
lo empuja, a la que se le puede denominar disparo, y luego de que va subiendo por el plano inclinado
hasta que se detiene.
Primero, se analizara durante el disparo, cuyo diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

8] W

15 Fr X

Fk
Nrm
Para aplicar el método del trabajo y la energia, es necesario conocer la magnitud de la fuerza

de friccion, que puede obtenerse con base en la segunda ley de Newton.
A partir de la ecuacién de movimiento puede calcularse la fuerza normal:

Fy=1{Fy, 0}

Fr={-Fr, 0}

7 — 8 15
W=mg{-=,-3}
W=3.4(9.81){-3,-T

W=1{-1.6(9.81),-3(9.81)}
W={-15.696,-29.43} N
N={0, Nrm}
Por tanto, la resultante es:
R=F,+Fr+W+N
R ={Fy, 0} +{-Fr, 0} + {-15.696, -29.43} + {0, Nrm}
R={F) - Fr-15.696,-29.43 + Nrm}
Se sustituye en la expresion de la segunda ley de Newton:
R=m/{ay, 0}
{F - Fr-15.696,-29.43 + Nrm} =3.4{a,, 0}
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Con base en la igualdad de las componentes en y:
-29.43+Nrm=0
Nrm=29.43N

Por consiguiente, la magnitud de la fuerza de friccion es:
Fr=pu, Nrm
Fr=(0.25) 29.43
Fr=7.3575N

Durante la segunda parte del movimiento, las fuerzas que acttan son las mismas excepto la fuerza
del resorte, que ya no esta en contacto con el cuerpo. Por consiguiente, la magnitud de la fuerza
de friccion sigue siendo la misma, debido a que la fuerza del resorte solo tiene componente en x.

Para facilitar la aplicacion del método del trabajo y la energia, se dibuja un diagrama en la que se
puedan determinar con facilidad las posiciones y los parametros del movimiento del cuerpo:

V3= 0
v,=7? X5 = dist
X, =0 ha= 5 dist

3° 17

Longitudes, en metros

Las alturas h; y h3 se pueden obtener por medio del teorema de la proporcionalidad de los
triangulos semejantes. Se establece como referencia para medir las distancias y las alturas al punto 2.
Por consiguiente, tanto x; como h; son negativos:

ﬁ = _E
d 17

- 8
hy=-2d
h1=-0.09412
hy _ 8
dist 17

m:%ma
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Posteriormente, se obtienen los valores del trabajo de realiza cada una de las fuerzas de 1 a 3,
tomando en cuenta que la fuerza del resorte solo actiade 1 a 2:
UlaZ k (6% - 6%)
Ul ,,= (2000) (0%-0.2%)
Uk, = 1000 (0.04)
Uk ,,=40J
UL, 3 = -magFr (x3 - xy)
Ut 5 =-7.358 [dist - (-0.2)]
UTr 5 =-7.358 dist - 1.472
UYa3=-mg(hs - hy)
U5 =-(3.4) (9.81) [ dist - (-0.09412)]
u¥ ,=-15.70 dist - 3.139
uim=o0
Dado que tanto la rapidez inicial como la final son cero, las energias cinéticas son:
T =§ m v}
T,=2mo0’
=0
T3 = % mv3
T3=0
Se sustituyen los valores en la expresion de trabajo y energia:
Ufgp t USs t ULy + UGS =T5- Ty
40-7.358dist-1.472-15.70dist-3.139+0=0-0

23.05 dist =35.39
ict — 35.39
dist = 23.05

dist=1.535m

La distancia recorrida por el cuerpo medida desde la posicion natural de
equilibrio del resorte es:
dist=1.535m.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
m=3.4;
g=19.81;
k = 2000;
uk = 0.25;
d=0.2;

Representacion vectorial de las fuerzas:

vFk = {Fk, 0}
VFr = {-uNrm, 0}
8 15
vW:mg{——, ——}
17 17

VN = {0, Nrm}
Calculo de la resultante y sustitucion en la segunda ley de Newton:

ecl = vFk + VFr + vil + vN == m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, Nrm}]
Nsol = Nrm /. respl[1]

Magnitud de la fuerza de friccion:
Fr = uk Nsol

Posiciones y parametros del movimiento del cuerpo:

61=d
x1=-d;
8
hli=-— d}
17
vl = 0;
52 = 0;
X2 = 0;
h2 = 9;
X3 = dist;
8 .
h3 = — dist;
17

v3 = 0;
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Calculo del trabajo realizado por cada fuerza y de las energias cinéticas:

1
Ukla2 = - - k (62 - 617)
2

UFria3 = -Fr (x3 - x1)
UWla3 = -mg (h3 - hl)

UN1a3 = @
1 2
Ti=-mvi
2
1 2
T3=-mv3
2

Aplicacion del método del trabajo y la energia durante todo el movimiento:

ec2 = Ukla2 + UFrla3 + UN1a3 + UN1a3 == T3 -T1
resp2 = Solve[ec2]
distSol = dist /. resp2[1]
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Ejercicio 45

La péndola de un péndulo simple que tiene un peso de W = 1.2 N y se suelta desde cierta
posicion angular 6, tal como se muestra en la figura.

0.8 m
30°

Determine:

a) larapidez que debe tener la péndola en B para que la tension de la cuerda en esta posicion
tenga una magnitud de T =3 N;

b) la posicion angular 6, desde la que se solté la péndola para cumplir con el inciso anterior;

c) lamagnitud de la aceleracion total de la péndola en el punto C.

a) larapidez que debe tener la péndola en B para que la tension de la cuerda en esta
posicion tenga una magnitudde T; =3 N

Para determinar la rapidez solicitada de la péndola, ante todo se dibuja su diagrama de cuerpo libre
en dicha posicidn, considerando que se mueve hacia la derecha.

TB
~ - - 7
B
W
La representacion vectorial de las fuerzas que actdan en la péndola es:
Tg=1{0, Tg}
Para este caso:
Te=10,3}
Wg =10, -W}
Ws={0,-1.2}

Se aplica la segunda ley de Newton:
Tg+Wg=m {GB,Y, agn}
{o; 3} + {O’ _1'2} = {m GB,T’ m aB,N}

De donde se obtiene la siguiente ecuacion escalar:

=12
3-1.2= 9.8l agn
1.8=0.1223 agn
Dado que:

2
_ Vg
0N =



22 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Trabajo y energia particula, parte 1.nb

Luego de sustituir la expresion:

18 _ vk
0.1223 0.8

2 _ (1.8)(0.8)

B~ 01223
vi=1177
vg = V1177
Vp=3.4317

La rapidez que debe tener la péndola en B para que la tension de la cuerda
tenga una magnitud Tg =3 N es:
vp=3.43117,

b) laposicion angular 8, desde la que se solt6 la péndola para cumplir con el inciso anterior

El dangulo 6 de referencia se mide con respecto a la horizontal hacia abajo a partir del punto donde la
cuerda estd amarrada al techo. Los angulos medidos en sentido antihorario son positivos y, por
consiguiente, si se miden en sentido horario, son negativos.

Para evitar problemas con los signos, la posicion angular de la péndola debe ser tal que su angulo sea
positivo con respecto a la referencia establecida, en este caso a la derecha de la vertical:

Dado que las fuerzas que acttan sobre la péndola son la tension de la cuerda y su peso, y la tensidn
siempre es perpendicular a su trayectoria circular, la Unica fuerza que desarrolla trabajo es el peso.

Se dibuja el diagrama de parametros cinematicos para simplificar la resoluciéon de este inciso:
SONON,

30¢ ]
o

~
yA=o_3-0_aosm [eo]“‘x\h‘ L _Qc
V -
: [ ©
(B) y.=0.8-0.8 Cos [30°]
yB =0 Ve = i
Vg = 3.431
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El trabajo que desarrolla el peso de Aa B es:
Upas=-W (V5 -Ya)
Uy, 5=-1.2(0-0.8+0.8 Sin [6p])
Uy, 5 =0.96 - 0.96 Sin [6]

Se establece la expresion del trabajo y la energia de A a B:
Ula=2m-2my2
0.96 - 0.96 Sin [Bo] = 5 5= (3.431)2 -0
0.96 - (0.06116) (11.77) = 0.96 Sin [6,]
0.96 Sin [6,] = 0.96 - 0.7201
Sin [6] = 222
Sin[65]=0.2499
ArcSin {Sin [6;]} = ArcSin [0.2499]
6, = 14.47°

La posicidén angular 8, desde la que se solt6 la péndola para que su rapidez en B
seadevg=3.431 % es:

6, = 14.47°.

c) lamagnitud de la aceleracion total de la péndola en el punto C

En seguida, se muestra el diagrama de cuerpo libre de la péndola en el punto C:

La representacion vectorial de las fuerzas que acttian sobre la péndola es:
Tc=1{0, T}
W¢ =W {-Sin [30°], -Cos [30°]}
W¢=1.21{-0.5,-0.8660}
Wc=1{-0.6,-1.039}

Se aplica la segunda ley de Newton:
Tc+We =m {Gc,T, acn}
{0, T¢} +1{-0.6,-1.039} ={0.1223 a¢ 1, 0.1223 ac n}
{-0.6, Tc - 1.039}={0.1223 a¢ 1, 0.1223 ac n}

Se establecen dos ecuaciones escalares:
-0.6=0.1223 act
Te-1.039=0.1223 acy



24 | Cuaderno de ejercicios resueltos Cinematica Dindmica Trabajo y energia particula, parte 1.nb

De la primera expresion se puede calcular la aceleracion tangencial:
0.1223ac7=-0.6

_ 06

acr=~5n
_ m
dctT= -4.905 =
S

Para calcular la aceleracion normal, dado que no se conoce la magnitud de la tension de la cuerda en
el punto C, T, se puede emplear la expresion:
acn = V—R%
Para obtener la rapidez en C, se vuelve a emplear el método del trabajo y la energia, ahorade Ba C:
ULV3V0C =-W (yC _YB)
U¥,c=-1.2(0.8-0.8 Cos [30°] - 0)
Ug ;¢ =-0.96 +0.96 (0.8660)
Up,c=-0.96+0.8314
Uf,c=-0.1286J
Con base en la expresion del trabajo y la energia, se obtiene que:
Uc=tmz-2m3
-0.1286= (0.1223) v - 3 (0.1223) (11.77)

0.06116 vz =-0.1286 +(0.06116) (11.77)
0.06116 v =-0.1286 +0.7199

2 _ 05913
Ve =
0.06116
vZ=9.668
Por consiguiente, la aceleracién normal es:
_ 9.668
den="0g

acn=12.09 3

Entonces, la aceleracidn total de la péndola es:
G_CZ{GC,T, acn}
ac =1{-4.905, 12.09}

Y su magnitud es:
|ac | = 4(-4.905)% + (12.09)?

|ac|= V24.06 +146.0
|ac|= V170.1

|a_c|:13.04§

La magnitud de la aceleracion total de la péndola en la posicion C es:
|ac|=13.04 ;—’;
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
W=1.2;
g=19.81;
L=0.8;
TB = 3;
eC=30°;
W
m= —
g

a) larapidez que debe tener la péndola en B para que la tension de la cuerda en esta
posicion tenga una magnitud de T; =3 N

Representacion vectorial de las fuerzas:

vTB = {0, TB}
VB = {0, -W}

Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecl = vIB + VWB == m {aBT, aBN}
respl = Solve[ecl, {aBT, aBN}]
aBNsol = aBN /. respl[1]

Obtencion de la rapidez en el punto B

vB?
ec2 = aBNsol == —
L

resp2 = Solve[ec2]
vBsol = vB /. resp2[2]

b) laposicion angular 8, desde la que se solté la péndola para cumplir con el inciso
anterior

Parametros cinematicos

yA = L -LSin[60]
VA = 0;
yB = 0;
yC = L - L Cos[6C]
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Aplicacion del método del trabajo y la energia

UWAaB = -W (yB - yA)

1 2 1 2
ec3 = UWAaB == — mvBsol® - — mVvA
2 2

resp3 = FindRoot [ec3, {60, 1}]
60so0l = 60 /. resp3[1]

60sol
60deg =

c) lamagnitud de la aceleracion total de la péndola en el punto C
Representacion vectorial de las fuerzas:

vTC = {0, TC}
VWC = W {-Sin[eC], -Cos[6C]}

Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecd4 = vTIC + VWC == m {aCT, aCN}
resp4 = Solve[ec4, {aCT, aCN}]
aCTsol = aCT /. resp4[1]

Aplicacion del método del trabajo y la energia

UhWBaC = -W (yC - yB)

1 2 1 2
ec5 = UWBaC == — mvC° - — mvBsol
2 2

resp5 = Solve[ec5]
vCsol = vC /. resp5[2]

Obtencidon de la aceleracién normaly la aceleracion totalen C

vCsol?
aCN =

L
vaC = {aCTsol, aCN}
aC = Norm[vaC]
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Ejercicio 46

Un balin de m = 0.1 kg de masa se suelta desde el reposo en el punto A sobre una pista formada por
un tramo recto y una rampa circular, tal como se muestra en la figura.

Despreciando todo tipo de friccion que actle sobre el balin, determine su rapidez en el punto B,
asi como las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal en dicho punto.

Sugerencia: para obtener la rapidez del balin, emplee el método del trabajo y la energia.
Posteriormente, obtenga sus ecuaciones de movimiento en el punto B.

Longitudes, en metros

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del balin, tanto sobre el tramo recto como sobre

o
-
4 X/
3
. y
Nrm : Nrm
‘X

Como se puede observar, la Gnica fuerza que desarrolla trabajo es el peso, ya que la fuerza normal

la rampa circular:

siempre es perpendicular a la trayectoria.
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La rapidez en el punto B

Conviene calcular las alturas de los puntos Ay B, considerando el punto y = 0 indicado:

Longitudes, en metros

7‘{8
y=0 R0.4

Para determinar las alturas de los puntos Ay B, es necesario determinar las hipotenusas de
los tridngulos de pendiente de los angulos que establecen sus posiciones respectivas:

hip = 4/ AX? + Ay?

hip = y/(4)* + 3)?

hip= 416 +9
hip = \/2_5

hip=5
Ahora, con base en el teorema de proporcionalidad de los lados homdlogos de triangulos

semejantes, se pueden establecer la siguiente igualdad para el punto A:
Yo _3

05 5
_ 3(0.5)
ya=22

Ya =0.3m

Y para el punto B:
he _ 4
04 5
_ 4(0.4)
hg ===

hB =0.32m
De donde:
yg=0.4-0.32

¥5=0.08m
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En la siguiente figura se muestra el diagrama de parametros cinematicos del problema:

Vo =0
YA=0-3 _C

Longitudes, en metros

Por consiguiente:
Uap=-W (V5 - Ya)
Uy, 5=-0.1(9.81) (0.08-0.3)
Uy, 5 =-0.981(-0.22)
Uy, 5=0.2158)
A partir del valor obtenido, se puede aplicar la expresion del trabajo y la energia:
1 1
U/'é/\VaB_E mvﬁ—; mvﬁ
0.2158 = % (0.1) V2 - ; (0.1) (0)2
0.05v;=0.2158

2 _ 0.2158
V =
B~ 005

vi=4.316
vg =2.078 %

La rapidez del balin en el punto B es:
Vg = 2.078 %

Las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal en el punto B

Para determinar las magnitudes de las aceleraciones solicitadas, es necesario dibujar el diagrama
de cuerpo libre del balin en dicho punto:

Nrm

| 29
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La representacion vectorial de las fuerzas que actan sobre el balin es:
W=w{-5, -3}
W=0.1(9.81){-0.6,-0.8}
W=0.981{-0.6,-0.8}
W =1{-0.5886, -0.7848} N
N=1{0, Nrm}

Se aplica la segunda ley de Newton:
W+N=m{agr, agn}
{-0.5886,-0.7848} + {0, Nrm} = 0.1 {ag 7, ag}
{-0.5886, Nrm - 0.7848} = 0.1 {0 1, agn}

De donde:
-0.5886=0.105 1

0.1 apr = -0.5886

_ -0.5886
957 = 01

agr=-5.8862%
N

Y para calcular la magnitud de la aceleracién normal, se establece la siguiente expresion:

2
Vs
agn=—
BN= %

_ 4.316

a =
BN~ 04

agy = 10.79 g

Las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal en el punto B son:
apr = -5.886 2—2 yagn= 10.79 ;—Z

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
m=0.1;
g=19.81;
R=0.4;
L=0.5;
AX = 4;
Ay = 3;

VA = 0;
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La rapidez en el punto B
Calculo de las alturas de los puntos Ay B

yA 3
ecl = — = -
L 5

respl = Solve[ecl]
yAsol = yA /. respl[1]

hB 4
ec2 = — = —
R 5

resp2 = Solve[ec2]
hBsol = hB /. resp2[1]
yB = R - hBsol

Aplicacion del método del trabajo y la energia

UWAaB = -m g (yB - yAsol)

1 2 1 2
ec3 = UNAaB == — mvB° - — mVvA
2 2

resp3 = Solve[ec3]
vBsol = vB /. resp3[2]

Las magnitudes de las aceleraciones tangencial y normal en el punto B

Representacion vectorial de las fuerzas

VN = {@, Nrm}

| 31

Aplicacion de la segunda ley de Newton y célculo de las magnitudes de las aceleraciones tangencial

y normal

ec4 = VW + vN == m {aBT, aBN}
resp4 = Solve[ecd4, {aBT, Nrm}]
aBTsol = aBT /. resp4[1]

vBsol?
aBN =

R
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Ejercicio 47
En La Feria de Chapultepec, cuando funcionaba, existia un juego mecanico llamado El Cascabel,
uno de los mas populares, cuya vista frontal se muestra en la figura 1.

Longitudes, en metros R 15 .}’?
B *if o
¥

S A LT LTSS

Figura 1 Vista frontal de El Cascabel.

En el punto A el carro tiene la rapidez v, suficiente para dar la vuelta al rizo, siempre en contacto con

los rieles y, luego de bajar, alcanza el punto D donde se detiene un instante, antes de volver a bajar

y dar nuevamente la vuelta al rizo ahora de reversa, antes de detenerse y terminar el juego.

Suponiendo que la friccidon entre las ruedas y los rieles asi como la resistencia del aire es

despreciable, y que el carro se puede considerar una particula con una masa m = 1000 kg,

determine:

a) larapidez minima que se requiere en B para que el carro esté en contacto con los rieles;

b) suponiendo la rapidez en B obtenida en el inciso anterior, cual debe ser la rapidez del carro
enelpuntoA;y

c) con base en los resultados anteriores, cual es la altura hp que alcanza el carro.

La resolucion de este problema se facilita con el empleo del método del trabajo y la energia.
Primero, se obtiene la rapidez en B de manera que el carro esté en contacto con los rieles.
Conocida esta rapidez, se puede calcular la rapidez necesaria en el punto A. Finalmente, es posible
determinar la altura hp que alcanza el carro.
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a) larapidez minima que se requiere en B para que el carro esté en contacto con los rieles

Para resolver este inciso, primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre del carro en dicho punto.
Ng

T—'> '/’ Qgr]wm \\\
N W

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el carro, en la que la primera

componente es la tangencial y la segunda la normal:
Ng =1{0, Ng}
W={0,mg}
W={0,1000 (9.81)}
W={0,9810} N

Para que el carro siempre esté en contacto con los rieles es necesario que:
Ng >0

En el limite, cuando esté a punto de despegarse, se puede considerar que:
Ng=0

Se aplica la segunda ley de Newton:
Ng+W=mag
{0, 0} + {0, 9810} = 1000 {ar 5, an,s}

Por consiguiente:
9810=1000ayg

Dado que la aceleracion normal en el punto B se puede calcular como:

2
Ve

a ==
N.B P8

Y el radio de curvatura en dicho punto es:

pg=15m
_ %
ang = 15
Entonces:

2
9840 = 1000 £
15

1000 v3 = 9810 (15)

2 _ 147150
B 1000
vi=147.15
vg = V147.15
vg=12.13 %

La rapidez minima que se requiere en B para que el carro esté en contacto con
los rieles es:
Vg = 12.13 %
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b) suponiendo la rapidez en B obtenida en el inciso anterior, cual debe ser la rapidez del
carroenel punto A

Dado que las fuerzas que acttan todo el tiempo sobre el carro son el peso y la normal, y ésta
siempre es perpendicular a su trayectoria, se requiere determinar las posiciones y rapideces del
carro en los puntos de interés.

En la siguiente figura se muestra el diagrama correspondiente:

yg=42m
VB=?

ya =0 A,
vA==? A | — 1

1
e o A A A TP S i P

A

Para obtener la rapidez en el punto A, se calcula el trabajo de las fuerzas que actian en el carro
deAaB:

Nrm _—
UAaB -

Ugos=-W (5 -Ya)
U, 5=-9810(42-0)
UW,5=-412,020J

Se aplica la expresion del trabajo y la energia para dichos puntos:
UNeE+Udop=Ts = Ta
0-412,020:% mv3 - % m v3
Como:
vi=147.15
1

412,020 = 7 (1000) (147.15) - 2 (1000) v}

500 v; =412,020 + 500 (147.15)

500 vy =412,020 + 73,575
5 _ 485595
AT 500

vi=971.2

va= 971.2

Vs =31.16%

La rapidez del carro en el punto A para que la rapidez en B sea la obtenida es:
vy=31.16 %
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c) con base en los resultados anteriores, cual es la altura h, que alcanza el carro

Para resolver este inciso, se requiere calcular el trabajo de las fuerzas que actian en el carro
deBab:

Ugap=

Ullg/ao =-W(yp - ys)
Luego de sustituir los valores conocidos:

Uy, ,=-9810(hp-42)

U¥,p=-9810hp+9810 (42)

Uy ,=412,020-9810h,

Se aplica el método del trabajo y la energia entre dichos puntos:
Uab*Ukap=To - Ts
0+412,020-9810hp = mVv3 - 2 mv}
Dado que:
vp=0
V3 =147.15
1

412,020 - 9810 hp = 3 (1000) (0)2 - 3 (1000) (147.15)

9810 hp =412,020 + 500 (147.15)
p = 412020473575
p= 20 BoP

9810
_ 485,595

D™ "9g10
hD =495m

La altura que alcanza el carro en el punto D es:
hD:49'5 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

pB = 15;
yB = 42;
m = 1000;
g=9.81;
W=mg

a) larapidez minima que se requiere en B para que el carro esté en contacto con los rieles
Representacion vectorial de las fuerzas que acttan en el carro:

VN = {0, Nrm}
Vi = {0, W}
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Aplicacion de la segunda ley de Newton para el calculo de la rapidez minima en B

ecl = vN + Vi == m {aT, aN}

vB?
aNB = —
pB

respl = Solve[ (ecl /. {Nrm - O, aN - aNB}), {aT, vB}]
vBsol = vB /. respl[2]

b) suponiendo la rapidez en B obtenida en el inciso anterior, cual debe ser la rapidez del
carro en el punto A

Aplicacion del método del trabajo y la energia de A a B:

YA = 0;
vD = 0;
UNAaB = 9;

UWAaB = -W (yB - yA)

1 . 1 :
ec2 = UNAaB + UWAaB == — mvBsol® - — mVvA
2 2

resp2

Solve[ec2?]

VvAsol = VA /. resp2[2]

c) con base en los resultados anteriores, cual es la altura hp que alcanza el carro
Aplicacion del método del trabajo y la energia de B a D:

UNBaD = 9;
UWBaD = -W (hD - yB)
1 2 1 2
ec3 = UNBaD + UWBaD == — mvD” - — mvBsol
2 2
resp3 = Solve[ec3]
hDsol = hD /. resp3[1]
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Ejercicio 48

Un bloque con peso W =15.6 N, se coloca sobre una rampa rugosa con una pendiente de bajada
m= 132 y se suelta desde el reposo, tal como se muestra en la figura 1.

Longitudes, en metros

Figura 1 Configuracion mecdnica de un bloque sobre una rampa y un resorte.

Si el coeficiente de friccion cinética entre el bloque y la rampa es y=0.25y el resorte compuesto

produce una fuerza P en funcién de la deformacion 6 mostrada en la figura 2, determine:

a) larapidez con la que el bloque hace contacto con el resorte;

b) laexpresion del trabajo de la fuerza P en funcién de la deformaciéon maxima d, suponiendo
que esta en elintervalo 0.1<d <0.5;y

c) ladeformacién maxima d que sufre el resorte para detener el movimiento del bloque.

P,enN

36

4 1 3, enm
0 01 0.5

Figura 2 Grdfica de la fuerza P con respecto a la deformacion &

| 37

La resolucion de este problema puede facilitarse con la aplicacion del método del trabajo y la energia.

a) larapidez con la que el bloque hace contacto con el resorte

Primero, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del bloque, cuando el resorte alin no esta haciendo

contacto:
W LS
12
Fr

Nrm
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La hipotenusa del triangulo de pendiente del peso es:
hip = 4/ AX? + Ay?
hip = «]52 +12?
hip = 425 + 144
hip = \/ﬁ
hip=13

La representacion vectorial de las fuerzas que acttan son:
Fr={-Fr, 0}
N=1{0, Nrm}
w=w{=, -2

13 13

W=156{2,-1)
W={6,-14.4}N

Luego, se aplica la segunda ley de Newton:
FreN+W=mada

{-Fr, 0}+ {0, Nrm} + {6, -14.4} = 22 {a,, 0}

{6 - Fr,Nrm - 14.4} =1.59 {a,, 0}
De esta expresion vectorial se pueden establecer dos ecuaciones escalares:
6-Fr=1.59a,
Nrm-14.4=0
Nrm=14.4N
Y dado que la fuerza de friccion es cinética:
Fr=uNrm
Fr=0.25 (14.4)
Fr=3.6N

Posteriormente, se calcula el trabajo desarrollado por todas las fuerzas que acttian sobre el bloque
del punto A al punto B.

A continuacion se muestra el diagrama de parametros cinematicos del bloque:

vpo=0 Longitudes, en metros
s, =0
yA 5 hA =

VB
SB=1.95 VC=O
¥8=0 s,=195+d
5B=0 yC:—hC
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Se pueden calcular las alturas h, y h¢e con base en el teorema de proporcionalidad de los lados homdlo-
gos de tridngulos semejantes:

S _ 5
1.95 13
_ 5(1.95)

hs 13

hA =0.75m
he_5

d 13

hc = = d

El trabajo desarrollado por las fuerzas que actiian de A a B es el siguiente:
U, 5=-Fr(sg - sa)
UW 5=-3.6(1.95-0)

U, g=-7.02J

uNm =0

UK/GB =-W (v - ¥a)
Ya=ha

U, 5=-15.6 (0-0.75)
UW g=117J

Entonces, con base en la expresion del trabajo y la energia:
Uias *UNGE +Ufas=Ts = Ta
-7.02+0+11.7=2 (1.59) v3 - 7 (1.59) v3
4,68=0.795 v3 - 0.795 (0)?

0.795 2 =4.68
2 _ 468
VB = 5705

v2=5.887

Vg = V/5.887

vg = 2.426 %’

La rapidez con la que el bloque hace contacto con el resorte en el punto B es:
Vg = 2.426 %

b) laexpresion del trabajo de la fuerza P en funcion de la deformacion maximad,
suponiendo que esta en el intervalo 0.1 <d < 0.35

Con base en la expresion de la diferencial de trabajo:

dU=F-dr
Dado que para la fuerza P:
P={-P, 0}
De la gréfica de la fuerza P, para el intervalo 0 < § < 0.1, la pendiente es:
m=2F
A6
m=-=2
0.1

m =40
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Por tanto, la ecuacioén de la recta es:

P=406
En elintervalo 0.1 <6< 0.5, la ecuacion se puede obtener con base en la expresion de la recta que
pasa por dos puntos P;(0.1, 4), P,(0.5, 36):

P-36=—2-% (6-0.5)

0.5-0.1
2

P-36=2 (6-0.5)
P-36=80(6-0.5)
P=806-40+36
P=806-4
De donde:
[ 406 0=<6=<01
_{80(5 -40.1<6<05
dr={ds, 0}
Por consiguiente:
dU=-Pdé
Entonces:
[o.cdU=[0"-406d6+ [ (806 - 4)d 6
Ubsc=-34062]0" - (38067~ 46)]3,
Uggc=-20(0.1)*- [-20 (0)’] -40d° + 4d - [-40(0.1)* + 4(0.1)]
Uf,=-20(0.01) -40d? + 4d - [-40(0.01) + 0.4]
Ub,c=-02-40d%+ 4d - (-0.4 + 0.4)
Ubac=-40d*+4d - 0.2
UL, c=-40d*+4d - 0.2

La expresion del trabajo de P en funcion de la deformacién maxima d es:
Ubyc=-40d*+4d -0.2.

¢) ladeformacion maxima d que sufre el resorte para detener el movimiento del bloque

Para resolver este inciso, conviene dibujar el diagrama de cuerpo libre del bloque, cuando el resorte
ya esta actuando:
wibS
12
Fr

Nrm
X

En este caso, las fuerzas que desarrollan trabajo son: la fuerza de friccion, el peso y la fuerza
del resorte, dado que el trabajo de la normal es nulo.
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La magnitud de la fuerza de friccion es la misma que la del intervalo de movimiento anterior.
Entonces, sus valores son:
Uglac=-Fr(sc-ss)
UL, =-3.6(1.95+d-1.95)
Ug,c=-3.6d
UBac=-W (e - ¥s)
Uy .=-15.6 (-hc - 0)
he=2 d
Ufyc=-15.6 (- d)
Up,c=6d
Y finalmente, se considera el resultado del inciso anterior:
UL, c=-40d*+ 4d - 0.62
Se aplica la expresion del trabajo y la energia en el intervalo considerado:
UEraC'I' Ug/ac-" UgaC:% m Vg_% m Vé
V3 =5.887
3.6d+6d-40d%+4d - 0.2= % (1.59) (0)2 - i (1.59) (5.887)
-40d*+ 6.4d - 0.2 = -4.68
-400*+6.4d - 0.2 + 468 =0
-40d*+ 6.4d + 448 = 0

Se normaliza la ecuacién dividiendo ambos miembros por (-40):

40 2, 64 448 _ 0
2P+ g+ ==
-40 d -40 d -40  -40

d*-0.16d-0.112=0
Se resuelve la ecuacion cuadratica con base en la formula simplificada del “chicharronero”:

b b\?
=== 4+ - -
dl,Z > T (2) Cc

dl,Z = —L;G + (0_216)2 + 0.112

dy,=0.08 % \/(0.08)2 +0.112
d1,=0.08 £ 4/0.0064 + 0.112

Se considera la raiz positiva:

d;=0.08+ 40.1184

dy =0.08 +0.3441
dy=0.4241 m

La deformacidon maxima que sufre el resorte para detener el movimiento
del bloque es:
d;=0.4241 m.

| 41
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

W=15.6;
sB =1.95;
AX = 12;
Ay = 5;
U =0.25;
g=9.81;

W
m-=

g
P1 = {0.1, 4};
P2 = {0.5, 36};

a) larapidez con la que el bloque hace contacto con el resorte

Calculo de la hipotenusa del triangulo de pendiente:

hip = 4/ AX? + Ay?
Representacion vectorial de las fuerzas que actian sobre el bloque:

VFr = {-Fr, 0}
VN = {0, Nrm}
Ay AX
vw=w{—, -—}
hip hip

Aplicacion de la segunda ley de Newton y calculo de la magnitud de la fuerza de friccion:

ecl = vVFr + vN + VW == m {ax, O}
respl = Solve[ecl, {ax, Nrm}]
Nsol = Nrm /. respl[1]

Fr = uNsol

Parametros cinematicos del bloque:

hA 5
ec2 = — = —

sB hip
resp2 = Solve[ec2]

hAsol = hA /. resp2[1]
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resp3 = Solve[ec3]
hCsol = hC /. resp3[1]

SA = 0;
yA = hAsol
VA = 0;

yB = 0;
sC=sB+d
yC = -hCsol
vC = 0;

Trabajo desarrollado por las fuerzas que acttan en el bloque de A a B:

UFrAaB = -Fr (sB - sA)
UNAaB = 9;
UWAaB = -W (yB - yA)

Aplicacion del método del trabajo y la energia de Aa By calculo de la rapidez en B:

1 1
ec4 = UFrAaB + UNAaB + UWAaB == — mvB? - — m vA®
2 2

resp4 = Solve[ec4d]
vBsol = vB /. resp4[2]

b) laexpresion del trabajo de la fuerza P en funcién de la deformacion maximad,
suponiendo que esta en el intervalo 0.1 <d < 0.35

p P1[2]
P1[1]

P2 [[2]] - P1[2]
ec5 = P - P2[2] == (6 - P2[[1])
P2 [[1]] -P1[1]

resp5 = Solve[ec5, P]

Puno = mP 6

Pdos =P /. resp5[1]

Puno 0 <68&%6<0.1
Pdos 0.1 <68&&%6<0.5

Plot [Pfun, {5, ©, 0.5} ]

Pfun = {

Trabajo desarrollado por la fuerza P:

.1
UPBaC = f -Puno dsé + f -Pdos dé
(”] 9.1

| 43
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¢) ladeformacion maxima d que sufre el resorte para detener el movimiento del bloque
Trabajo desarrollado por las fuerzas que acttian en el bloque de Ba C:

UFrBaC = -Fr (sC - sB)
UNBaC = 0;
UWBaC = -W (yC - yB)

Aplicacion del método del trabajo y la energia de B a Cy calculo de la deformacion maxima del
resorte, d:

1 1
ec6 = UFrBaC + UNBaC + UWBaC + UPBaC == — m vC> - — m vBsol?
2 2

resp6 = Solve[ec6]
dSol =d /. resp6[2]
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Ejercicio 49
En una salida conflictiva de una autopista, debido a los frecuentes accidentes que ocurren, se ha
colocado una barrera formada por tambos de plastico rellenos de agua para frenar a los autos que

no alcanzan a girar en dicha bifurcacion. La fuerza de frenado, F, vs. penetracion, x, que ofrece
el conjunto de tambos se muestra en la grafica de la figura 1.

AF,enN

48,000
36,000
24,000
12,000

X,enm

0 05 10 1.5 20 25 3.0 35 40 45 5.0

Figura 1 Grafica de la fuerza de frenado, F, vs. penetracion, x, del conjunto de tambos.

Si un automovil descontrolado, con una masa m =800 kg, va directo a la barrera de tambos con
una rapidez de 64.8 kph, determine su penetracidn, considerando que el auto no frenay que
la resistencia del aire es despreciable.

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del automovil, en el que solo actdian su peso, W,
la normal, Nrm, y la fuerza de frenado, F, que ofrece la barrera de tambos:
W

—
JO8 -

Dado que la unica fuerza que actta en la direccion de movimiento es la fuerza de frenado, se puede

Nrm

aplicar el método del trabajo y la energia.
Se considera que el punto inicial es A, en el cual la rapidez del automévil es de 64.8 kph, y el punto
final es B, en el cual este se detiene, por lo que su rapidez es cero.
_1 1
Ujg=5mvg - >mv;

Se obtiene la rapidez v, en %:

km 1000m 1h
=648 — x —— x ——
Va =64.8 h 1km  3600s
y, = §4800 m
AT 73600 s
m
v, =18 —
4=18 <
Entonces:

Uhas= ; 800 (0)2 - ; 800 (18)2

Uf .5 =-400 (324)
Uk ,5=-129,600J
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Dado que la diferencial del trabajo de la fuerza de frenado es:
dU=F-dr
donde:
F={-F,0}
dr={dx, 0}
d U={-F, 0} - {dx, 0}
dU=-Fdx
Por tanto:
[adU=["-Fdx

F — [Xs
Upas = [, —Fdx
La interpretacion geométrica del miembro derecho de la expresion anterior es valor negativo del area
bajo la curva de la grafica de la fuerza de frenado, F, vs. la abscisa, x, que en este caso representa

la denominada penetracion.

Dado que esta grafica es discreta, conviene obtener las areas bajo la curva por intervalos, y verificar
en qué intervalo se encuentra un valor mayor al negativo del trabajo calculado anteriormente:
-Uf 5 =129,600
En el primer intervalo, 0 < x < 0.5:
Uf 05 =12,000(0.5)
UgGO.S = 6000
Enelintervalo0<x<2:
Ua2=Ut05* Ups-
U§ 4, =6000+ 24,000 (1.5)
U§,,=6000 + 36,000
U§ 4, =42,000
Enelintervalo0<x<3.5:
Ubass=UgatUdss
Uf 3.5 =42,000 + 36,000 (1.5)
U§ 435 =42,000 + 54,000
U§ 435 = 96,000
Enelintervalo0<x<5:
Ubas=Ut3s+USss
U§ 45 =96,000 + 48,000 (1.5)
U§ 45 =96,000 + 72,000
Uf,s=168,000

En este ultimo intervalo la magnitud del trabajo supera al requerido, se puede determinar el valor

de la penetracion, x, para la cual el trabajo es exactamente igual al calculado, de la siguiente manera:
Uax=Ut35* Ul
Uk, =96,000 + 48,000 (x - 3.5)
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Dado que se requiere que:
U, =129,600

129,600 = 96,000 + 48,000 x - 168,000

48,000 x = 129,600 - 96,000 + 168,000
201,600
~ 48,000

X=4.2m

La penetracion del automovil en la barrera de tambos es:
X=4.2m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

x1 = 0.5;
F1l = 12000;
X2 = 2;

F2 = 24000;
x3 = 3.5;
F3 = 36000;
x4 =5;

F4 = 48000;
m = 800;
vAkph = 64.8;
VvB = 0;

Ecuacion del trabajo y la energia:

1000 1
VA = vAkph — »« ——
1 3600
- 2 1 2
UFAaB == — mvB® - — mVA
2 2

Calculo del trabajo de la fuerza de frenado, F, por intervalos:

UF@aop5 = F1 x1

UF@a2 = UF@a@p5 + F2 (x2 - x1)
UF@a3p5 = UF@a2 + F3 (x3 - x2)
UF@a5 = UF@a3p5 + F4 (x4 - x3)
UF@ax = UF@a3p5 + F4 (x - x3)
ecl = -UFAaB == UF@ax

respl = Solve[ecl]

xSol = x /. respl[1]
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Ejercicio 50

El vagdn de la figura se esta moviendo hacia los resortes para-choques y en el instante en que
hacen contacto, la energia cinética del vagon es de 1250 J.

El escudo para-choques principal “a” se encuentra conectado a un resorte cuya constante de
rigidez es k; =20 000 %

Los escudos auxiliares “b” estan a 0.30 m detras de “a” y estan unidos a resortes secundarios cuya
constante de rigidez es k, = 10 000 %

Con base en lo anterior, determine:

a) el maximo desplazamiento, dpay, del escudo “a”;

b) el porcentaje de energia absorbida por el resorte principal “a”.
v

a) el maximo desplazamiento, dp,,,, del escudo “a”

Primero, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del vagén:
W

Nrm

Dado que para este caso tanto la fuerza normal como el peso siempre son perpendiculares a la trayec-
toria del vagdn, no desarrollan trabajo.

Por consiguiente, las Gnicas fuerzas que trabajan son las de los resortes.

Entonces, se requiere determinar las deformaciones de los resortes, tanto en el punto inicial como en
un punto intermedio, donde hacen contacto los resortes secundarios, y en el punto final, donde el
vagon se detiene por primera vez, antes de moverse hacia atras debido a la fuerza que ejercen los
resortes deformados.
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En seguida se muestra el diagrama de parametros cinematicos, en este caso deformaciones y veloci-
dades, en los puntos de interés:

$1a=0 81,¢ = dmax
52,3 =0 BQIC = dmax" @33
Va=Vi V=7 ve=0

Con base en los parametros mostrados, se puede calcular el trabajo de las fuerzas que generan los
resortes. Conviene hacer notar que los resortes con constante de rigidez k, Unicamente desarrollan
trabajodeBaC:

ky _ 1
Unac ==5 ki(67 ¢ = 61 4)
ky _ 1
Ugac =5 ka(83 - 63 5)
Posteriormente, se aplica el método del trabajo y la energia:
U§10C+2Ul.‘§20c=§ ng-% mvi
Donde se conoce la energia cinética en el punto A, donde el escudo principal hace contacto con el
vagon:
1
S mv;=1250
Y dado que la rapidez final es cero:
1 -
Smvz=0
Entonces, la ecuacién queda:
‘% kl(dic - 5%,,4) +2 [‘% k2(5§,c - 5%,3)] =0 -1250
Luego de sustituir las expresiones para las deformaciones:
-é (20000) (d?,, - (0)2) +2 [-% (10000) ((dmax - 0-3)2 - (0))] = -1250

-10000 d2,,, - 10000 (d? , 0.6 dimay + 0.09) = —1250
Se multiplican ambos miembros por (-1):

10000 d?., +10000 (d2 ,, -0.6 dmax + 0.09) = 1250

10000 d? , + 10000 d? . — 6000 dypax + 900 = 1250

20000 d?,,, = 6000 dppay + 900 - 1250 = 0

20000 02, - 6000 dpyay — 350 = 0

Se divide toda la ecuacion por (20000):
dz 6000 350 0

max = 20000 ~ M3 20000 _ 20000

2
dmax

- 0.3dmax - 0.0175=0
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Se aplica la formula simplificada del “chicharronero”:

max12= 22 £ /(%) +0.0175

dmax1 = 0.15+ 4/(0.15)% +0.0175
dimax1 = 0.15+ 40.0225 +0.0175
dmax,]_ =0.15+ V0.04

w1 = 0.15+0.2
dmax,l =0.35m

[{}]

El maximo desplazamiento del escudo “a” es:
dmax,l =0.35m.

Para resolver esta pregunta, es suficiente con calcular el trabajo desarrollado por el resorte principal y
compararlo con la energia cinética inicial del vagdn de 1250 J.
Luego de sustituir el valor de la deformacion maxima del resorte principal en la expresion correspondi-

ente:
k
Udac = —é ki(81c - 614)
Uiy = -3 (20000) ((0.35)2 - (0)?)

U, ¢ = 10000 (0.1225 - 0)

U o = -1225J

Entonces, el porcentaje de energia absorbida por el resorte principal “a” es:

ki
% AT, = 22 x100

i

%ATF% x 100

% AT, =98 %%

[{ ]

El porcentaje de energia absorbida por el resorte principal “a” es:
% ATl =98 %.

Resolucion del problema con el empleo de funciones de Mathematica

Datos:

TA = 1250;
k1l = 20000;
Ad = 0.3;

k2 = 10000;
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a) el maximo desplazamiento, dp,,,, del escudo “a”
Parametros cinematicos:

51A = 9;

52B = 9;

61C = dmax

62C = dmax - Ad
vC = 0;

Trabajo desarrollado por las fuerzas de los resortes:

1 2 2
Uk1AaC = - — k1 (51c - 51A )
2

1 2 2
Uk2BaC = - — k2 (5zc - 562B )
2

Aplicacion del método del trabajo y la energia

1
ecl = Uk1AaC + 2 Uk2BaC == — mvC? - TA
2

respl = Solve[ecl]
dmaxSol = dmax /. respl[2]

b) el porcentaje de energia absorbida por el resorte principal “a”

Uk1AaC /. dmax -» dmaxSol
ATl = 100
-TA
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