RN OV AITONGAE 57

S

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS

AVEN"MA DE
MEXICO

COORDINACION DE CIENCIAS APLICADAS
ACADEMIA DE MECANICA

Cuaderno de ejercicios resueltos
Tema 4 — parte 1:

Introduccion a la dinamica de la particula
Elaborado por:
Dra. Gloria Ramirez Romero

M.l Yukihiro Minami Koyama

Todos los derechos reservados. Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México ©
2022. Queda estrictamente prohibidos su uso fuera del ambito académico, alteracion, descarga, difusion o
divulgacion por cualquier medio, asi como su reproduccion parcial o total.



Cuaderno de ejercicios resueltos de Mecanica

Tema 4
Introduccion a la dindmica de la particula, parte 1

Ejercicio 4.1
Se lanza verticalmente un cuerpo con una rapidezinicial de vg =5 ?, hacia arriba, desde una

posicion ubicada a 1.0 m del piso.

Determine las expresiones de la rapidez y la posicion del cuerpo en funcién del tiempo, asi como la
altura maxima que alcanzay el tiempo que transcurre hasta que choca con el piso. Desprecie la fuerza
de friccion viscosa del aire, asi como el efecto del principio de Bernoulli sobre el cuerpo.

Asimismo, dibuje las graficas de la aceleracion, la rapidez y la posicion del cuerpo con respecto al
tiempo, e intreprete dichas graficas con base en el concepto de area bajo la curva.

La metodologia que puede aplicarse para resolver problemas de Dinamica es el siguiente:

1  Dibujar el diagrama de cuerpo libre del objeto de estudio, luego de que ya se haya empezado
a mover. En los problemas iniciales, no se consideraran las fuerzas que producen el
movimiento, sino que se tomara en cuenta las condiciones iniciales que producen.

2 Luego de determinar la representacion vectorial de todas las fuerzas que acttan en el objeto
de estudio, se obtiene la resultante de todas las fuerzas.

3 Con base en la segunda ley de Newton, se plantea la ecuacion que relaciona la resultante de
todas las fuerzas con el producto de la masa por la aceleracion.

Se calcula la aceleracion del objeto de estudio a partir de la ecuacidn anterior.

5  Seplantea la ecuacion diferencial de la aceleracion, que se define como la derivada de la

velocidad con respecto al tiempo, es decir:

F=4dv
dt
a partir de la cual, por medio del método de separacion de variables y de integracion,
considerando como el limite inferior de las integrales definidas las condiciones iniciales
asociadas a cada variable, y como el limite superior las propias variables de integracion, se
obtiene el vector velocidad.
6  Deforma similar al punto anterior, con base en la ecuacion diferencial de la velocidad, que se

define como la derivada de la posicidn con respecto al tiempo, cuya expresion es:

—_dr
v=—
dt

se obtiene el vector de posicidn del objeto de estudio.
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1  Eldiagrama de cuerpo libre es el siguiente:

!

2 Larepresentacion vectorial del peso es:

W={0,-mg}

3 Conbaseen lasegunda ley de Newton, se plantea la siguiente ecuacion vectorial:
W=ma

donde:
a={ay, a,}

Sustituyendo los vectores conocidos:
{0, -mg} = m{ay, a,}
4 De laecuacion anterior, se obtienen las siguientes expresiones escalares:
0=may
-mg=ma,
de donde se obtiene que:
a,=0
a,=-g
Por consiguiente:
a={0, -g}
5  Luego, se planteay resuelve la ecuacion diferencial de la aceleracion:
dv

a=4r
dt

de donde:
adt=dv
{0,-g}dt=dv
jtta{e, -g}dt=[dv
En la expresion anterior, t, es el tiempo inicial, usualmente CERO, y v, es el vector de velocidad
inicial. Con base en el enunciado del problema, se puede establecer que dicho vector es:
Vo=10,5} 2
Al resolver las integrales de la expresion correspondiente, queda que:
{0,-ght15=V1p,5
{0, -g} t- {0, -g} (0) =Vv - {0, 5}
{0,-gt}=v-{0, 5}
v={0,-gt}+{0, 5}
v={0,-gt+5}

La expresion de la velocidad del cuerpo, en funcion del tiempo, es:
v={0,-9.81t+5}.
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6 Y porultimo, se resuelve la ecuacion diferencial de la velocidad:
v=4I
dt
de donde:
vdt=dr
{0,-gt+5}dt=dr
jtte{e, -gt+5) dt=[Tdr¥

En este caso, la posicion inicial es 1 m arriba del piso, que se considera que tiene una ordenada nula.
Por consiguiente la posicion inicial, 7 es:
ro=1{0,1} m
De donde:
(e, -gt+5) dlt:j;)l}le
Luego de resolver las integrales anteriores:
{0,-5 9 +5815=F1f
{0,-5 gt +5t}-{0,-3 g 0> +5(0)}=7-{0, 1}
F={0,-3gt?+5t+1}

La expresion de la posicion del cuerpo en funcion del tiempo es :
7 ={0,-4905¢+5¢t +1}

Para obtener la altura maxima que alcanza el cuerpo, es necesario obtener el valor del instante de
tiempo en el que alcanzd una velocidad nula, debido a que es justamente en dicho instante cuando la
velocidad, que cuando sube es positiva, disminuye hasta que se hace cero y luego se hace

negativa cuando empieza a bajar, por tanto, justo cuando es cero es cuando cambia el sentido de su
movimiento.

También puede explicarse como un problema de maximos y minimos, para lo cual es necesario derivar
la expresion de la posicion, que resulta ser la rapidez que es la magnitud de la velocidad, e igualarla a
cero.

Alinstante de tiempo en el que alcanza su altura maxima se le denomina tiempo critico, ti:
v={0, 0}
{0,-9.81t+5}={0, 0}
-9.81t+5=0

9.81t=5

5
t=—>
9.81

t=0.509684 s
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Por tanto, la altura maxima que alcanza el cuerpo se obtiene al sustituir el tiempo critico en la
expresion de la posicion:

r={0,-4.905t*+5t+1}

Yimax = -4.905 t24 + 5 teqp + 1

Vmax = -4.905 (0.509684)2 + 5 (0.509684) + 1

Vimax = -4.905 (0.259778) +2.5484 + 1

Vmax = -1.2742 +2.5484 + 1

Venax = 2.2742m

El cuerpo alcanza una altura maximade:
Ymax = 2.2742 m.

Para determinar el tiempo que transcurre hasta que choca con el piso, simplemente se resuelve la
ecuacion de la posicion vertical cuando es igual a cero:

y=-4905t>+5t+1

0=-4.905t*+5t+1

Luego de normalizar la ecuacion, se obtiene:
-4.905 t2+ 5 t+ 1 — 0
-4.905 -4.905 -4.905 -4.905

t*-1.01937 t-0.203874=0
Se aplica la formula para la resolucién de ecuaciones cuadraticas simplificada, cona=1:

b b\2
== 4 - —_
thp=-3 % (2) o

t, = 1.012937 + \/(1.012937 )2 +0.203874

t1,=0.509685 * /0.5096852 + 0.203874
t;5=0.509685  4/0.259779 + 0.203874

t1,=0.509685 + 4/0.463653

t;,=0.509685 £ 0.680921

Dado que la raiz negativa no tiene interpretacion fisica:
t; =0.509685 + 0.680921
t; =1.190606 s

El tiempo que transcurre hasta que el cuerpo choca con el piso es:
t; =1.190606 s.
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Las graficas de la aceleracion, la rapidez y la posicion del cuerpo con respecto al tiempo son las
siguientes:

tl = 1.190606;
aysSol = -9.81;

Plot[aySol, {t, ©, t1}, AxesLabel -» {t, ay}, PlotLabel -» "ay = -9.81"]
vySol = -9.81t +5;
Plot[vySol, {t, @, t1}, AxesLabel -» {t, vy}, PlotLabel -» "vy = -9.81 t + 5"]

ySol = -4.905t% + 5t +1;
Plot[ySol, {t, 9, t1}, AxesLabel -» {t, y}, PlotLabel » "y = -4.905 t2+ 5t + 1"

ay = -9.81

ay

[ n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 t

8 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2
_5 [
-10F
_15 [
20+
vy=-981t+5

vy
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y=-4905t+5t+1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Se puede verificar que, debido a que la aceleracion, ay, es la derivada de la rapidez, v,, con respecto al

tiempo, t, y la rapidez es la derivada de la posicidn, y, con respecto al tiempo, la rapidez se puede
obtener como el area bajo la curva de la aceleracidn, ya que es la interpretacion geométrica de la
integral y, de forma similar, la posicion se puede obtener como el drea bajo la curva de la rapidez.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

g =9.81;
vecVe = {0, 5};
to = 0;

vecA = {ax, ay}
vecV = {vx, vy}
vecR = {x, y}
vecRo = {0, 1};

Suma de fuerzas que acttan en el cuerpo:

W= {0, -mg}
SumaF = W

Con base en la Segunda ley de Newton:
ecl = SumaF == m vecA
Se obtiene la aceleracion:

respl = Solve[ecl, vecA]

vecASol = vecA /. respl[1]
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Dado que vecASol = %’, vecASol dt = dv, por consiguiente:

ecV t
ec2 = Jw dv == J vecASol dt
vecVo to

resp2 = Solve[ec2, vecV]
vecVSol = vecV /. resp2[1]

Asimismo, como vecVSol = %;, entonces vecVSol dt = dr, de donde:

vecR t
ec3 = J dR == j vecVSol dt
vecRo t0

resp3 = Solve[ec3, vecR]

vecRSol = vecR /. resp3[1]

Para determinar la altura maxima que alcanza, se obtiene el instante de tiempo en el que la
velocidad del cuerpo es nula:

ec4 = vecVSol == {0, 9}
resp4 = Solve[ec4, t]

tcrit = t /. resp4[1]

El tiempo critico obtenido se sustituye en la componente en y del vector de posicion vecRSol:

ymax = vecRSol[2] /. t » tcrit

Se calcula el tiempo en el que la pelota choca con el piso cuando y = 0:

ec5 = vecRSol[2] == ©
resp5 = Solve[ec5]

t1Sol = t /. resp5[2]

| 7

Dibujo de las graficas de la magnitud de la aceleracion, ay, de lacomponente de la velocidad eny, v,

y de la posicion vertical del cuerpo, y, desde que inicia el movimiento hasta que choca con el piso:

Plot[vecASol[2], {t, @, t1}, AxesLabel -» {t, ay}]

Plot[vecVSol[2], {t, @, t1}, AxesLabel -» {t, vy}]

Plot[vecRSol[2], {t, @, t1}, AxesLabel -» {t, y}]
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Ejercicio 4.2

Un lanzador profesional de béisbol lanza verticalmente y hacia arriba, una pelota que tiene una masa
aproximada de 0.2 kg desde el suelo.

Si la rapidez inicial que le imprime el lanzador a la pelota es vy = 40 m/s (90 mph), determine la
distancia que ésta recorre en 6 segundos.

Desprecie la fuerza de friccion viscosa del aire, asi como el efecto del principio de Bernoulli sobre

la pelota.

Para este problema, luego de que fue lanzada la pelota, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

y ng
[
La representacion vectorial del peso es:

W = {01 _mg}
que en este caso es la fuerza resultante.

Con base en la segunda ley de Newton, se obtiene la siguiente ecuacién vectorial:

W=ma
donde:
a={ay, a,}

Sustituyendo los vectores conocidos:
{0: 'mg} =m {GX: ay}
De la ecuacion anterior, se obtienen las siguientes expresiones escalares:
0=may
-mg=ma,
a,=0
a,=-g
Por consiguiente:
a={0,-g}
Luego, se plantea y resuelve la ecuacion diferencial de la aceleracion:
9= 4
de donde:
adt=dv
{0,-g}dt=dv
jtta{e, -g}dt=[av
En la expresion anterior, t, es el tiempo inicial, usualmente CERO, y v, es el vector de velocidad
inicial. Con base en el enunciado del problema, se puede establecer que dicho vector es:
Vo ={0,40} %
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Al resolver las integrales de la expresion correspondiente, queda que:
{0,116 =V 10,40
{0, -g} t- {0, -g} (0) =Vv - {0, 40}
{0,-gt}=v-{0, 40}
v={0,-g t} +{0, 40}
v={0,-gt+40}

La expresion de la velocidad del cuerpo, en funcion del tiempo, es:
v={0,-9.81t+40}.

Y por ultimo, se resuelve la ecuacion diferencial de la velocidad:
v=a
dt
de donde:
vdt=dr
{0,-gt+40}dt=dT

jtte{e, _gt + 40} dlt=fgle

Usualmente se establece como posicion inicial el origen:
(e, -gt+4e) dlt:J{Fe)e}le

Luego de resolver las integrales anteriores:
{0,-5 gt +401}1§ =1 o,
{0,-3 gt +40t}-{0, -3 g 0% +40 (0)} =7 - {0, 0}
7={0,-3 g2 +401)

La expresion de la posicion del cuerpo en funcion del tiempo es :
7 ={0,-4.905¢+40¢}

Como puede observarse, cuando el movimiento es rectilineo y se hace coincidir uno de los ejes del
marco de referencia con el movimiento del cuerpo de estudio, Gtnicamente una de las componentes de
la aceleracion, velocidad y posicidon es diferente de cero, en este caso las componentes en y:

a,=-g

v, =-gt+40

y= —% gt?+40t

Por facilidad y economia de escritura, cuando el movimiento sea rectilineo, se establecerany
resolveran ecuaciones escalares, sin perder de vista que en realidad se estdn manejando vectores.

Ahora, para resolver el problema, en este caso particular se puede obtener la posicion parat=6s:
y(t=6)= —g (9.81) 62 + 40 (6)
y(t=6)=-4.905 (36) + 240
y(t=6)=-176.58 + 240
y(t=6)=63.42m
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Este resultado seria la distancia recorrida si para dicho tiempo el cuerpo esta subiendo, es decir, la
componente eny de la velocidad es positiva:

v, (t=6)=-9.81 (6) + 40

vy (t= 6) =-58.86 + 40

v, (t=6)=-18.86 %’
Dado que el resultado es negativo, esto indica que el cuerpo va bajando. Esto quiere decir que primero
alcanzo su altura maximay posteriormente empez6 a bajar. Entoces, es necesario determinar cuando
alcanzo su altura maxima, que corresponde al instante en que su velocidad es ceroy que se le
denomina tiempo critico, t:

v, =0

-9.81¢t, 4 +40=0

9.81 tit = 40

t .= 4_0
crit 9.81

tait =4.077s
Por tanto, la altura maxima se obtiene al sustituir el tiempo critico en la expresion de la posicion:
Vimax = -4.905 2 + 40 te
Vmax = -4.905 (4.077)? + 40 (4.077)
Ymax = -4.905 (16.6258) + 163.0989
Ymax = -81.5494 + 163.0989

Yenax = 81.5495 m

La pelota alcanza una alturamaxima

Yiax = 81.55m.
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En la siguiente figura se muestra graficamente lo que ocurre con la posicion de la pelota. Inicia su
movimiento en el suelo, y, =0, alcanza su altura maxima, ymay = 81.55 m, en el instante

teit =4.077 s,y baja hasta que t; = 6, cuando su posicion es y; = 63.42 m.

tcm=4.077s T .YmaX:8]55m —
dy, =1813 m
t3=6s T y3 =6342m
d;, =81.56 m
tO:OS -4 y,=0m |

Por consiguiente, la distancia recorrida por la pelota es lo que subié hasta la altura maxima,
d, =81.55m, mas lo que bajé hastat=6s, que es d, = Ymax - Va:

d, =81.55-63.42

d,=18.13m

distRecorrida=d; +d,

distRecorrida=81.55+18.13

distRecorrida=99.68 m

La distancia recorrida por la pelota de béisbol en 6 segundos es:
distRecorrida =99.68 m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
m=0.2;
g = 9.81;

vecRo = {0, 0}
vecVo = {0, 40};
t3 =6;

vecA = {ax, ay}
vecV = {vx, vy}
vecR = {x, y}
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Suma de fuerzas que acttan en el cuerpo:

W= {0, -mg}
SumaF = W

Con base en la Segunda ley de Newton:
ecl = SumaF == mvecA
Se obtiene la aceleracion:

respl = Solve[ecl, vecA]

vecASol = vecA /. respl[1]

Dado que vecASol = %’, vecASol dt = dv, por consiguiente:

vecV t
ec2 = J- dv == J- vecASol dt
vecVo 0

resp2 = Solve[ec2, vecV]

vecVSol = vecV /. resp2[1]

Asimismo, como vecVSol = :%;, entonces vecVSol dt = dr, de donde:

vecR t
ec3 = J- dR == j vecVSol dt
)

vecRo

resp3 = Solve[ec3, vecR]

vecRSol = vecR /. resp3[1]

Para determinar la altura maxima que alcanza, se obtiene el instante de tiempo en el que la
velocidad del cuerpo es nula:

ec4 = vecVSol == {0, 0}
resp4 = Solve[ec4d, t]

tcritico =t /. resp4[1i]
El tiempo critico obtenido se sustituye en la componente en y del vector de posicion vecRSol:

ymax = vecRSol[2] /. t » tcritico
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Se calcula la posicion de la pelota cuando t; =6 s:
y3 = vecRSol[2] /. t » t3
Se calcula la distancia recorrida como la suma de lo que subié la pelota mas lo que bajé:

distRecorrida = ymax + (ymax - y3)
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Ejercicio 4.3

En la figura se muestra un bloque que se suelta en A del reposo sobre el plano inclinado.
Si el coeficiente de friccion cinética entre el bloque y el plano inclinado es py = 0.25, determine la
rapidez del bloque en el instante en que éste bajé 2 m.

Longitudes, en m

Diagrama de cuerpo libre del bloque:

Nrm Fr

X

Nota: con base en el teorema de angulo entre perpendiculares, se puede verificar que el angulo que
forma la horizontal con el plano inclinado es igual al angulo que forma la vertical con la normal a dicho
plano inclinado.

Representacion vectorial de las fuerzas:
Nrm = {0, magN}
Fr ={-magFr, 0}

4

W=meg{z,-;

La resultante, o suma de fuerzas, es:
R=Nrm+Fr+W
R ={0, magN} + {-magFr, 0}+{§ mg, —g m g}
R ={-magFr + g m g, magN —15‘ m g}

Se sustituye en la ecuacion de la segunda ley de Newton:
R=ma

En este caso, el vector aceleracion sélo tiene componente en x:
a={ay, 0}

Entonces, la ecuacion queda:
{-magFr + g m g, magN —g m g} =m {ay, 0}

De la ecuacion vectorial anterior se pueden establecer las siguientes expresiones escalares:
—magFr+§ mg=m ay

magN —15‘ mg=0
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De la segunda ecuacion se obtiene:
magN = g mg

La magnitud de la fuerza de friccidn cinética, magFr, puede obtenerse como:
magFr = u, magN

Por consiguiente, sustituyendo el valor de la magnitud de la normal:
magFr = 151' mg
magFr=0.25 15‘ mg
magFr=0.2mg

Entonces, si se sustituye el ultimo valor en la primera ecuacion escalar:
-0.2mg+0.6mg=ma,
ma,=04mg
a,=04¢g
a,=3.924 g

A partir del valor de la aceleracion, con base en su definicion puede obtenerse la rapidez del bloque:
_dvy

Ox= "t
adt=dv,
3.924dt=dv,

Jjo3.924d/t:jvv:ed1vx

Para este problema las condiciones iniciales son que cuando inicia el movimiento del cuerpo en el
instante t; =0, el bloque se suelta del reposo, es decir, v, =0 %, por lo cual:

t _ [ Vx
[;3:924dt= [ dv,

3.924t]8 = v, ]¢"
3.924t-0=v,-0
v, =3.924t

A partir de la rapidez en x, v,, se puede obtener la posicion x, con base en la definicion de rapidez:
= ax

T dt

vedt=dx

3.924tdt=dx

J33.924tdt=[*dx
]

Vx

donde la posicidn inicial se establece en x, = 0:
2
3.924% 18 =x1%
1.962t*-0=x-0
x=1.962 t?
Puede calcularse el tiempo que transcurre para que el bloque recorra x; =2 m:
Xr=1.962 t?
2=1.962t
1.962 t2=2
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2
1.962

t2=1.0194

tr= y1.0194

tr=1.0096 s

2:
f

Y en ese instante, se puede calcular la rapidez a la que se mueve el bloque:
Vyr=3.924 tf
Vs =3.924 (1.0096)
Vys=3.9618 7

La rapidez del bloque en el instante en que éste bajo 2 m es:
Vys =3.9618 2.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

uk = 0.25;
xf = 2;
g = 9.81;

Representacion vectorial de las fuerzas:

Nrm = {@, magN}
Fr = {-magFr, 0}

il

Calculo de la resultante
R =W+Nrm+ Fr
Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecl=R=ma
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La aceleracion sélo tiene componente en x:

a = {ax, 9}
magFr = puk magN
respl = Solve[ecl, {ax, magN}]

axSol = ax /. respl[1]

dvx
Dadoqueax = d—, dvx = axdt, entonces:
t

X t
ec2 = Jw dvx == J axSol dt
(2] (%]

resp2 = Solve[ec2, vx]

vxSol = vx /. resp2[1]

dx
De forma similar, vx = d—, por tanto dx = vxdt, integrando ambos miembros queda:
t

X t
ec3 = f dx == j vxSol dt
) )

resp3 = Solve[ec3, x]

xSol = x /. resp3[1]
Cuando el bloque recorrié 2 m, en tiempo transcurrido sera:

ecd4 = xSol == xf
resp4 = Solve[ec4]

tSol = t /. resp4[2]
Se sustituye el tiempo obtenido en la expresion de la rapidez vx:

vf = vxSol /. t » tSol
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Ejercicio 4.4

Problema 13-17, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dinamica, 87 edicion, Pearson,
Prentice Hall, p. 116.

La rapidez del carro deportivo de 3,500 lb esta graficada sobre el periodo de tiempo de 30 s. Grafique la
variacion de la fuerza de traccion F necesaria para producir el movimiento.

v (pies/s)

80

60

t(s)
10 30
Con base en la definicion de aceleracidn:
_dv
A=

Se puede obtener la aceleracion del automévil deportivo derivando la funcién de la rapidez mostrada
en la figura anterior, la cual, dado que la grafica estd integrada por dos rectas y la

interpretacion de la derivada es la pendiente de la tangente, la pendiente de dichas rectas sera la
derivada buscada.

En elintervalode 0<t<10:

_ 60-0
91~ 0
o f
01—6§
Y enelintervalode 10 <t <30:
_ 80-60
927 3510
20
02:_

20
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Grafica de la aceleracion del automdvil deportivo con respecto al tiempo

a (ft/s2)

6

L—¢(s)
10 30

Ahora, con base en la segunda ley de Newton, la fuerza de traccion se puede obtener como el
producto de la masa del automévil deportivo multiplicada por la aceleracion.
Dado que el peso de dicho automdvil es de 3,500 lb, se puede calcular su masa luego de dividir dicha
cantidad por la aceleracién del campo gravitatorio terrestre:
m=%
g
= 3500
322

m = 108.6957 slug
Por consiguiente, la fuerza de traccidn, en elintervalode 0 <t < 10es:
Fi=ma;
F; =(108.6957) (6)
F,=652.1739 |b
Y en elintervalo de 10 <t < 30:
F=ma,
F, =(108.6957) (1)
F, =108.6957 b

Grafica de la fuerza de traccion del automovil deportivo con respecto al tiempo
F )
652.2

108.7 1
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Ejercicio 4.5

Problema 1.1, Serrano, Franco y Minami, Cuaderno de ejercicios de Dinamica,
UNAM, Facultad de Ingenieria, p. 6.
El bloque de la figura se suelta desde el reposo, sobre el plano inclinado y rugoso; después de soltarlo,

se observa que la magnitud de la rapidez que adquiere justo al llegar a la parte inferior de dicho plano
esde2.45 ?; para estas condiciones, determine:

a) el coeficiente de friccion cinética entre las superficies en contacto; y
b) eltiempo que tarda en llegar al extremo inferior del plano.

2m

Diagrama de cuerpo libre después de soltar al bloque:
30°

Fr
Nrm

Representacion vectorial de las fuerzas:
Fr={-magFr, 0}
Nrm = {0, magN}
W ={m g Sin [30°], -m g Cos [30°]}
Aplicacion de la segunda ley de Newton:
R=Fr+Nrm+W
R ={-magFr, 0} + {0, magN} + {m g Sin [30°], -m g Cos [30°]}
R ={-magFr+m g Sin [30°], magN - m g Cos [30°]}
R=m/{ay, 0}
{-magFr+m g Sin [30°], magN - m g Cos [30°]} = m {a,, 0}
De la expresion vectorial anterior se pueden establecer las siguientes ecuaciones escalares:
-magFr+ m g Sin [30°] =m a,
magN-m g Cos [30°]=0
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De la segunda ecuacion se obtiene que:
magN =m g Cos [30°]
es decir:
magN =0.866m g
Dado que la magnitud de la fuerza de friccion es:
magFr = u, magN
magFr=p, 0.866 mg
Luego de sustituir lo anterior en la primera ecuacion se tiene lo siguiente:
-0.866xmg+0.5mg=ma,
(0.5-0.866 L) mg=ma,
Se divide ambos miembros por m:
(0.5-0.866 ) g=ay
Dicho valor de magnitud de aceleracidn es constante, ya que tanto g como py son constantes.
Con base en lo anterior, se puede obtener la rapidez en x aplicando su definicion como derivada de la
componente de la aceleracion en x con respecto al tiempo:

= IV

X dt
adt=dv,
(0.5-0.866 ) gdt=d v,
jtte (0.5 - 0.866 L) gdltzjj;xdlvx

En el enunciado del problema se establece que el bloque se suelta desde el reposo, por
consiguiente la rapidez inicial vo , = 0, y se establece que el tiempo inicial t, = 0 para simplificar la
resolucion del problema:

[, (8.5-0.866 1) gdt= [ “dvy

(0.5-0.866 1) gt15 = vy 1o

(0.5-0.866 ) gt-(0.5-0.866 L) g (0)=v,-0
de donde:

vy =(0.5-0.866 L) gt

Dado que se desea relacionar la rapidez final vs = 2.45 % en el instante en que el bloque haya

llegado a la parte inferior del plano, que esta a 2 m hacia abajo en sentido del movimiento, se requiere
obtener la expresion de la posicidn del bloque, lo que puede realizarse con base en la definicion de la

posicion x como la derivada de la rapidez en x con respecto al tiempo:
— dx
dt

vidt=dx
(0.5-0.866 ) gtdt=dx
Jo (0.5-0.866 1) gt dt=["dx

Vx

Para facilitar la resolucion del problema se establece como posicidn inicial xy = 0:
[, (8.5-0.866 1) gtdt= [ dx
(0.5 - 0.866 ) —; gt?1b=x]%

(0.5-0.866 1) g t* - 5 (0.5-0.866 1) g 0> =x- 0

1
2
X= % (0.5 - 0.866 1) g t*
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Para determinar el instante en que el bloque llega a la parte inferior del plano, se sustituye x por 2:
2=2(0.5-0.866 1) g t7 (1)

Instante en el cual el bloque tiene una rapidez de 2.45 %, valor que puede sustituirse en la

expresion de la rapidez:

2.45=(0.5-0.866 ) g tf
Se multiplica la expresion anterior por% ts:

% tr (2.45) = % tr (0.5-0.866 ) g tr

1.225t=+ (0.5- 0.866 1) g t7 )
Dado que el miembro derecho de las ecuaciones 1y 2 son iguales, se pueden igualar los miembros
izquierdos:

2=1.225¢
de donde:

= —2_

f~ 1225

t=1.632653s
Finalmente, se sustituye dicho valor de tiempo en la expresion de la rapidez para obtener el valor del
coeficiente de friccion cinética:

2.45=(0.5-0.866 ) g t;

2.45=(0.5-0.866 yy) g (1.632653)

0.5 - 0.866 pj = ——=2

1.632653 (9.81)

_ 2.45
0.866 1= 0.5 - 150537

0.866 iy = 0.5 - 0.152967
_ 0.347033
Hk = —5 866

U =0.4

El coeficiente de friccidn cinética entre las superficies en contacto es:
Uk =0.4

y el tiempo que tarda en llegar al extremo inferior del plano es:
tr=1.632653s.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

xf = 2;
vf = 2.45;
g =9.81;
to = 0;
VO = 0;
X0 = 0;
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Representacion vectorial de las fuerzas:

Fr = {-magFr, 0}
Nrm = {@, magN}
W={mgSin[30°], -mgCos[30°]}

Segunda ley de Newton:

R =Fr+Nrm+NW

ecl =R ==m {ax, 0}

magFr = uk magN

respl = Solve[ecl, {ax, magN}]

axSol = ax /. respl[1]

Expresion de la rapidez en x, dado que axSol = %‘, axSol dt=d vx, por tanto:
t X
ec2 = J axSol dt == f dvx
to Vo
resp2 = Solve[ec2, vx]
vxSol = vx /. resp2[1]
dx

Expresion de la posicion x, dado que vxSol = ==, vxSol d t = d x, por tanto:

t X
ec3 = J vxSol dt == I dx
to X0

resp3 = Solve[ec3, Xx]

dt’

xSol = x /. resp3[1]
Calculo del coeficiente de friccion cinética y el tiempo transcurrido:

ec4 = vxSol == vf
ec5 = xSol == xf
resp5 = Solve[{ec4, ec5}]

ukSol = pk /. resp5[1]
tfSol = t /. resp5[1]
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Ejercicio 4.6
Problema 13-4, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dinamica, 109 edicion, Pearson,
Prentice Hall, p. 113.

La vagoneta viajaa 20 kTm cuando el acoplamiento del remolque en A falla. Si la masa del remolque es

de 250 kg y recorre 45 m antes de detenerse, determine la fuerza horizontal constante F creada por la
friccion de rodamiento que hace que el remolque se detenga.

20 km/h

Nota:
Se modificé el sentido de movimiento original del remolque con objeto de facilitar la obtencién de los

vectores que representan las fuerzas que actan en él.

Primero, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del remolque, después de que fallé el acomplamiento

L
w
X

con la vagoneta.

Nrm
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La representacion de dichos vectores es la siguiente:
F ={-magF, 0}
Nrm = {0, magN}
W=1{0,-mg}
Se obtiene la fuerza resultante:
R=F+Nrm+W
R ={-magF, 0} + {0, magN} + {0, -m g}
R ={-magF, magN - m g}
Se aplica la segunda ley de Newton:
R=m{a,, 0}
{-magFr, magN - m g} = m {a,, 0}
Se plantean y resuelven las ecuaciones escalares que se obtienen de la expresion anterior:
-magF=m a;,
= _magk

X

m
magF

ay=-
a, =-0.004 magF
magN-mg=0
magN=m g
magN =250 (9.81)
magN =2452.5N

Con base en la regla de la cadena del calculo diferencial, que corresponde a la derivada de una
funcion compuesta o funcién de funcién, dado que la rapidez, v,, es funcion del tiempo al igual que la
posicion, x, es posible establecer a la rapidez en funcién de la posicion si se despeja la variable tiempo
de una de las dos expresiones y se sustituye en la otra.

Por consiguiente, la aceleracion puede escribirse de la siguiente manera, considerando la idea
anterior mencionada:

_dvy
%= 3¢
= dvy dx
X dx dt
Dado que la definicion de rapidez es:
= dx
x= a4t
al sustituirla en la expresion previa queda que:
_ dv,
ay = T; X
que puede escribirse como:
=y d%
a)( X dx

Para la resolucion de este problema, conviene emplear esta definicion alternativa para resolver la
ecuacion diferencial de la aceleracion:
a, =-0.004 magF

dv, _

vy — =-0.004 magF
dx
vy d v, =-0.004 magF d x
[ vy dvy = [ -0.004 magF dx
Xe

Vo,x
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Las condiciones iniciales son:
Xo = 0
Vou =20 X1

Se requiere convertir esta rapidez de manera que sus unidades sean ? de la siguiente manera:

km 1h 1000 m
Voy =20 /4= x — x —=
0, =20 h " 3600s © 1km
_ 20000 m
0X ™ 3600 s

Vox = 5.5556 {

Dado que la magnitud de la fuerza F y la masa m son constantes:
X —_ X
E,5556Vx dvy = |, -0.004 magF dx
: V7 ] &isss6 = —0.004 magF x |

v2 -3 555562 = ~0.004 magF x - [ "2 (0)]
v; - 5 30.8642 = -0.004 magF x

NI NIR N

Se multiplica por dos ambos miembros:
vZ - 30.8642 = -0.008 magF x

Dado que cuando se detiene el remolque su rapidez es CERO, puede sustituirse en esta Gltima
expresion el valor de v, =0 para x =45 m, que es la distancia que recorre hasta que se detiene:
02 - 30.8642 = —0.008 magF (45)

0.36 magF =30.8642
30.8642
0.36

magF =85.7339 N

magF =

La magnitud de la fuerza F que hace que el remolque se detenga es:
magF =85.7339 N.

Este problema también puede resolverse si se obtiene la rapidez, v,, en funcion del tiempo, y a
partir de su expresion, la posicidn, también en funcidn del tiempo, que como podra observarse, el
procedimiento es mas largo:

ay =-0.004 magF

4% = _0.004 magF
dt

d v, =-0.004 magF dt
jvv(:xdlvx = LZ—O.OOZL magF dt

Dado que las condiciones iniciales son v , = 5.5556 % paraty=0s:

Lo dVx = [ ~0.004 magF dt

Vx Js'sss6 = -0.004 magF t g
Vy - 5.5556 = -0.004 magF t - [-0.004magF (0)]
vy =-0.004 magF t + 5.5556
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Luego de aplicar la definicion de rapidez:
= dx

T oat

£ =-0.004 magF t + 5.5556

d x =(-0.004 magF t + 5.5556) d' t
jxxadlx:j:o (-0.004 magF t + 5.5556) dt

Vx

Las condiciones iniciales son x, =0 m parat;=0s:
[fdx=[7(-0.004 magF t +5.5556) dt
x I§ = (-0.004 magF % t2+5.5556 t) I}
x - 0=-0.002 magF t* + 5.5556 t - [(-0.002 magF (0)? + 5.5556 (0)]
x =-0.002 magF t? +5.5556 t

Puede calcularse el tiempo que transcurre para que el remolque se detenga, t¢, instante en el cual su
rapidez es CERO:

vy =-0.004 magF tf + 5.5556

0=-0.004 magF t; + 5.5556

0.004 magF tf = 5.5556
5.5556

0.004 magF

_ 1388.89

B magF

tr=
f
Dado que el remolque recorre 45 antes de detenerse:

x =-0.002 magF t? +5.5556 t
45 =-0.002 magF t? + 5.5556 t;

45=-0.002 magF (122 )2 +5.5556 (122

mag magF

1929012 7716.05
45=-0.002 magF (12292) ; Lo
magF magF
45 = — 3858.02 + 7716.05
magF magF
45 = 3858.03
magF
magF _ 3858.03

45
magF =85.7339 N

gue es exactamente el mismo resultado obtenido anteriormente.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
to = 0;
X0 = 0;
1000
VOX = 20 « ——
3600
m = 250;
g =9.81;
xf = 45;
vf = 0;

Representacion vectorial de las fuerzas:

F = {-magF, 0}
Nrm = {0, magN}
W= {eJ _mg}

Calculo de la resultante y aplicacion de la segunda ley de Newton:

R=F+Nrm+W
ecl =R ==m {ax, 0}
respl = Solve[ecl, {ax, magN}]

axSol = ax /. respl[1]

Dado que axSol = vx ‘fT‘;X, axSol d x = vx d vx, por tanto:

X VX
ec2 = J‘ axSol dx == J vx dvx

X0 vOx

resp2 = Solve[ec2, magF]

magFfun = magF /. resp2[1]

El remolque recorre 45 m antes de detenerse, por tanto:

magFSol = magFfun /. {x » xf, vx » vf}
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Segundo procedimiento, dado que axSol = %‘, axSoldt=dvx:

t X
ec3 = J axSol dt == f dvx
to 'VOX

resp3 = Solve[ec3, vx]
vxSol = vx /. resp3[1]

Con base en la definicién de rapidez, vxSol = 2, por lo cual vxSol d t = d x:

dt’
t X
ecqd = J vxSol dt == f dx
to X0

resp4 = Solve[ec4, x]

xSol = x /. resp4[1]

Dado que el remolque recorre 45 m antes de detenerse, se puede establecer el siguiente sistema de
ecuaciones, del cual se obtiene la solucién buscada:

ec5 = vxSol == vf
ec6 = xSol == xf
resp6 = Solve[{ec5, ec6}]

magFSol = magF /. resp6[1]
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Ejercicio 4.7

Problema 1.2, Serrano, Franco y Minami, Cuaderno de ejercicios de Dinamica,
UNAM, Facultad de Ingenieria, p. 6.

Una fuerza de magnitud y orientacion constantes actda sobre el bloque que se muestra en la figura; si
la resultante que actia sobre el bloque tiene una magnitud de 4 N, se sabe que le produce una
aceleracion de 2.18 ;—': hacia la derechay el coeficiente de friccion entre las superficies en contacto

vale 0.4, determine:
a) lamagnitud de la fuerza P;y
b) el pesodel cuerpo.

AU OO U N VY

Lo primero que se requiere es el diagrama de cuerpo libre del bloque:

o

Fr ={-magFr, 0}

rm = {0, magN}

={0, -magW}

:{15‘ magP, —g magP}

=Fr+Nrm+W+P

={-magFr, 0} + {0, magN} + {0, -magW} + {g magP, —g magP}

ol o ol 5|z

R ={-magFr+ g magP, magN - magW —% magP}
Con base en la segunda ley de Newton:
R=m/{ay, 0}
{-magFr+ g magP, magN - magW —g magP}={m a,, 0}

{4,0}={m a,, 0}
{4,0}={m (2.18), 0}

4=2.18m
4

T 218
m = 1.8349 kg
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A partir de este valor se puede obtener el peso del cuerpo:
magW=mg
magW = 1.8349 (9.81)
magW =18 N

La magnitud del peso es:
magW =18 N.

Para obtener la magnitud de P, es necesario calcular previamente la magnitud de la fuerza de
friccion. Dicha magnitud se puede calcular como:

magFr = u, magN
Para determinar la magnitud de la fuerza normal, se resuelve la ecuacién de la componente eny de la
resultante:

magN - magW —g magP =0

magN =18 + 0.6 magP
Por consiguiente:

magFr=0.4 (18 + 0.6 magP)

magFr=7.2+0.24 magP
Se sustituye esta expresion en la ecuacion de la componente en x de la resultante:

-magFr + 15‘ magP =4

-(7.2+0.24 magP) + 0.8 magP =4

-7.2-0.24 magP + 0.8 magP =4

0.56 magP=4+7.2

11.2
magP = 0
magP =20 N

La magnitud de la fuerza aplicada al bloque, P, es:
magP =20 N.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

magR = 4;
ax = 2.18;
uk = 0.4;
g =9.81;

Representacion vectorial de las fuerzas:

Fr = {-magFr, 0}

Nrm = {0, magN}

W= {0, -magh}
4 3

P=magP{;, _E}

Magnitud de la fuerza de friccion y del peso:

magFr = puk magN
magWh =mg

Magnitud de la resultante:

R = {magR, 0}
ecl=R=Fr+Nrm+W+P

Segunda ley de Newton:

ec2 =R =m {ax, 0}
resp2 = Solve[{ecl, ec2}]

mSol =m /. resp2[1]
magh /. m » mSol
magPSol = magP /. resp2[1]
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Ejercicio 4.8

Problema .9, Serrano, Franco y Minami, Cuaderno de ejercicios de Dindamica,
UNAM, Facultad de Ingenieria, p. 10

Un bloque se lanza sobre un plano inclinado y rugoso, tal como se muestra en la figura; si después de
haber transcurrido 1.18 s, contados desde el momento en que fue lanzado, el bloque vuelve a pasar de
regreso por la posicion inicial y y= 0.4 entre las superficies en contacto, determine:

a) larapidezinicial vy, y

b) la altura maxima que alcanza.

h max

Ante todo, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del bloque, después de que fue lanzado y esta
moviéndose hacia arriba:

Frg

Nrm

Representacion vectorial de las fuerzas que acttan sobre el bloque; se emplea el subindice S para
denotar que es en el intervalo de subida:
Frs = {-magFrg, 0}
Nrm = {0, magN}
=7 _ 4 3
W—{—g mg, —gmg}
La resultante de las fuerzas aplicadas al bloque es:
Rs=Frs+Nrm+W
Rs ={-magFrs, 0} + {0, magN} + {—:—;' mg, —g mg}
Rs ={-magFr; - isl m g, magN - g m g}
Se aplica la segunda ley de Newton:
Rs=mas
{-magFr - i; m g, magN - E m g} =m{as,, 0}
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De la ecuacion vectorial anterior, se pueden establecer las siguientes ecuaciones escalares:
-magFr; - 151 mg=mdasy (1)

magN-img=O (2)

De la ecuacion 2 se puede obtener la magnitud de la normal:
magN = é mg
Con base en dicho valor, es posible calcular la fuerza de friccion en funcién de la masa del bloque:
magkrs = e magN
magFrs = (0.4) é m (9.81)
magkrs=2.354 m
Por consiguiente, sustituyendo este resultado en la ecuacion 1:
-2.354m-0.8m (9.81) =mas,
Osx=-2.354-7.848
ds,=-10.20 ;l;

Con base en la definicidon de aceleracion, es posible obtener la rapidez del bloque en funcién del

tiempo:
_ dVS)X
Osx = gt

asxydt=dvsy
Las condiciones iniciales son: t; = 0, xo = 0 y vy desconocido; por tanto:
Jyas,x dt=[*dvs
~10.20t15 = Vs, 1"
-10.20t-[-10.20 (0)] = vs x - Vo
Vsx=-10.20t+ v,
A partir de la expresion anterior, es posible determinar el tiempo que tarda el bloque en subir, ya que
cuando se detiene antes de empezar a bajar, su rapidez, vs 1, es nula, para un tiempo t = ts:
Entonces, luego de sustituir vs; =0y t = ts en la expresidn de vs, se obtiene:
0=-10.20 t5+ v,

10.20 ts=Vp
_ 1
S~ To200a /0

ts =0.09802 v,
A continuacion, con base en la definicion de rapidez:

— dXxs
Vsx = qt

(-10.20t+vp) dt=d x5

[ (-10.20t + vp) dt= [dxs

(-10.20 2 2+ vp t)]5 = x5 5’

-5.101 t% + v t - [-10.20 ; (02 + v (0)] =xs-0
Xs=-5.101t>+ vyt
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La distancia que sube puede obtenerse sustituyendo en la ecuacion de la posicidn xs ; el valor de ts:
Xs1=-5.101 t2+vp ts
Xs.1=-5.101 (0.09802 v)? + v, (0.09802 v)
Xs,1 =-5.101 (0.009607 v¢) +0.09802 v§
Xs,1 =-0.04901 v +0.09802 v2
Xs1 =0.04901 v§

Una vez que se detiene por primera vez en la posicion xs 1, el bloque empezara a bajar, situacién para la

cual su diagrama de cuerpo libre se muestra en la siguiente figura:

3
ey

Nrm
Frg
Z\y*
Ahora, los vectores que representan a las fuerzas son:
Frg = {-magFr,, 0}
Nrm ={0, -magN}
i 3
W={mg, ;mg
De los cuales puede obtenerse la fuerza resultante:
Rg=Frg+Nrm+W
R ={-magFr,, 0} +{0,-magN} + {3 mg, I mg}
Rg= {g m g - magFr, g m g - magN}
Luego, con base en la segunda ley de Newton:
Rg=mag
4 3
{3 m g - magFrg, < mg-magN}=m {asx, 0}
De donde se obtienen las siguientes ecuaciones escalares:
g m g-magFr; =magy (3)
gmg-magN=0 (4)

Por tanto, a partir de 4:
magN = g mg
Se calcula la magnitud de la fuerza de friccion en funcion de la masa del bloque:
magFr; = . magN
magFr, = (0.4) g m 9.81
magFr; =2.354m
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Por consiguiente, al sustituir el resultado anterior en la expresion 3, se obtiene la aceleracion del

blogue cuando baja por el plano inclinado:
15‘ mg-2.354m=magy

apx=0.8g-2.354
ap, =1.848-2.354
gy =5.494 :—Z

Nuevamente se aplica la definicion de aceleracién para obtener la rapidez de bajada:

d Vg
Opx=—=
B.x dt

apx dt=d VB x

Para este movimiento, las condiciones iniciales que se consideran son: ty =0,x, =0y vy =0:

Luego, con base en la definicion de rapidez:

a)

308, dt= ["dvg

5.494t]8 =g, ]o™

5.494 t - [5.494 (0)] = Vg, - 0

Vg =5.494 t
d

Vex = f

VB x dt= CﬂXB

—_ (X8
E5.494td1t- e dxg

5.494 ; 21 =x5 18

2.747 t2-2.747 (0)> = x5 - 0

Xg =2.T47 t?

la rapidezinicial v,

Con base en la expresion anterior, se obtiene el tiempo que tarda el bloque en bajar una distancia xg ;

en un tiempo t = tg, que debe ser igual a xs 1, que es la que subid en la primera parte de su movimiento:

XB,1 = Xs,1

2.747 t5=0.04901 v}
t2 - 0.04901 2
B~ 2747 0

tB= V001785 Vo

ts = 0.1336 v,
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Dado que el tiempo transcurrido desde que se lanzé el bloque a que éste vuelva a pasar por la
posicion inicial debe ser de 1.18 s:

ts+tg=1.18

0.09802 vy +0.1336 vy =1.18

0.2316 v, = 1.18

_ 118
07 02316
Vo = 5.095 %

La rapidezinicial a la que fue lanzado el bloque, de manera que luego de haber
transcurrido 1.18 s haya pasado de regreso por la posicion inicial es:
Vo = 5.095 %

b) laaltura maxima que alcanza
Ya conocida la rapidez inicial, es posible calcular la distancia que recorre hacia arriba del plano
inclinado, xs 1:

Xs1 =0.04901 v§

Xs1 = 0.04901 (5.095)*

Xs1 =0.04901 (25.96)

Xs1=1272m
La altura maxima buscada es la distancia que recorre el bloque, x5 ;, multiplicado por el seno del
angulo que forma el plano inclinado con la horizontal, en este caso Sin [a] = g, expresion que puede
verificarse con base en el teorema de la proporcionalidad de los lados homélogos de tridngulos

semejantes, que se ilustra en la siguiente figura:

h
A g max

himax = 3 (1.272)
Amax = 1.018 m

La altura maxima que alcanza el bloque es:
hmax =1.018 m.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

g =9.81;
uk = 0.4;
tTot = 1.18;

Representacion vectorial de las fuerzas y resultante:

FrS = {-magFrS, 0}
Nrm = {0, magN}
4 3
W=mgi{-—, -—
{-30-2}
RS = FrS + Nrm + W

Segunda Ley de Newton y la aceleracion del movimiento rectilineo de subida::

ecl = RS == m {aSx, 0}
magFrS = puk magN
respl = Solve[ecl, {aSx, magN}]

asxSol = aSx /. respl[1]

Dado que aSxSol = %‘, dvSx = aSxSol dt, y por consiguiente:

VSX t
ec2 = J dvSx == j aSxSol dt
\"(] (”]

resp2 = Solve[ec2, vSx] // Simplify
vSxSol = vSx /. resp2[1]

dxS

Dado que vSxSol = 5

dxS =vSxSol dt, y por consiguiente:

XS t
ec3 = J- dxS == j vSxSol dt
(2] (%]

resp3 = Solve[ec3, xS] // Simplify

xSSol = xS /. resp3[1]

| 39
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Determinacion del instante en que se detiene el bloque:

ec4 = 0 == vSxSol
resp4 = Solve[ec4d, t]

tS =t /. resp4[1]

La distancia sobre el plano inclinado que sube el bloque es:
xS1 = xSSol /. t » tS

Representacion vectorial de las fuerzas y resultante:

FrB = {-magFrB, 0}

Nrm = {0, -magN}
4 3

W= mg {;, g}

RB = FrB + Nrm + W
Segunda Ley de Newton y la aceleracion del movimiento rectilineo de bajada:

ec5 = RB ==m {aBx, 0}
magFrB = uk magN
resp5 = Solve[ec5, {aBx, magN}]

aBxSol = aBx /. resp5[1]

dvBx
dt ’

Bx t
ec6 = Jw dvBx == j aBxSol dt
(2] (”]

resp6 = Solve[ec6, VvBx]

Dado que aBxSol = dvBx = aBxSol dt, y por consiguiente:

vBxSol = vBx /. resp6[1]

dxB

Dado que vBxSol = 5

dxB = vBxSol dt, y por consiguiente:

XB t
ec7 = j dxB == J vBxSol dt
(2] (%]

resp7 = Solve[ec7, xB]

xBSol = xB /. resp7[1]
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Se obtiene el tiempo que transcurre para que el bloque alcance la posicion inicial, es decir, que haya
bajado un valor xS1:

ec8 = xBSol == xS1
resp8 = Solve[ec8, t]

tB =t /. resp8[2]

Dado que el tiempo transcurrido desde que se lanzé el bloque a que éste vuelva a pasar por la
posicion inicial debe ser de 1.18 s:

ec9 = tS + tB == tTot
resp9 = Solve[ec9]

veSol = vO /. resp9[1]

Sustituyendo la rapidez inicial en la expresion de xS1, se puede obtener la altura maxima que
alcanza el bloque:

xS1Sol = xS1 /. v@ -» voSol

a4
hmax = — xS1Sol
5
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Ejercicio 4.9

Obtenga las expresiones del vector velocidad y el vector de posicién de un tiro parabdlico con una
velocidad inicial con magnitud magv, y dngulo de tiro 8y una posicién inicial 7o = {xo, yo}.

y V (vértice)
_ — —— E— ~
Vo s \\\
/, \
0 N h
N max
o N
S
N
N\ X
0
R (alcance)
Diagrama de cuerpo libre del cuerpo luego de que fue lanzado:
y 'mg
X
La representacion vectorial del peso es:
W =10, -m g}
Se aplica la segunda ley de Newton:
W=m{ay,a,}
{0,-m gt=m{ay, a,}
A partir de esta Gltima expresion, se pueden obtener dos ecuaciones escalares:
a, =0
-mg=ma,
a,=-g
Dado que se conoce la aceleracion, se puede plantear la ecuacion diferencial para calcular la
velocidad:
a=1{0,-g}
a=2
dt
=dv
{0: _g} - dt
{0,-gldt=dv
Las condiciones iniciales son las siguientes:
to=0s

Vo = {magyv, Cos[6], magv, Sin[6]}
Se emplean estos valores para resolver la ecuacion diferencial anterior:
{0,-gldt=dv
- (Vao
L@, -gydt = [rdv
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{Os -g}t]OZV]E—O
{0, 'g} t- {Or 'g} (0) = V- V_O
v={0,-g t} + {magyv, Cos[6], magyv, Sin[6]}
v ={magyv, Cos[8], -g t + magyv, Sin[6]}
Posteriormente, se plantea y resuelve la ecuacion diferencial de la posicion del cuerpo:
v dr
V=t
vdt=dr
{magyv, Cos[6], -g t + magv, Sin[Bl} dt=dTr
J@t{magve Cos[0], -gt +magv, Sin[e]} dt= Jr_';le
Dado que la posicidn inicial es:
To = {Xo, Yo}
Al resolver la ecuacion anterior queda:
{magve Cos[O] t, —% gt? + magv, Sin[©] t} ]S:F]F_
{magv, Cos [0] t, —% gt? + magv, Sin[6] t}-0=7-Tg
r={magv, Cos (0] t, —% gt? +magv, Sin[0] t} +{x, yo}
r={magv, Cos[8] t + X, - % gt?+ magv, Sin[6] t+y,}

Para simplificar las expresiones obtenidas, si se escribe la velocidad inicial como:
Vo= {Vo,x, Vo,y}
donde:
Vo« = magyv, Cos[6]
Vo, = magv, Sin[6]
Las expresiones de la velocidad y la posicion de un tiro parabdlico quedan como sigue:
V={Vo, -gt+ Vol

F:{Vo,xt"')(O: - % gtz + Vo,yt+y0}

Las expresiones del vector de velocidad y del vector de posicion de un tiro
parabdlico con una velocidad inicial con magnitud magv, y angulo de tiro 6, asi
como una posicion inicial 7 = {Xo, Yo} son, respectivamente:

V= {VO,X7 -gt+ Vo,y}

F={voxt+Xo, - % g t?+ Vo,yt+YO}
donde:

Vox = magyv, Cos[8] y vy, = magv, Sin[6].
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Definicion de vectores:

vecR = {x, y};

vecV = {vx, vy};

vecA = {ax, ay};

ro = {x0, yo};

vO = magve {Cos[6], Sin[6]};

Segunda Ley de Newton:

F={0, -mg}
ecl = F ==mvecA
respl = Solve[ecl, vecA]

vecASol = vecA /. respl[1]

Dado que vecASol = %t', entonces vecASol dt = dv:

t ecV
ec2 = JvecASol dt == Jw dv
(2] VO

resp2 = Solve[ec2, vecV]

vecVSol = vecV /. resp2[1]

Dado que vecVSol = j—;, entonces vecVSol dt=dr:

t ecR
ec3 = J vecVSol dt == JV dr
(2] roe

resp3 = Solve[ec3, vecR]

vecRSol = vecR /. resp3[1]
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Ejercicio 4.10

Determine la ecuacion de la trayectoria, asi como las coordenadas del vértice del tiro parabdlico, V,
cuyos parametros se muestran en la figura. Considere que el origen del marco de referencia se coloca
justo en el punto de lanzamiento del cuerpo.

’ v
Vo= 253 ,,/""""‘\\\
Pl ~
gt .
4 X \\
0

Diagrama de cuerpo libre del cuerpo luego de que fue lanzado:

y M9
|
w={0,-mg}
Se aplica la segunda ley de Newton:
W=m{ay,a,}
{0,-mg}=m{ay, a}
a, =0
a,=-g
Dado que la aceleracion es:
a={0, -g}
Con base en la definicidon de aceleracion:

a=4r
dt

{o,-g=

{0,-gtdt=dv
Posteriormente, se integran ambos miembros, considerando como limite inferior de la integracion
las condiciones iniciales, en este caso, t; =0s, Vg =25 {g, g :

{0, gy dt =j{V20J 15, AV
{0,-g}t]5= V]{Vzo, 15)

{0, -g}t-{0,-g} (0) =7 - {20, 15}
-{20,15}={0, -g} t

={0, -g} t +{20, 15}

={20,-g t + 15}

<I <I <I
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Luego, se obtiene el vector de posicion con base en la definicion de velocidad:

v=4dr

dt
=dr
{20,-gt+15}= 4

{20,-gt+15}dt=dT
La posicidn inicial, en este caso, es ry = {0, 0}:
(20, ~gt+15ydt =]  dr
{20, -2 g2+ 15815 =F iy o
{20t, -% gt2+151t}-{20(0), -g g(0)2+15(0)}=7-{0, 0}
7-{0,0}={20t,-> gt* +151}
F={20t,-2 g’ +151}
Para obtener la ecuacion de la trayectoria del tiro parabélico, se requieren las expresiones de x, y en
funcidn del tiempo. Estas expresiones se obtienen del vector de posicion obtenido:
x=20t
y= —% gt?+15t
20t=x

t==
20

y=-39(%) +15(3)
- 1,xX .3
Y= 3 8w T X

y=-0.0122625 x> + 0.75 x

La ecuacién de la trayectoria de este tiro parabdlico es y =-0.01226 x> + 0.75 x.

Para obtener el vértice de la trayectoria, se iguala a cero la componente vertical, eny, de la
velocidad, de donde se obtiene el tiempo critico:
-8 terit +15= 0
g tcrit =15
terit = %
terit = 1.529052 s
Se sustituye dicho tiempo critico, t.t, en la expresion de y:
=-2gt?+15t
Ymax = =3 ¢ (1.529052)% + 15 (1.529052)

Ymax =-11.4679 +22.9358
Ymax = 11.4679 m
Para obtener su abscisa, se sustituye dicho tiempo critico en la expresion de x:
Xmax =20 t
Xmax = 20 (1.529052)
Xmax = 30.5810 m
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Por tanto, las coordenadas del vértice de la trayectoria son:
V(30.5810, 11.4679) m

Las coordenadas del vértice son:
V(30.58, 11.47) m.

Se le denomina alcance, R, a la distancia horizontal que existe entre el punto de lanzamiento y el punto

de caida del cuerpo.
Para determinarlo, se calcula el instante en el que la componente vertical del vector de posicidn del
cuerpo es nulo, es decir, cuando “regresa” al piso, y, = 0:

y=-3gt?+15t

0=-2gt3+15t

1

28 t3=15t,

% gt,=15
t = o
th= o
t,=3.0581
Se sustituye dicho tiempo en la ecuacion de la componente horizontal de la posicion:
x=20t
X;=20t,
X, =20(3.0581)
X, =61.162m
R=61.162m

El alcance del tiro parabdlico es:
R=61.162 m.

Grafica de la trayectoria:

y = -0.0122625 x> + 0.75 X;
Plot[y, {x, @, 61.162}, AspectRatio - Automatic, PlotLabel » "y = -0.01226 x? + 0.75 x"

y =-0.01226 x> + 0.75 x
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Para resolver problemas de tiro parabdlico, por lo regular Gnicamente se requieren las expresiones de
los vectores de velocidad y de posicion de dicho movimiento, que son los siguientes:
v= {Vo,x, -gt+vo,}
donde:
Vox = Vo Cos[6]
Vo, = Vo Sin[6]
Para la posicion:
r={voxt, —% gt>+vo, t}

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

magve = 25;
re = {0, 0};
g = 9.81;

VO = magve{g, ;:}

Vectores:

vecR = {X, y};
vecV = {vXx, vy};
vecA = {ax, ay};

SumaF = {0, -mg} == mvecA
respl = Solve [SumaF, vecA]

Vector aceleracién:
vecASol = vecA /. respl[1]

Dado que vecASol = %’, entonces vecASol dt = dv:

t ecV
ec2 = J- vecASol dt == J‘V dv
(2] vo

resp2 = Solve[ec2, vecV]
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Vector velocidad:

vecVSol = vecV /. resp2[1]

Dado que vecVSol = j—:, entonces vecVSol dt =dr:

t ecR
ec3 = J.vecVSol dt == f dr
0 ro

resp3 = Solve[ec3, vecR]

Vector de posicion:
vecRSol = vecR /. resp3[1]

Para determinar la ecuacion de la trayectoria, se iguala el vector de posicion obtenido al vector
rix, yk:

ecd = {x, y} == vecRSol
Seresuelve paratey:

resp4 = Solve[ec4d, {y, t}]

ySol =y /. resp4[1] // Simplify

Las coordenadas del vértice se pueden determinar encontrando la altura maxima (hmay), para lo cual
se determina el instante en que la componente vertical de la velocidad del cuerpo es cero:

ec5 = vecVSol[2] ==
resp5 = Solve[ec5, t]

t1Sol = t /. resp5[1]
Se sustituye el valor de tiempo obtenido, t1Sol, en la expresion del vector de posicion:

vecV = vecRSol /. t -» t1Sol
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Calculo del alcance, R:

ec6 = vecRSol[2] ==
respé = Solve[ec6, t]

t2Sol = t /. resp6[2]
Se sustituye el valor de tiempo obtenido, t2Sol, en la expresion del vector de posicion:

vecRmax = vecRSol /. t » t2Sol // Simplify

El alcance sera la componente horizontal de este vector:
RmaxSol = vecRmax[1]
Grafica de la trayectoria del tiro parabdlico:

Plot[ySol, {x, ©, RmaxSol}]
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Ejercicio 4.11

Problema 12-87, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dindmica, 10? edicidn, Pearson,
Prentice Hall, p. 46.

Se proporcionan en el dibujo las mediciones de un tiro grabado en video durante un juego de
baloncesto. El balén atravesé el aro aun cuando apenas pasé por encima de las manos del jugador
B que pretendié bloquearla. Ignore el tamafio de la pelota y determine la magnitud v, de la
velocidad inicial, asi como la altura h de la pelota cuando pasa por encima del jugador B.

10 pies

——— ¥y, s - . -y e A
s A S 9-~-r-’m

25 pies

Para resolver este problema se parte del conocimiento de los vectores de velocidad y posicion del tiro
parabdlico:
r={vaxt+xo, —% g2 vy, t+yo}
La velocidad inicial es:
v, =v4 {Cos [30°], Sin [30°]}
La posicion inicial conviene considerar que es:
ro={0, T}t
rc={30, 10} ft
rg ={25, h} ft
En este caso, el vector de posicién queda:
F={VA,Xt,—% gti+vy, t+7}

Aligualar el vector anterior con el del punto C, queda que:

r=rc
{Vaxt, -g g2+ vy, t+7}=130, 10}
Vax t=30

—2 gt 4y, t+T7=10
v4 Cos[30°]t=30
—%gt2+vASin[30°]t+7:lo

De la primera expresion, se obtiene:
— 30
0.866 14
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Se sustituye t en la segunda expresion:

-3 (22 (g | + 05 (555, + 7= 10

_19320 1 17.3205=3

2
Va

22320 = 14,3205

Va
19320 =14.3205 v2

14.3205 v; = 19320
2 _ 19320
A 14.3205

vZ=1349.1149

Vs = 4 1349.1149

v, =36.73 %

La magnitud de la velocidad inicial es:
v, =36.73 %

Para obtener la altura a la que pasa la pelota en el punto B, se iguala el vector de posicion de dicho
punto con el vector que representa a la posicion de la pelota:
{Vaxt, =3 gt +vay t+7}={25,h}
donde:
Vax = V4 Cos [30°]
Vax =36.73(0.866)
Vax=31.81 %
Vay = Va4 Sin [30°]
Vay = 36.73 (0.5)
Vay =18.365 %
Por tanto:
{31.81t,-16.1t* +18.365t + 7} ={25, h}

31.81t=25

-16.1t2+18.365t+7=h

_ 25
t= 31.81

t=0.785932s

Se sustituye el valor obtenido en la segunda expresion:
-16.1-0.785932% + 18.365 (0.785932)+7=h
h=-9.9448 + 14.4336 + 7
h=11.49ft

La altura del balon cuando pasa encima del jugador B es:
h=11.49 ft.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

g =32.2;
6=30°;

reo = {0, 7};
rB = {25, h};
rC = {30, 10};

Vectores:
VA = magvA {Cos[6], Sin[6]}

1 2
vecR = {VA[II]] t, -— gt?+VA[2] t} +r0
2

Planteamiento de ecuaciones:

ecl = vecR == rC
respl = Solve[ecl]

magvASol = magvA /. respl[2]

ec2 = (vecR /. magvA -» magvASol) == rB
resp2 = Solve[ec2]

hSol = h /. resp2[1]
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Ejercicio 4.12

Problema 12-89, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dindmica, 10% edicidn, Pearson,
Prentice Hall, p. 46.

El trineo motorizado se desplaza a 10 m/s habiendo despegado del banco de nieve en A.
Determine el tiempo de vuelo de A a By el rango de la trayectoria.

Las condiciones iniciales del problema son:
Vo =10 {Cos [40°], Sin [40°]}
Vo =10 {0.766044, 0.642788}
Vo ={7.66044, 6.42788}

ro =10, 0}
Por consiguiente:
7={7.660441, -3 g t* +6.42788 1}

es decir:

X=7.66044 t

y=-4.905 t> + 6.42788 t
Para encontrar el punto B, se puede observar que es la interseccion de la trayectoria del trineo
motorizado con el banco de nieve cuya superficie se puede considerar como un plano inclinado, que
tiene una pendiente —%.
Dado que el planoinclinado que representa al banco de nieve es una recta que pasa por el origen y que

tiene la pendiente indicada, su ecuacion es:

__3
y=-3 X
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Por consiguiente, se resuelve el sistema de ecuaciones formado por la trayectoria del tiro parabdlico y
la ecuacién que representa al banco de nieve:

X =7.66044 t
y=-4.905 t* + 6.42788 t
y=-2 X

Se sustituyen las dos primeras expresiones en la tercera para obtener el tiempo de vuelo:
-4.905 t +6.42788 t; = -2 7.66044 ty

-4.905 t? +6.42788 t; =-5.745333 ¢
4.905 t? = 6.42788 t; + 5.745333 t;

4.905 t; = 12.17321
¢, = 1217321
f~ 4905

t;=2.4818s

Eltiempo devuelode AaBes:
t;=2.4818s.

Para determinar el alcance o rango, se sustituye el tiempo de vuelo en la expresion para x:
Xr = T7.66044 t;
X = 7.66044 (2.4818)
Xf=19.0117 m
R=19.0117m

El alcance o rango de la trayectoria del trineo motorizado es:
R=19.0117 m.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

magve = 10;
©6=40°;
re = {0, 9}
g =9.81;

Velocidad inicial:

vO = magve {Cos[6], Sin[6]}

Vector que representa la posicion del trineo motorizado:
1

ecl = {x, y} = {ve[[l]] t, -— gt +ve[z] t} +r0
2

Ecuacion de la recta que representa al banco de nieve:

3
ec2 =y =-—X
4

Obtencion del tiempo de vuelo y el alcance del tiro parabdlico del trineo motorizado:

resp2 = Solve[{ecl, ec2}]

tVuelo = t /. resp2[2]
R =Xx /. resp2[2]
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