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Cuaderno de ejercicios resueltos de Mecanica

Tema6
Trabajo y energia de la particula

Ejercicio 6.1

Deduzca, a partir de la segunda ley de Newton, la expresion para obtener la diferencial de trabajo
que desarrolla una fuerza, asi como la ecuacion del trabajo y la energia.

Posteriormente, obtenga las expresiones para determinar el trabajo generado por las siguientes
fuerzas, de una posicion 1 a otra posicion 2:

a) fuerza constante

O

) fuerza de friccidn cinética
) fuerza normal

) peso

) fuerzarestauradora lineal (generada por un resorte ideal).

[e NN g)

e
Deduccion de la expresion para obtener la diferencial de trabajo que desarrolla una fuerza

A partir de la segunda ley de Newton:
F=mad
Se posmultiplica escalarmente a ambos miembros el vector dr:
F-dr=ma-dr
Considerando que la aceleracion tiene componentes tangencial y normal, y que el vector dr es:
dr ={ds, 0}
F-dr=m{ar, ay}-{ds, 0}
F-dr=mards
Por otro lado, la aceleracion tangencial es igual a:

Se obtiene que:
Fdr=mvZds
ds
F-dr=mvdv
Se define como diferencial del trabajo, dU, desarrollado por la fuerza F a:
du =F-dr
Entonces, por definicién, la diferencial del trabajo desarrollado por la fuerza F es:
dU=mvdv
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Ecuacion del trabajo y la energia
Si se integran ambos miembros de la Ultima expresion, de la posicion ry, para la cual la rapidez
del cuerpo en estudio es vy, a la posicidon r,, en donde tiene una rapidez v;:
T2 app = (V2
du J\X mv dv
E: 1- 21V,
u ]E S mv 17

El miembro izquierdo de la ecuacion anterior puede escribirse como:

U ]g: U1F-2
de manera que:
UlF_2=§ mvﬁ—% m v?
Esta ecuacion es conocida como la del trabajo y la energia, debido a que el término % m v2 se le define
como la energia cinética que tiene el cuerpo en estudio.
La ecuacion anterior se puede leer como sigue:
“El trabajo desarrollado por la fuerza resultante F de todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo, de
una posicién 1 a otra posicién 2, Uf ,, es igual al incremento de energia cinética que se produce en

dicho cuerpo”.
a) fuerza constante

Una fuerza constante es aquella que tanto su magnitud como su direccién (sentido) no varian con
respecto al tiempo. Para este tipo de fuerzas, la trayectoria debe ser rectilinea.
En el siguiente dibujo se muestra un ejemplo de este tipo de fuerza.

A partir de la definicion de diferencial de trabajo:
du=F-dr
dU ={F Cos [6], F Sin [6]}-{ds, 0}
j12d1u=f:F Cos [©] ds

S

Uf,=FCos[6]s]2
Ul ,=FCos[6] (s; -51)

El trabajo que desarrolla una fuerza constante,de 1 a 2 es:
Ul ,=FCos[6] (s;-$1).
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b) fuerza de friccion cinética
Dado que la fuerza de friccion cinética es siempre tangencial a la trayectoria, considerando que es
en contra del movimiento del cuerpo, tal como se muestra en el siguiente dibujo:

dr

e

Fr

S1
T S

Dado que el angulo que forma con la trayectoria es de 180°, a partir de la expresion de la fuerza
constante, puede deducirse que:

Uf ,=FCos 6] (s2-$1)

UTT, =magFr Cos [180°] (s, - 51)

US', = magFr (-1) (s, - 1)

UL, =-magFr (s, - $1)

El trabajo que desarrolla la fuerza de friccion cinética,de 1 a 2 es:
U, = —magFr (s, - s1).
c¢) fuerzanormal

Por lo regular, la fuerza normal de un cuerpo sobre otro es perpendicular a la trayectoria.
S4 S2

® a @

Nrm

Bajo las condiciones mencionadas, el trabajo que desarrolla de un punto a otro es nulo.
Uj_, =FCos [6O] (s2 - 51)
UN™ = magN Cos [90°] (s, - 51)
Uy = magN (0) (s, - 51)

Nrm —
U1—2 -

El trabajo que desarrolla la fuerza de normal, de 1 a 2, perpendicular a la
trayectoria, es:
Uit =o.
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d) peso

La fuerza conocida como peso, producida por la atraccion gravitacional de la Tierra sobre el cuerpo,
es siempre vertical. Entonces, independientemente de la trayectoria, el trabajo de que desarrolla
el peso de una posicion 1 a otra posicion 2 puede deducirse a partir de la siguiente figura:

Yo
@
gy P
Y1 dx L ———"

¥
=,

i "

Entonces, el trabajo que desarrolla el peso, de la posicion 1 ala 2 es:

du=Ww-dr
dU ={0, -magW}-{dx, dy}
dU =-magW dy

2 _
[fau= J;/lz—magw dy
Uy, =-magWy ]ﬁ
Ul'/KZ =-magW (v, - y1)

Eltrabajo que desarrolla el peso,de 1 a2, es:
U, = -magW (v - y1).
e) fuerzarestauradora lineal (generada por un resorte ideal

Si se considera que un resorte ideal en posicion horizontal se fija en su extremo izquierdo, y a su lado
derecho se coloca un cuerpo y se comprime dicho resorte una distancia 6, tal como se muestra en
la figura siguiente:

;<0 X%

Al punto natural de equilibrio del resorte se le designa con las siglas pne.
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En el siguiente diagrama se ilustra la fuerza ejercida por el resorte, a la que se le denomina fuerza
restauradora lineal. Se puede verificar que, si el resorte esta comprimido hacia la izquierda, la fuerza
que ejerce es hacia la derecha. Dado que se considera que el eje de referencia es positivo hacia

la derecha, en este caso la posicion x del resorte es negativa, por lo que la magntud de la fuerza

del resorte es -k x, de manera que su valor sea positivo.

De otra manera, si el segmento dirigido esta orientado a la derechay el valor de la fuerza fuera
negativo, implica que en realidad la fuerza actda hacia la izquierda.

X1=-9 X,=0

ol L s

—_—] —_—

En este caso, la representacion vectorial de la fuerza ejercida por el resorte es:

Fic={-kx, 0}
La otra posibilidad es que el mismo resorte ideal en posicidn horizontal, fijo en su extremo izquierdo
con el cuerpo también fijo al resorte del lado derecho, se le extiende una distancia 6, tal como se
muestra en la figura siguiente:

pne
X,=0 5 X4<0

Dado que la fuerza ejercida por el resorte es ahora hacia la izquierda, el cuerpo tendera a moverse en
dicho sentido, por lo que conviene que la referencia dr apunte también hacia la izquierda. Bajo estas
condiciones, el diagrama de cuerpo libre del cuerpo, incluyendo las posiciones de interés, se muestra

.

- e —

en seguida:

Para este segundo caso, la representacion vectorial de la fuerza ejercida por el resorte resulta ser la
misma que el caso anterior:

Fi ={-kx, 0}
De donde, el trabajo que desarrolla la fuerza del resorte, de la posicidn 1 a la posicion 2, considerando
que esta ultima es la posicion natural de equilibrio del resorte, es:

dU ={-kx, 0}-dF

du = {-kx, 0}-{dx, 0}

dU = -kx dx
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delu = LX:— kx dx
Uf, = ‘% kx? %

Uty =g - (o)
Uf,=-2 k02 +2 k&’

Uf,=-2 k¢’

Esta expresion se puede generalizar, para una deformacion inicial del resorte x; = 8, y una deformacion
final x, = &,, para las cuales la expresion queda:

Uy, = ‘% k(é% - 5%)
Finalmente, conviene mencionar que puede demostrarse que esta expresion es valida
independientemente de la trayectoria que tenga el cuerpo.

El trabajo que desarrolla la fuerza restauradora lineal es:
Uy, = ‘% k(63 -61)-
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Ejercicio 6.2

Problema 14-15, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dinamica, 7° edicidn, Prentice
Hall Hispanoamericana, p. 160.
Determine la altura h en que se encuentra la clspide de la pendiente D, a la que llegara el carro de la

montaia rusa de 200 kg, si es lanzado en B con una rapidez suficiente para completar la espira C sin
separarse de la pista. El radio de curvaturaen Ces g =25m.

35m [ |

Para resolver este problema con el empleo del método del trabajo y la energia, primero es necesario
obtener la rapidez en el punto C de manera que el carro no se despegue de la pista.
Por consiguiente, se dibuja el diagrama de cuerpo libre del carro de la montafia rusa en dicho punto:

Nrm

Representacion vectorial de las fuerzas:
Nrm = {0, magN}
W ={0, magW}

Para que el carro no se separe de la pista:
magN >0

En el limite cuando esta a punto de despegarse, se puede considerar que:
magN =0

La resultante entonces queda como:
R=Nrm+W
R=1{0,0}+{0,200 g}
R=1{0,200 g}
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Se aplica la segunda ley de Newton:
R=m/{ar, ay}
{0,200 g} = m {ar, an}
200g=200ay
anc=8
ayc=9.81 sﬂ
La expresion de la aceleracion normal es:
o pe
V%:pCaMC
vZ=25(9.81)

Ve =15.66 %’

Se puede verificar que las fuerzas que acttan todo el tiempo sobre el carro de la montafia rusa son
el peso, W, y la fuerza normal, Nrm.

Dado que la fuerza normal es siempre perpendicular a la trayectoria, su trabajo es nulo.

Para facilitar el calculo del trabajo desarrollado por el peso, conviene dibujar el siguiente diagrama
de posiciones y parametros:

yc=35m _
ve=15.66% yp=h
VDZO?
h

Por tanto, aplicando el método del trabajo y la energia:
Ucp+ U3 =To-Tc
donde Tpy T¢ corresponden a la energia cinética del carro en las posiciones Cy D.
Luego de sustituir las expresiones de los trabajos del peso y de la normal, asi como las de la energia
cinéticaen Cy D, se obtiene:
—magW(yD—yC)+0:§ mvf,—i m v2
Ye=35m
yp=h
Vp=0 %

-200 (9.81) (h - 35) = % (200) (0) - g (200) 15.662



Se multiplican ambos miembros por -—::

9.81h-35(9.81) = % 2453

9.81h=122.65+343.4
h = 466.05
9.81

h=475m

200
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La altura que alcanza el carro bajo las condiciones descritas en el enunciado

del problema es:
h=47.5m.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:

m = 200;
g =9.81;
p = 25;

yC = 35;

Vectores que representan las fuerzas:

Nrm = {0, magN};
W= {0, mg};

Segunda ley de Newton:

R =Nrm+W

magN = @

ecl = R = m {aT, aN}
respl = Solve[ecl]
aNSol = aN /. respl[1]

Calculo de larapidez en C, vC:

vC?
ec2 = aNSol == —
P

resp2 = Solve[ec2]
vCSol = vC /. resp2[2]
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Ejercicio 6.3

Tomado del Problema resuelto 1.2 Serrano, Franco y Minami, Cuaderno de
ejercicios de Dinamica, UNAM, Facultad de Ingenieria, p. 20.

Un bloque de 5 kg esta sujeto a un cable elastico de masa despreciable, con una longitud libre de 5my
una constante de rigidez de k =100 nﬂq, y se suelta desde el reposo en la posicion mostrada en la figura.

Determine la tension maxima que debe soportar el cable.

Ly

2 m

Este problema se puede subdividir en dos intervalos de movimiento: el primero es el de una caida libre,
mientras el cable elastico no empiece a actuar; el segundo es cuando el cable elastico inicia su
influencia sobre la caida del bloque.

En seguida se muestra el diagrama de cuerpo libre, en el primer intervalo de movimiento.

T

En este caso, el peso es la Unica fuerza aplicada al bloque y es la que desarrolla el trabajo.
En el caso del segundo intervalo de movimiento, el diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

Fx
X‘
W

Es claro que tanto el peso como la fuerza del cable elastico desarrollan trabajo en este intervalo.
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Para facilitar el calculo del trabajo de las fuerzas involucradas, conviene trazar un diagrama
de posiciones y parametros:

C hi=3m

V1=0

62=0

pne —2 h,=0
X Vo=7?
53=d

—®3 h;=-d

V3=0

El primer intervalo es de la posicion 1ala 2,y el segundodela2ala3.
Se considera que la altura en el punto natural de equilibrio del cable elastico, pne, en la posicion 2 es:
h,=0
La altura h; puede calcularse con base en que la longitud libre del cable elastico es:
Lo=5m
y que la altura a la que inicia el bloque su movimiento es:
h’=2m
medidos desde el techo. Por consiguiente:
hi=Lg-h’
h,=5-2
h;=3m
Por Gltimo, si se considera que la posicion 3 es la que alcanza el bloque antes de empezar a subir,
en dicha posicion su rapidez instantanea es nula. Asimismo, si la deformacién del resorte en
esa posicion es d, la altura en dicha posicion es:
hs =-d
dado que se encuentra a una distancia d debajo de la referencia de altura nula.
El trabajo de las fuerzas involucradas es, entonces:
U, =-magW (hs - hy)
Uy 3= ‘% k(63 -63)
Luego de sustituir los valores conocidos:
UY;=-5(9.81) (-d - 3)
U{¥;=-49.05 (-d - 3)
UJ;=49.05d +147.15N'm
Uk, = -g (100) (a2 - 0?)
Us 5 =-50d?
Con base en la expresion del trabajo y la energia:
Ul'/K3+U2k—3:% mv%—%mvf
49.05d +147.15-50d* =~ m 0? - = m 0?
49.05d +147.15-500=0
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Si se divide toda la expresion por -50:

2 49.05 14715 _
d 50 d 50 0

d’> - 0.981d - 2943 =0
Se aplica la formula simplificada del “chicharronero”, paraa=1:

d1,2 = %81 + (&281)2 +2.943

dy 5 =0.4905 + /0.4905% +2.943
dy,=0.4905 + /0.24059 +2.943
dy,=0.4905 + 4/3.1836

d1,2 =0.4905+£1.7843

Se descarta la solucién negativa:
d,=2.2748 m

Por consiguiente, la tension maxima que debe soportar el cable puede calcularse con base en la ley
de Hooke:

Tmax =K da

Trnax = (100) (2.2748)

Trmax = 227.48 N

La tension maxima que debe soportar el cable elastico es:
Tooax = 227.48 N.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=>5;
g =9.81;
L6 =5;
k = 100;
hp = 2;

Posiciones y parametros:

hi = Lo - hp
vl = 0;
52 =0;
h2 = 9;
63 =d;
h3 = -d;

v3 = 0;
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Ejercicio 6.4

Problema 14-11, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dinamica, 7° edicion, Prentice
Hall Hispanoamericana, p. 160.

Una bola, de 0.5 kg y tamafio despreciable, es disparada hacia arriba por una pista circular, utilizando
el disparador de resorte. Dicho disparador mantiene comprimido el resorte 0.08 m cuando s = 0. Si se

jala el disparador s =0.2 my luego se suelta, determine la rapidez de la bola cuando =90 °
También, ¢ Cual es la fuerza normal de la pista ejercida sobre la bola en ese instante?

k =500 N/m

Primero, se calcula la rapidez con la que la bola sale disparada. Para ello, se traza el diagrama de
cuerpo libre de la bola cuando esta en contacto con el resorte:

o .

Nrm

Se aplica el método del trabajo y la energia:
U+ U ,=T,-T

Se calcula el trabajo de cada una de las fuerzas:
Uy, =-magW (v, - 1)
U= -3 (8 - )

T2



16 | Cuaderno ejercicios resueltos Mecanica Tema 6.nb

Se realiza un analisis geométrico para establecer el valor de los parametros que se requieren para
el calculo del trabajo de cada una de las fuerzas que acttan, asi como las energias cinéticas,
con base en la figura mostrada:

y1=0 y2=0
3 =028 3,=0.08
Vq= 0 Vo= ?
1 ?
7N
l\ I'
R
0.20
Longitudes, en metros
¥2=0
y1=0
6;=0.2+0.08
6:=0.28m
6,=0.08 m
V= 0

Se sustituyen los valores en la expresion del trabajoy la energia:
-0.5(9.81) (0- 0) - 7 (500) (0.08? - 0.28%) = (0.5)v3 - 0
-250 (0.0064 - 0.0784) = 0.25 v2
-250 (- 0.072) =0.25 v3

0.25v5=18
218

V27 025

V) = V72

v, = 8.4853 g

Ahora, se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la bola una vez que se encuentra sobre

la rampa circular:
w \N/Tf

Nrm
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Con base en el método del trabajoy la energia, y estableciendo que el punto 3 es aquel
para el cual 6=90°:

Uy s=T5-T,
Por lo que se requiere calcular el trabajo del peso de 2 a 3:

Uy 3 =-magW (v3 - ¥»)

y3=1.5m

Uy 3=-4.905 (1.5 - 0)

Uy ,=-7.3575
Entonces:

-7.3575=2 (0.5) v3 - 7 (0.5) 8.4853°

-7.3575=0.25v2 - 0.25 (72)
0.25v2=-7.3575+ 18

V2 - 10.6425

3 0.25
V3 = «/42.57
V3 =6.5246 %

La rapidez de la bola cuando se encuentra en 8=90° es:
V3=6.5246 2.

Para calcular la magnitud de la fuerza normal que ejerce la pista sobre la bola, se requiere dibujar
el diagrama de cuerpo libre en dicha posicion:

W

N Nrm
|

La representacion vectorial de las fuerzas es la siguiente:
Nrm = {0, magN}
W={mg,0}
En este caso, el peso solo tiene componente tangencial. Cabe hacer notar que la primera componente
de los vectores es la que tiene orientacion del eje tangente a la trayectoria.
Se obtiene la resultante y se aplica la segunda ley de Newton:
R=Nrm+W
R={0, magN}+{-m g, 0}
{0, magN} +{-m g, 0} =m {ar, an}
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por tanto:

magN =m ay
ay=m%

N R
_ 6.52462
ay = (05) 15

ay = (0.5) %7

ay=14.19N

La magnitud de la normal que ejerce la pista sobre la bola es:
magN = 14.19 N.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=0.5;
g =9.81;
62 = 0.08;
As =0.2;
of =90 °;
vl = 0;
k = 500;
R=1.5;

Establecimiento de los parametros para calcular el trabajo de las fuerzas involucradas durante el
disparo y la energia cinética de la bola:

61 = 62+ As
yl = o;
y2 = 0;
y3 = R;

1
Ukla2 = - — k (522 - 512)
2

UWla2 = -mg (y2-yl)



Cuaderno ejercicios resueltos Mecanica Tema 6.nb | 19

Aplicacion del método del trabajo y la energia durante el disparo de la bola:

1 2
T1=-mvl1l
2
1
T2 = — mv2?
2

ecl = Ukla2 + UN1la2 == T2-T1
respl = Solve[ecl]
v2Sol = v2 /. respl[2]

Aplicacion del método del trabajo y la energia después del disparo de la bola:

UW2a3 = -mg (y3-y2)

1 2
T3 =-mv3

2
ec2 = UN2a3 == T3 - (T2 /. v2 - v2Sol)
resp2 = Solve[ec2]

v3Sol = v3 /. resp2[2]
Calculo de la fuerza normal de la pista sobre la bola en 3:

Nrm = {0, magN}

W={-mg, 0}
R3 = Nrm + W
v3Sol?
aN =
R

ec3 = R3 ==m {aT, aN}
resp3 = Solve[ec3]
magNSol = magN /. resp3[1]
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Ejercicio 6.5
Se tiene un cuerpo con 3.4 kg de masa que es lanzado sobre un plano inclinado por medio de un
resorte cuya constante de rigidez es k =2000 %, tal como se muestra en la figura.

Si el coeficiente de friccion cinética entre el cuerpo y el plano es y=0.25, el resorte se deforma una
longitud d =0.2 m y se suelta desde el reposo, determine la distancia recorrida por el cuerpo medida a
partir de la posicion natural de equilibrio del resorte, pne.

p
X

Longitudes, en metros
El movimiento del cuerpo puede dividirse en dos partes, durante el tiempo en que el resorte lo empuja,
ala que se le puede denominar disparo, y luego de que va subiendo por el plano inclinado hasta que

se detiene.
Primero, se analizara durante el disparo, cuyo diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

8 W ‘xy/x

Fk

17
8

15

Para aplicar el método del trabajo y la energia, es necesario conocer la magnitud de la fuerza de
friccion, la cual puede obtenerse con el calculo de la fuerza normal, con base en la segunda ley
de Newton. Previamente, se determina la hipotenusa del triangulo relacionado con la pendiente
del plano inclinado:

hip = 4/ AX? + Ay?

hip= V157187

hip= 4225 + 64

hip = 289

hip=17

Fi = {magF,, 0}

Fr={-magFr, 0}
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W= Ly
W=m g{_hip’ hip}
W=34(9.81){-3,-

W=1{-1.6(9.81),-3(9.81)}
W ={-15.696,-29.43} N
Nrm = {0, magN}
Por tanto, la resultante es:
R=F,+Fr+W+Nrm
R= {magF,, 0} + {-magFr, 0} + {-15.696, -29.43} + {0, magN}
R ={magF, - magFr - 15.696, -29.43 + magN}
Se sustituye en la segunda ley de Newton:
R=m/{ay, 0}
{magF, - magFr - 15.696, -29.43 + magN} = 3.4 {a,, 0}
Con base en laigualdad de las componentes en y:
-29.43+magN =0
magN =29.43 N
Por consiguiente, la magnitud de la fuerza de friccion es:
magFr = u, magN
magFr =(0.25) 29.43
magFr=7.3575N

Durante la segunda parte del movimiento, las fuerzas que acttan son las mismas excepto la fuerza del
resorte, que ya no esta en contacto con el cuerpo. Por consiguiente, la magnitud de la fuerza de
friccion sigue siendo la misma, debido a que la fuerza del resorte solo tiene componente en x.

Para facilitar la aplicacion del método de Trabajo y Energia, se dibuja un diagrama en el que se puedan
determinar con facilidad las posiciones y los parametros del movimiento del cuerpo:

V=7
X =0
h,=0
0

Longitudes, en metros

Las alturas h; y h; se pueden obtener por medio del teorema de la proporcionalidad de los triangulos
semejantes. Se establece como referencia para medir las posiciones y las alturas al punto 2.
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Por consiguiente, tanto x; como h; son negativas:

ﬁ = &
d hip
-8
h; = = d
h; =-0.094118
E = ﬂ
dist  hip
_ 8
h3 =17 dist

Posteriormente, se obtienen los valores del trabajo de realiza cada una de las fuerzas de 1 a 3,
tomando en cuenta que la fuerza del resorte solo actiade 1 a 2:

Up,= ‘% k(63 -67)

U, =~ (2000) (0%-0.22)

U%_,=1000 (0.04)

Uk,=40J

U5 =-magFr (x3 - x1)

U, =-7.3575 [dist - (-0.2)]

U, =-7.3575dist - 1.4715

U!{V_s =-mg(hs-hy)

Uy 5=-(3.4) (9.81) [ dist - (-0.094118)]

UY,=-15.696 dist - 3.1392

Nrm —
U1—3 -

Dado que tanto la rapidez inicial como la final son cero, las energias cinéticas son:
1
T]_ =-m V%

le—mOZ

=N

T3 =0

Se sustituyen los valores en la expresion del trabajo y la energia:
Ui, + U+ U+ N =T5- Ty
40-7.3575dist- 1.4715 - 15.696 dist - 3.1392+0=0-0

23.0535 dist =35.3893
., _ 353893
dist = 23.0535

dist=1.5351m

La distancia recorrida por el cuerpo medida desde la posicion natural
de equilibrio del resorte es:
dist =1.5351 m.
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Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=3.4;
g =9.81;
k = 2000;
uk = 0.25;
d=0.2;
AX = 15;
Ay = 8;

Representacion vectorial de las fuerzas:

hip = 4/ax? + ay?

Fk = magFk {1, 0}

Fr = umagN {-1, 0}

Wemg{-—, -}
hip hip

Nrm = magN {0, 1}

Calculo de la resultante y sustitucion en la segunda ley de Newton:

R =Fk+Fr+W+Nrm

ecl =R ==m {ax, 0}

respl = Solve[ecl, {ax, magN}]
magNSol = magN /. respl[1]

Magnitud de la fuerza de friccion:
magFr = uk magNSol

Posiciones y parametros del movimiento del cuerpo:

61=d

x1=-d;

hl = —ﬂ d;
hip

vl = 0;

52 =0;

X2 = 9;

h2=0;
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Ejercicio 6.6

Un juego se compone de un disparador, un balin con masam=0.1 kg y una pista vertical formada por
un rizo y una rampa circulares, como se muestra en la figura.

El disparador esta formado por un resorte con constante de rigidez k =98.1 N/m que se comprime

6 =0.1 my se suelta hasta su posicion natural de equilibrio, para que el balin recorra la pista.
Despreciando todo tipo de friccion que actue sobre el balin, determine el valor maximo de R; que
puede tener el rizo de manera que el balin pueda pasar por él sin despegarse, y el valor de 8 sobre

la rampa circular hasta donde alcanza a llegar el balin antes de caerse.

B

04

|memg
Diagramas de cuerpo libre del balin: a) en contacto con el resorte; b) en la parte curva de la pista;
c) en el punto B.

Nrm

N
W
Wy x/ P -
Fi X e
—=0 -]
e
b

T

Nrm N

a c

Como puede observarse, la fuerza del resorte solo actiia mientras esta en contacto con el balin.
Posteriormente, sélo actian el peso y la fuerza normal.

Por tanto, se puede aplicar el método del trabajo y la energia, con base en el calculo del trabajo de
la fuerza del resorte y del peso, debido a que la fuerza normal siempre es perpendicular ala
trayectoria, por tanto, su trabajo es nulo.

Dado que es necesario calcular, primero, la rapidez minima del balin de manera que esté en contacto
con la pista en el punto B, es necesario aplicar en él la segunda ley de Newton.
Representacion vectorial de las fuerzas en el punto B:
Nrm = {0, magN}
W={0,mg}
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Resultante y aplicacion de la segunda ley de Newton:
R=Nrm+W
R={0, magN}+{0, m g}
R={0, magN +m g}
R=ma
{0, magN+m g}=m{ar, an}
ar=0
may=magN+mg
En el punto B, para que el balin esté en contacto con la pista es necesario que:
magN;>0
Cuando esta a punto de despegarse, se puede considerar que:
magN; =0
Entonces:
mayg=0+mg

ang=§8
Dado que:
2
— VB
ang = %
2
Vg _
2 _

Ahora, se aplica el método del trabajo y la energia desde que se comprime el resorte hasta que llega
al punto B. Se considera que en Z el resorte esta comprimido &, =0.1 my en A el resorte deja de estar
en contacto con el baliny, por tanto, 6, =0.

A continuacion se muestra un diagrama en el que pueden observarse las posiciones y los parametos
cinematicos de los puntos de interés.

Longitudes, en m

yz=0 ya=
8;,=01 8,=0
vy=0 va=7?

Q?
PARANAICY
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Ye=2R,
VE=R1 g
Entonces, el trabajo de las fuerzas involucradas es:
Vb 4=-3 k(8- 6))
Uk = -—; (98.1) (02-0.12)
U_,=-49.05 (-0.01)
Us_,=0.4905 J
U7 g=-mg(s-yz)
UY . =-0.1(9.81) (2R - 0)
UY 5=-1.962 R,
Con base en la ecuacion del trabajo y la energia:
Ué—A-I-UZ—B:% mvﬁ,-% m vz
0.4905-1.962 Ry == (0.1) Ry g - 5 (0.1) 02
1.962 R; = 0.4905 - 0.4905 R,
1.962 R, +0.4905 R, = 0.4905
2.4525 R, = 0.4905

_ 0.4905
17 24525
R =0.2m

El valor maximo de R; para que el balin no se despegue de la pista es:
Rl =0.2m.

Para calcular el valor de 6 de la rampa circular hasta donde llega el balin, se requiere conocer los
parametros asociados a dicho punto, C:
yc=?
Ve=0 ”f
Por consiguiente, con base en el método del trabajo y la energia:
Ug.c=-mg(yc-Ye)
Uy -=-0.981 (yc - 0.4)
UEV_C:§ mvg-% m v3
-0.981 (y--0.4) = % (0.1) (0.2) (9.81)
0.981 y - 0.3924 =0.0981
0.981 y=0.0981 +0.3924

0.981 y, = 0.4905

_ 04905
€7 "0.981

Yc= 0.5m
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Para calcular el valor de 8, dado que el radio de la rampa circular es R, = 0.4 m, con base en el
siguiente diagrama:

90°,

Puede verificarse que:
Sin [6-90°] ==

2
h=y,-0.4
h=05-0.4

h=0.1m

Sin [6-90°] = 2=
6-90° = ArcSin [0.25]
6-90°=14.48°
6=14.48°+90°
0=104.48°

El valor del angulo 8 hasta donde llega el balin es:
0=104.48°.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

m=0.1;
g=9.81;
k =98.1;
5§=0.1;
R2 =0.4;



Representacion vectorial de las fuerzas en el punto B:

Nrm = {0, magN}
W={0, mg}

Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ecl = Nrm+W ==m {aTB, aNB}
respl = Solve[ecl /. magN - 0]

aNBSol = aNB /. respl[1]
vB?

ec2 = aNBSol == —
R1

resp2 = Solve[ec2, vB]
vBSol = vB /. resp2[2]

Posiciones y parametros:

yZ=9;
8Z = &3
VZ = 0;
yA = 0;
6A = 0;
yB = 2R1;
vC = 0;

Trabajo desarrollado por las fuerzas involucradas:

1
UkZaA = - — k (5A2 - 522)
2

UWZaB = -m g (yB - yZ)
Aplicacion del método del trabajo y la energia:

1 2 1 2
ec3 = UkZaA + UNZaB == — mvBSol° - — mvZ

2 2
resp3 = Solve[ec3]

R1Sol = R1 /. resp3[1]
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Ejercicio 6.7

Problema Il.1 Serrano, Franco y Minami, Cuaderno de ejercicios de Dindmica,
UNAM, Facultad de Ingenieria, p. 23.

El sistema mecanico formado por los bloques Ay B, de 300y 200 N de peso, respectivamente, unidos
por una cuerda flexible, inextensible y de masa despreciable, que pasa por una pequeia polea fijay
sin friccion, parte del reposo; si el coeficiente de friccion entre el bloque Ay la superficie izquierda
vale 0.2y el plano inclinado derecho es liso, determine:

a) latensiénen el cable;

b) larapidez de B después de haber recorrido 2 metros.

Un aspecto importante a resolver en el problema, es la necesidad de asegurar la direccién (sentido)
de la tendencia al movimiento de los bloques.

Una manera relativamente sencilla es calcular la magnitud de la tensidn en el cable en uno de los
bloques, suponiendo que no existe friccion y que esta en reposo, y verificar qué sucederia si se aplica
dicha fuerza de tensidn al otro bloque.

Por ejemplo, se puede analizar, bajo las consideraciones indicadas, al bloque A.

El diagrama de cuerpo libre se muestra a continuacion:

Se determina la hipotenusa del triangulo rectangulo relacionado con la pendiente del plano inclinado:

hip, = {AX + Ay3
hip, = V32442
hip, = «/ﬁ
hip, = V25
hip, =5
La representacion vectorial de las fuerzas que actian en el bloque es:
T, ={-magT, 0}
Ny = {0, -magN, }
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W= L b
Wy magWA{hipA’ hipA}

Wy=300{3, 3}
W, ={240, 180} N
Al aplicar la segunda ley de Newton, considerando que la aceleracion es nula, la expresion queda:
Ta+Nrmy +W, =0
{240 - magT, 180 - magN ,} = {0, 0}
Luego de resolver la componente en x de la ecuacion anterior:
240-magT=0
magT =240 N
Ahora, se verifica qué le sucede al bloque B si la magnitud de la tension en el cable es el obtenido.
Para ello, se muestra abajo el diagrama de cuerpo libre de B:
3

WB
4

Ts
y
Nrmg "

Previo al analisis, se obtiene la hipotenusa del triangulo rectangulo asociado a la pendiente del
plano inclinado:
hip, = 4/ Ax + Ay?
hipg = ‘/m
hipg = \/ﬁ
hips = V25
hipg =5
Representacion vectorial de las fuerzas involucradas:
Tg ={-magT, 0}
T ={-240, 0}
Nrmg = {0, magN,}
We =magW, {12, -2}
Ws=200{3, -3}
Ws = {120, -160} N
Con base en la segunda ley de Newton:
Tg+Nrmg + W =mp @
{120 - 240, magN, - 160} = mg {ag «, 0}
Al resolver la componente en x de la expresion anterior:
-120=mgp ap
Dado que la aceleracién ag  es negativa, con base en el sistema de referencia establecido implica que

el bloque B tiende a subir y, por consiguiente, el bloque A tiende a bajar.



Cuaderno ejercicios resueltos Mecanica Tema 6.nb | 33

a) Latensionenelcable

Para determinar la magnitud de la tension en el cable, se pueden plantear las ecuaciones de
movimiento de ambos bloques, con base en la segunda ley de Newton.

Primero, se muestra el diagrama de cuerpo libre del bloque A completo. Ya que el bloque A tiende
a moverse hacia abajo, la fuerza de friccion entre el plano inclinado y el bloque sera hacia arriba:

Conviene recordar que el sentido del eje de referencia principal, x, es del centro de la polea fija
hacia los bloques, con objeto de que sean consistentes los signos de la rapidez y la aceleracion que
se obtienen con base en la relacion cinematica que se obtendra posteriormente.
Representacion vectorial de las fuerzas que actan en el bloque:

Fr={-magFr, 0}

Ty ={-magT, 0}

Nrm, = {0, -magN ;}

W, = s bx
W, magWA{hipA, hipA}

Wy=300(3, i}
W, ={240, 180} N
Al aplicar la segunda ley de Newton:
Fr+Ty+Nrmy+ Wy =m, @y
{240 - magFr - magT, 180 - magN,,} = % {aay, 0}
Si se resuelve la componente y de la ecuacion anterior:
180-magN,=0
magN, =180 N
Con base en el valor obtenido, se puede calcular la magnitud de la fuerza de friccion cinética:
magFr =, magN,
Por tanto:
magFr=0.2 magN,
magFr=0.2 (180)
magFr=36 N
Entonces, la ecuacion de movimiento de A queda:
240 -36 - magT =30.581 a4

204 - magT =30.581 0, «
En el caso del bloque B, las ecuaciones de movimiento son similares a las que se obtuvieron

previamente:
Tg+Nrmg+ Wz =mgag
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Para el cual se desconoce la magnitud de la tension en la cuerda:
Tg ={-magT, 0}

De donde:
{120 - magT, magN, - 160} = mg {ag x, 0}

La ecuacidén de movimiento es, entonces:

= 200
120 - magT = 58l

120 - magT =20.387 ag x

aB,x

También se requiere establecer la relacion cinematica entre los bloques.
En seguida se muestra un diagrama a partir del cual puede calcularse dicha relacion:

La longitud constante de la cuerda, L, es:
L=x4+C+xp
Si se deriva la expresion anterior con respecto al tiempo, se obtiene:
0=vaxt0+vgy
por consiguiente:
Vax=-Vpx
Si se vuelve a derivar esta Ultima ecuacion con respecto al tiempo:
Oax=—0px
Se resuelve el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de movimiento de dichos bloques
junto con la relacion cinematica:
204 - magT =30.581 ap «
120 - magT =20.387 ag
Qax = _aB,x
Se sustituye la relacion cinematica en la primera ecuacion:
204 - magT =-30.581 ag
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Se multiplica la primera ecuacion por 20.387, la segunda por 30.581 y se suman miembro a miembro:
204 (20.387) - magT(20.387) = (-30.581) (20.387) ap

120 (30.581) - magT (30.581) = (20.387) (30.581) ag
4159.0214 - 20.387 magT =-623.4659 ag «
3669.7248 - 30.581 magT =623.4659 ag, +

4159.0214 - 20.387 magT + 3669.7248 - 30.581 magT =0

50.968 magT = 7828.7462

7828.7462
magT = 1828.7462
ag 50.968

magT =153.6 N

La magnitud de la tension del cable es:
magT =153.6 N.

b) larapidez de B después de haber recorrido 2 metros

Para la resolucion de este inciso, se aplicara el método del trabajo y la energia.
Se considera que el punto final esta a 2 m del punto inicial, en el caso del bloque A abajo,y en el de B
arriba, sobre el plano inclinado correspondiente.
Las alturas inicial y final de cada uno de los bloques se estableceran con base en considerar que el
punto mas bajo es la referencia.
En el caso del bloque A, la altura del punto final es:
Ya2=0
Con base en este valor, se puede obtener la altura del punto inicial aplicando el teorema de

proporcionalidad de los lados homélogos de tridangulos semejantes:
Yar — BY
2 hip,
= 2@
Ya1=—
Va1~ 1.6m
Con respecto al bloque B, la altura inicial es la que se considera nula:
¥81=0

y a partir de la cual, con base en el mismo teorema anterior, puede determinarse la altura final:
Yso _ Ayg
"2 hip,
=32
YB2= ¢

YB,Z =1.2m
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Para el calculo del trabajo que desarrolla cada una de las fuerzas que actian, se establecen las
posiciones y los parametros de interés para el problema, con base en el siguiente diagrama:

va1=0
SA1 ™ 0

Va2 = ?
Sa2 =2

= O .
Yaz Longltudes, en metros

Las fuerzas que desarrollan trabajo son el peso y la friccion en el bloque A, el peso en el bloque B.
Conviene recordar que para cuerpos conectados, se puede eliminar el trabajo de la fuerza de tensién
de la cuerda que los une, debido a que la suma de trabajos de dicha tension que desarrolla en cada
bloque es cero, siempre y cuando se plantee la ecuacion de todas las fuerzas “externas” que actdian
en el sistema de cuerpos conectados y se iguala a la suma del incremento de la energia cinética de
cada cuerpo.
Los trabajos desarrollados por las fuerzas son:

Ul'/KAZ =-magW, (Va2 - Ya1)

UfT, = -magFr (saz - Sa1)

Uy = -magWy (V5,2 - ¥s,1)
Luego se sustituir los valores conocidos:

UM =-300 (0 - 1.6)

UM =480 N-m

Ui, =-36(2-0)

Ui, =-72N'm

Ule =200 (1.2 - 0)

U8 =-240 N'-m
Se aplica el método del trabajo y la energia al sistema de cuerpos conectados:

Uty + Ui + U = % Ma Vi, - % MAVZ, + % Mg Vi, = é MA VB,

1300 2 1300 2,120 2 1200 ~2
480-72-240=2 322 .13 242 20,2 220
80 0 2981 A2 2981 2981 B2 2981

168 =15.2905 v, + 10.1937 v},
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Con base en la relacion cinematica de rapideces:
168 = 15.2905 (vg,)* +10.1937 V2,

168=25.4842 v,

2 __168
B2 254842

V3, =6.5923
Vg, =2.5676 % (hacia arriba)

La rapidez de B después de haber recorrido 2 metros es:
Vg, =2.568 %, hacia arriba.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica
Datos:

magA = 300;
maghiB = 200;
g =9.81;
pk = 0.2;
XBf = 2;
AXA = 3;
AyA = 4;
AXB = 4;
AyB = 3;

Analisis de la tendencia al movimiento de los bloques:

hipA = '\/ AXA? + AyA?

TA = {-magT, 0}
NrmA = {0, -magNA}

AyA AXA
WA = magWA {

hipAJ hipA}

ecl = TA+NrmA + WA == {0, 0}
respl = Solve[ecl]
magTSolProv = magT /. respl[1]

hipB = '\/ AXB? + AyB?

TB = {-magTSolProv, 0}
NrmB = {0, magNB}
AyB AXB }

WB =magWB{h- —
ip ip
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magB
ec2 = TB + NrmB + WB ==
g

resp2 = Solve[ec2, {aBx, magNB} ]
aBxSolProv = aBx /. resp2[1]

{aBx, 0}

a) Latensionen el cable

Fr = {-magFr, 0}

maghA
ec3 = Fr + TA + NrmA + WA ==

{aAx, 0}
g

resp3 = Solve[ec3, {aAx, magNA}]
magNASol = magNA /. resp3[1]
magFrSol = uk magNASol

TB = {-magT, 0}

magB
ec4 = TB + NrmB + WB ==

{aBx, 0}

Relacién cinematica:

L = XA + xB

ec5 = 0 == VAX + VBx
VAXSol = vAx /. resp5[1]
ec6 = 0 == aAx + aBx

Calculo de la magnitud de la fuerza de tension en el cable:

resp7 = Solve[{ (ec3 /. magFr » magFrSol) , ec4, ec6}]
magTSol = magT /. resp7[1]
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b) larapidez de B después de haber recorrido 2 metros
Posiciones y parametros de los bloques:

yAl AyA
ec8 = — =
xBf hipA
resp8 = Solve[ec8]
yAlSol = yAl /. resp8[1]
yB2 AyB
ec9 = — ==
xBf hipB
resp9 = Solve[ec9]

yB2Sol = yB2 /. resp9[1]

SAl = 9;
VAl = 0;
sA2 = xBf
yBl = 0;
VBl = 0;
yA2 = 0;

Método del trabajo y la energia:

UWAla2 = -magWA (yA2 - yAlSol)
UWBla2 = -magWB (yB2Sol - yB1)
UFrla2 = -magFrSol (sA2 - sAl)
1 maghA , 1 magWA , 1 magkB , 1 magB .
ecl0 = UNAla2 + UNBla2 + UFrla2 == — VA2© - — VAL1® + — vB2® - — vB1
2 g 2 g 2 g 2 g

respl0 = Solve[{ (ec5 /. {vAx -» VA2, VBx -» VB2}), ecl10}]
vB2Sol = vB2 /. resp10[2]
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Ejercicio 6.8

Problema 14-77, Hibbeler, Ingenieria Mecanica, Dinamica, 7 edicion, Prentice
Hall Hispanoamericana, p. 182.

Un collarin de 5 libras es soltado desde el reposo en Ay se desplaza por una guia lisa. Determine la
rapidez cuando su centro llega al punto Cy la fuerza normal que ejerce sobre la barra en este punto.

El resorte tiene una longitud no deformada de 12” y el punto C se ubica justo antes de terminar la parte
curva de la barra.

10 in

£

AR R R T

Se aplicara el método del trabajo y la energia para resolver el problema.
Antes que todo, se visualizaran las fuerzas que desarrollan trabajo durante todo el movimiento del
collarin, para lo que se analizara su diagrama de cuerpo libre:

W
Nrm
/\ Fy
T N

Puede observarse que las fuerzas que desarrollan trabajo son el peso y la fuerza del resorte, ya que
fuerza la normal siempre es perpendicular a la trayectoria.
Primero, se calculan las deformaciones inicial y final del resorte, medidos en ft.
En la posicidn inicial, la longitud del resorte es la suma del radio de la barra circular y la altura de la
barra vertical:

Ly=Rp+hy

L,=12+10

Ly=22in



Dado que la longitud no deformada del resorte es:

Lp=12in
La deformacioén inicial del resorte es:
Sa=Lys-Lo
0,=22-12
0,=10in
Se convierte dicha longitud a ft:

=10in x Lt
0,4=10in x i
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Respecto a la deformacion final del resorte, conviene dibujar un diagrama para visualizar la longitud

del resorte en dicha posicion:

hy= 10"

La longitud final de resorte es:
Le=ARL+h?
L= VTP e 102
L= 1245100
Le= 244
Lc=15.6205 in

Por tanto, la deformacidn final del resorte es:
6c=Lc-Lo
0c=15.6205-12
8¢ =3.6205in

Se convierte dicha longitud a ft:

60 =3.6205 in x

12in
_ 3.6205
o= 222 ¢

0c=0.3017 ft

Se obtiene el radio de la barra circular en ft:
Rp=12in
Rpg =12in x =&

12in
Rpi=1 ft
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Para facilitar el calculo del trabajo desarrollado por dichas fuerzas, se dibuja un diagrama en el que
se especifiquen las posiciones y los parametros del collarin:

ya=1

05 = 0.8333

Va= 0

®
===

R1

yc=0 I
5c=0.3017 € - - - -
Vo= "7?

Longitudes, en ft

Se obtiene la constante del resorte de manera que sus unidades sean %’:

_ @ 12in _ @
k—2inx—lft _24]ct

Posteriormente, se calcula el trabajo que desarrollan las fuerzas de interés aplicadas al collarin:
Uplc = -magW (vc - ya)
Ut c=~3 k(8% &)
Luego de sustituir los valores conocidos se obtiene:
Ugc=-5(0-1)
Uy e=5Ib-ft
Ux c=- (24) (0.3017% - 0.8333?)
UX - =-12(0.091028 - 0.694444)
Uf - =-12(-0.603417)
UX =7.2410 lb-ft

Finalmente, se aplica la ecuacidn del trabajo y la energia:

W o,k _1magW o 1 magW
Upc+tUpc=3 g T34 VA
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Por consiguiente:

1.5 2 2
5+7.2410= 3 = (v¢ - 0%)

12.2410=0.07764 v2

0.07764 v2 = 12.2410
12.2410
0.07764

vE =157.6641

Ve = \157.6641

ve=12.5564 &

2 —
VC_

La rapidez del collarin en C es:
ve=12.5564 1.

Ahora, se procede a calcular la fuerza normal ejercida por la barra sobre el collarin en el punto C, para
lo cual se dibuja el diagrama de cuerpo libre del collarin en dicho punto:

N
10 Fk T

12

Nrm

La representacion vectorial de las fuerzas es:
Nrm = {0, magN}
W ={magw, 0}

Fi= magF, 7_?: %}

La magnitud de la fuerza del resorte en este punto es:
magF, =k 6¢
magF, =24 (0.3017)
magF, =7.2408 b

Por tanto:

_— 10 7
Fk=1.2408 {15.6205’ 15.6205}

Fy ={4.63545, 556254} Ib
Luego, se aplica la segunda ley de Newton:

—_—  —  —  magW
NFm + W+ Fie= == {arc, anch

{5+4.63545, magN + 5.56254} = 32% {arc, anc}

De la expresion para la componente normal se tiene que:

=5
magN +5.56254 = == ay,c
Dado que la aceleracion normal en C es:
2

anc=—=<
NCT R
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Por lo cual:

_ 12.55642
anc = —

ayc=157.6632 %
Y la magnitud de la fuerza normal es:

magN = - (157.6632) - 5.56254

magN =24.4819 - 5.5654
magN =18.9193 |b

La magnitud de la fuerza normal ejercida por la pista en el punto C es:
magN = 18.9193 |b.

Resolucion del problema con funciones de Mathematica

Datos:
maghl = 5;
g =32.2;
LOin = 12;
Rbin = 12;
hbin = 10;
kin = 2;

Calculo de las deformaciones inicial y final del resorte:

LAin = Rbin + hbin

1
LAft = LAin —
12
1
Loft = LOin —
12

6A = LAft -Loeft // N

w/ Rbin? + hbin?
1

LCin —
12

6C = LCft-Left // N

LCin

LCft

Posiciones y parametros:

1
Rbft = Rbin —
12

yA = Rbft
VA = 0
yC=0

kft = kin 12
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Calculo del trabajo que desarrollan todas las fuerzas aplicadas al collarin:
UWAaC = -maghl (yC - yA)
1
UKAaC = - — kft (8C* - 6A%)
2
Expresion de trabajo y energia:

1 magW
ecl = UWAaC + UkAaC == — v

2 g 2 g

1 magh

c? VA?

respl = Solve[ecl]
vCSol = vC /. respl[2]

Representacion vectorial de las fuerzas que actdan en el collarin en el punto C:

Nrm = {0, magN}

W= {magW, 0}
hbin Rbin
Fk = magFk { 5 }
LCin LCin

magFk = kft 6C

Aplicacion de la segunda ley de Newton:

ec2

magh
Nrm + W + Fk == —— {aTC, aNC}
g

vCSol?
Rbft

resp2 = Solve[ec2]
magNSol = magN /. resp2[1]

aNC
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