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1. En cada inciso, indique en qué puntos la función de variable compleja dada es 

diferenciable y también indique en donde es analítica: 

a) 𝑓(𝑧) = 2𝑥2 + 3𝑖𝑦, con 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

b) 𝑔(𝑧) = 𝑥 − 2𝑥𝑦 + 𝑖(𝑥2 − 𝑦2 + 𝑦), con 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

20 puntos 

 

Solución: 

 

a) Primero hallamos las funciones 𝑀(𝑥, 𝑦) y 𝑉(𝑥, 𝑦): 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2, 𝑉(𝑥, 𝑦) = 3𝑦 

𝜕𝑀

𝜕𝑥
= 4𝑥     ,     

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 0     ,     

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 3 

   

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑉

𝜕𝑥
        ∀ 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑀

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
 

4𝑥 = 3 

𝑥 =
3

4
 



Por lo tanto 𝑓 es derivable a lo largo de la recta 𝑥 =
3

4
 y no es analítica en punto 

alguno del plano complejo. 

 

b) Primero hallamos las funciones 𝑀(𝑥, 𝑦) y 𝑉(𝑥, 𝑦): 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 2𝑥𝑦 , 𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑦 

𝜕𝑀

𝜕𝑥
= 1 − 2𝑦        ,

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −2𝑥 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 2𝑥        ,

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −2𝑦 + 1 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑥
=

𝜕𝑉

𝜕𝑦
     ,    

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑉

𝜕𝑥
,       ∀ 𝑥, 𝑦 

 

Por lo tanto 𝑔 es derivable y analítica en todo el plano complejo. 

 

2. La serie de Taylor de una función analítica es: 

𝑓(𝑧) = −𝑖 − 𝑖 ∑
(−2)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

(𝑧 − 𝑖
𝜋

4
)

𝑛

 

Obtenga la integral de línea: 

∮
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑖
𝜋
4)

2
𝐶

𝑑𝑧;                       𝐶: |𝑧 − 𝑖
𝜋

4
| = 1 

20 puntos 

Solución: 

 

∮
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑖
𝜋
4)

2
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝑓′ (
𝜋

4
𝑖) 

De la serie de Taylor:  



𝑓′ (
𝜋

4
𝑖) = −𝑖(−2) = 2𝑖 

Por lo tanto: 

∮
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑖
𝜋
4)

2
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖(2𝑖) = −4𝜋 

3. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la función: 

𝑓(𝑡) = 𝑡 + 𝜋,                      − 𝜋 < 𝑡 < 𝜋                    

20 puntos 

Solución: 

 

Serie de Fourier: 

𝑎0

2
+ ∑[𝑎𝑛 cos(𝑛𝑡) + 𝑏𝑛 sen(𝑛𝑡)]

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ (𝑡 + 𝜋)𝑑𝑡 =

1

𝜋
(

𝑡2

2
+ 𝜋𝑡) |

𝜋
−𝜋

𝜋

−𝜋

 

𝑎0 =
1

𝜋
(

𝜋2

2
+ 𝜋2 −

𝜋2

2
+ 𝜋2) =

1

𝜋
(2𝜋2) = 2𝜋 

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ (𝑡 + 𝜋) cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

 

Al integrar por partes: 

𝑢 = 𝑡 + 𝜋          𝑑𝑣 = cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡          𝑣 =
1

𝑛
sen(𝑛𝑡) 

 

∫(𝑡 + 𝜋) cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑡 + 𝜋

𝑛
sen(𝑛𝑡) −

1

𝑛
∫ sen(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

=
𝑡 + 𝜋

𝑛
sen(𝑛𝑡) +

1

𝑛2
cos(𝑛𝑡) 

 



𝑎𝑛 =
1

𝜋
[
2𝜋

𝑛
sen(𝑛𝜋) +

1

𝑛2
cos(𝑛𝜋) −

1

𝑛2
cos(𝑛𝜋)] = 0 

 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ (𝑡 + 𝜋) sen(𝑛𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

 

Al integrar por partes: 

𝑢 = 𝑡 + 𝜋          𝑑𝑣 = sen(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡          𝑣 = −
1

𝑛
cos(𝑛𝑡) 

 

∫(𝑡 + 𝜋) sen(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 = −
𝑡 + 𝜋

𝑛
cos(𝑛𝑡) +

1

𝑛
∫ cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

= −
𝑡 + 𝜋

𝑛
cos(𝑛𝑡) +

1

𝑛2
sen(𝑛𝑡) 

 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
[−

2𝜋

𝑛
cos(𝑛𝜋) +

1

𝑛2
sen(𝑛𝜋) +

1

𝑛2
sen(𝑛𝜋)] = −

2

𝑛
cos (𝑛𝜋) 

𝑏𝑛 = −
2

𝑛
(−1)𝑛 =

2

𝑛
(−1)𝑛+1 

Serie de Fourier: 

𝜋 + 2 ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
sen(𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

 

 

4. Desarrolle 𝑓(𝑥) = 𝑥2 en el intervalo −𝜋 < 𝑥 < 𝜋 en una serie compleja de Fourier.  

20 puntos 

Solución: 

Serie de Fourier: 

∑ 𝑐𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

∞

−∞

 

 



𝑐𝑛 =
1

2𝜋
∫ 𝑥2𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

Integrando por partes: 

𝑢 = 𝑥2          𝑑𝑣 = 𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥          𝑣 = −
1

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 

∫ 𝑥2𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
𝑥2

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 +

2

𝑖𝑛
∫ 𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

Integrando por partes: 

𝑢 = 𝑥          𝑑𝑣 = 𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥          𝑣 = −
1

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 

∫ 𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
𝑥

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 +

1

𝑖𝑛
∫ 𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 

= −
𝑥

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 −

1

𝑖2𝑛2
𝑒−𝑖𝑛𝑥 

= −
𝑥

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 +

1

𝑛2
𝑒−𝑖𝑛𝑥 

 

Por lo tanto: 

∫ 𝑥2𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
𝑥2

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 +

2

𝑖𝑛
[−

𝑥

𝑖𝑛
𝑒−𝑖𝑛𝑥 +

1

𝑛2
𝑒−𝑖𝑛𝑥] 

= 

= (−
𝑥2

𝑖𝑛
+

2𝑥

𝑛2
−

2

𝑖𝑛3
) 𝑒−𝑖𝑛𝑥 ,     𝑛 ≠ 0 

𝐶𝑛 =
1

2𝜋
[(−

𝜋2

𝑖𝑛
+

2𝜋

𝑛2
−

2

𝑖𝑛3
) 𝑒−𝑖𝜋𝑛 − (−

𝜋2

𝑖𝑛
−

2𝜋

𝑛2
−

2

𝑖𝑛3
) 𝑒𝑖𝜋𝑛] 

 

𝑒−𝑖𝜋𝑛 = cos(𝜋𝑛) − 𝑖 sen(𝑛𝜋) = (−1)𝑛 

𝑒𝑖𝜋𝑛 = cos(𝜋𝑛) + 𝑖 sen(𝜋) = (−1)𝑛 

 



𝐶𝑛 =
1

2𝜋
[(−

𝜋2

𝑖𝑛
+

2𝜋

𝑛2
−

2

𝑖𝑛3
+

𝜋2

𝑖𝑛
+

2𝜋

𝑛2
+

2

𝑖𝑛3
) (−1)𝑛] 

𝐶𝑛 =
1

2𝜋
[(

2𝜋

𝑛2
+

2𝜋

𝑛2
) (−1)𝑛] 

=
1

2𝜋
[
4𝜋

𝑛2
(−1)𝑛] =

2

𝑛2
(−1)𝑛,           𝑛 ≠ 0 

 

𝐶0 =
1

2𝜋
∫ 𝑥2𝑑𝑥 =

2

2𝜋
∫ 𝑥2𝑑𝑥 =

1

𝜋

𝑥3

3
|
𝜋
0

=
𝜋3

3𝜋
=

𝜋2

3
 

𝜋

0

𝜋

−𝜋

 

Serie de Fourier: 

𝜋2

3
+ ∑

2

𝑛2
(−1)𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

∞

− ∞
𝑛≠0

 

5. Usando convolución, calcule la transformada de Fourier de la siguiente función: 

𝑓(𝑥) = {
𝑥𝑒−𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

0 𝑠𝑖 𝑥 < 0
 

Para ello, considere 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) con 𝑔(𝑥) = {
𝑒−𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

0 𝑠𝑖 𝑥 < 0
 

Además, ℱ{𝑔(𝑥)} =
1

√2𝜋

1

1+𝑖𝜔
 

20 puntos 

Solución: 

ℱ{𝑓(𝑥)} = ℱ{𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥)} 

 

= ℱ{𝑔(𝑥)}ℱ{𝑔(𝑥)} 

 

= (
1

√2𝜋

1

1 + 𝑖𝜔
) (

1

√2𝜋

1

1 + 𝑖𝜔
) 

 

=
1

2𝜋
(

1

(1 + 𝑖𝜔)2
) 

 

 


