
 UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
FACULTAD DE INGENIERÍA 

DIVISIÓN DE CIENCIAS BÁSICAS 
COORDINACIÓN DE CIENCIAS APLICADAS 

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS APLICADAS 
1424_25-1_1F_K50 

 
PRIMER EXAMEN FINAL COLEGIADO DE 

MATEMÁTICAS AVANZADAS 

 

SEMESTRE  2025 – 1 Jueves 28 de noviembre de 2024 DURACIÓN MÁXIMA 2 HORAS 

1. Usando funciones armónicas, encuentre la familia de curvas que son ortogonales a la familia 
de curvas 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 = 𝛼, donde 𝛼 es cualquier número real. 

25 puntos 
RESOLUCIÓN: 
 
Se establece que 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 
 
Se verifica que 𝑢(𝑥, 𝑦) sea una función armónica: 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 6𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −6𝑥𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −6𝑥

 

Por tanto,  
𝜕2𝑢

𝑑𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 6𝑥 − 6𝑥 = 0 

 
Por lo tanto, 𝑢(𝑥, 𝑦) es una función armónica. Ahora, buscamos la armónica conjugada 𝑣(𝑥, 𝑦), 
usamos las ecuaciones de Cauchy – Riemann 
 

3𝑥2 − 3𝑦2 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

 

−6𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

 
Integramos el primer renglón con respecto a 𝑦 y nos queda 
 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = ∫(3𝑥2 − 3𝑦2)𝑑𝑦 = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + ℎ(𝑥) 

 
Donde ℎ(𝑥) es una función que depende de 𝑥. Derivamos esto último con respecto a 𝑥 y 
obtenemos 
 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦 + ℎ′(𝑥) 

 
De donde si igualamos con la segunda ecuación de Cauchy – Riemann, obtenemos que  
 



6𝑥𝑦 + ℎ′(𝑥) =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 6𝑥𝑦 

Por tanto ℎ′(𝑥) = 0 y de esta forma ℎ(𝑥) = 𝑘 es una función constante y así 
 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 𝑘 
 
Donde 𝑘 es cualquier constante. De esta forma las curvas de nivel 𝑣(𝑥, 𝑦) es la familia que 
buscamos, es decir, la familia de curvas: 
 

3𝑥2𝑦 − 𝑦3 = 𝛽      𝛽 ∈ ℝ 
 
son ortogonales a la familia 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 = 𝛼 
 
Comprobando ortogonalidad 
 

∇𝑢 ∙ ∇𝑣 = (3𝑥2 − 3𝑦2, −6𝑥𝑦) ∙ (6𝑥𝑦, 3𝑥2 − 3𝑦2) = 0 
 

2. Calcule la siguiente integral compleja a lo largo de la trayectoria dada: 
 

∫ 𝑅𝑒(𝑧)𝑑𝑧
𝛾1+𝛾2

 

donde  
𝛾1(𝑡) = cos(𝑡) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑛 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

 

𝛾2(𝑡) =
−2𝜋 + 𝑡

𝜋
𝑐𝑜𝑛 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 3𝜋 

25 puntos 
RESOLUCIÓN: 
 
Por propiedades de la integral compleja, tenemos que: 
 

∫ 𝑅𝑒(𝑧)𝑑𝑧
𝛾1+𝛾2

= ∫ 𝑅𝑒(𝑧)𝑑𝑧 + ∫ 𝑅𝑒(𝑧)𝑑𝑧
𝛾2

 
𝛾1

 

 

= ∫ 𝑅𝑒(𝛾1(𝑡))  𝛾1(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

+∫ 𝑅𝑒(𝛾2(𝑡))  𝛾2(𝑡)𝑑𝑡
3𝜋

𝜋

 

 

= ∫ cos(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 𝑖 cos(𝑡)) 𝑑𝑡
𝜋

0

+∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋
(
1

𝜋
)𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

 

 

= ∫ −cos(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

0

+ 𝑖∫ cos2(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

0

+∫
−2

𝜋
+
𝑡

𝜋2
𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

   

 

=
cos2(𝑡)

2
|
0

𝜋

+ 𝑖 (
𝑠𝑒𝑛(2𝑡)

4
+
𝑡

2
)|
0

𝜋

+ (
−2

𝜋
𝑡 +

𝑡2

2𝜋2
)|
𝜋

3𝜋

 

 

= 0 + 𝑖
𝜋

2
+ 0 

 
Por lo tanto 



 

∫ 𝑅𝑒(𝑧)𝑑𝑧
𝛾1+𝛾2

=
𝑖𝜋

2
  

 
 

3. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la siguiente función: 
 

𝑓(𝑡) =

{
  
 

  
 −𝜋 −

𝜋

2
< 𝑡 < −

𝜋

4

0 −
𝜋

4
< 𝑡 <

𝜋

4

𝜋
𝜋

4
< 𝑡 <

𝜋

2

 

 

25 puntos 
RESOLUCIÓN: 
 
Considerando 𝑓(𝑡) una función impar, la serie de senos de Fourier es 
 

𝑓(𝑡) = ∑𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 (
𝑛𝜋

𝑝
𝑡)

∞

𝑛=1

 

Siendo 
 

𝑏𝑛 =
2

𝑝
∫ 𝑓(𝑡)𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋

𝑝
𝑡) 𝑑𝑡

𝑝

0

 

 

Del dominio de 𝑓(𝑡) se identifica 𝑝 =
𝜋

2
, al sustituir en 𝑏𝑛 se obtiene  

 

𝑏𝑛 =
4

𝜋
∫ 𝜋 (𝑠𝑒𝑛(2𝑛𝑡)) 𝑑𝑡

𝜋
2

𝜋
4

 

 
Al calcular la integral se obtiene 
 

𝑏𝑛 = −
2

𝑛
[(−1)𝑛 − cos (

𝑛𝜋

2
)] 

 
Donde 𝑏𝑛 también se puede expresar como:  
 

𝑏𝑛 = {
1 𝑛  𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟
−2 𝑛 = 2, 6, 10, 14…
0 𝑛 = 4, 8, 12, 16…

 

 
Y de esta manera la serie pedida es 
 

𝑓(𝑡) = ∑𝑏𝑛  𝑠𝑒𝑛(2𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

 

 
 



 
 

4. Encontrar la transformada de Fourier de 

 

𝑥(𝑡) = {
𝑘 𝑠𝑖 3 < 𝑡 < 7
0 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

 

 

donde 𝑘 es una constante real. 

25 puntos 

RESOLUCIÓN: 

 

Calculemos la transformada de Fourier de 𝑥(𝑡). Por definición tenemos que 
 

ℱ(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

 

= ∫ 𝑘𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
7

3

 

= −
𝑘

𝑖𝜔
𝑒−7𝑖𝜔 +

𝑘

𝑖𝜔
𝑒−3𝑖𝜔 

=
𝑘

𝜔
(
𝑒−7𝑖𝜔 − 𝑒−3𝑖𝜔

𝑖
) 

=
𝑘

𝜔
(
𝑒−(5−2)𝑖𝜔 − 𝑒−(5+2)𝑖𝜔

𝑖
) 

 

ℱ(𝑥(𝑡)) =
2𝑘𝑒−5𝑖𝜔𝑠𝑒𝑛(2𝜔)

𝜔
 

 

 


