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Soluciones 

1. Sea  
𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 + 2𝑦 

 
a) Compruebe que 𝑣(𝑥, 𝑦) define una función armónica de las variables reales 𝑥 y 𝑦. 

 
b) Si la función 𝑣 del inciso anterior es la parte imaginaria de una función analítica, 

encuentre la parte real 𝜇(𝑥, 𝑦). 
25 puntos 

SOLUCIÓN: 
 

a)  
∂𝑣

∂𝑥
= 2𝑦 ;

∂𝑣

∂𝑦
= 2𝑥 + 2 

 

∂2𝑣

∂𝑥2
= 0 ;

∂2𝑣

∂𝑦2
= 0 

 
Puesto que 
 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 0 

 
∴ 𝑣 es armónica. 

 

b)  
∂μ

∂x
=
∂𝑣

∂𝑦
;
∂μ

∂𝑥
= 2𝑥 + 2 

 

∴ 𝜇 = ∫(2𝑥 + 2)  𝑑𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝜙(𝑦) 

 
 
 

∂μ

∂y
= −

∂𝑣

∂x
; 𝜙′(𝑦) = −2y 

 

∴ 𝜙(𝑦) = −𝑦2 + 𝐶 
 

Donde 𝐶 es una constante arbitraria, entonces: 
 

μ(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑦2 + 𝐶  

 



2. Evalúe la integral 
 

∫Re(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶

 

 
Considere 𝐶: 𝑦 = 𝑥2; desde −1 + 𝑖 hasta 2 + 4𝑖 

25 puntos 
 
 
SOLUCIÓN: 

𝑥 = 𝑡 
 

𝑦 = 𝑡2 
 

𝑧(𝑡) = 𝑡 + 𝑡2𝑖       ;    −1 ≤ 𝑡 ≤ 2 
 
 
 

∫ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ 𝑡(1 + 2𝑡𝑖)
2

−1

 𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 + 2𝑡2𝑖)
2

−1

 𝑑𝑡
𝐶

 

 

∫ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 =
𝑡2

2
+
2

3
𝑡3𝑖|

−1

2

= 2 +
16

3
𝑖 − (

1

2
+
2

3
(−1)2𝑖)

𝐶

 

 

∫𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶

= 2 +
16

3
𝑖 −

1

2
+
2

3
𝑖 

 

∫𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶

=
3

2
+ 6𝑖  

 
 
 

∴      ∫ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 =
3

2
+ 6𝑖

𝐶

 

 

𝐶: 𝑦 = 𝑥2   desde −1 + 𝑖 hasta 2 + 4𝑖 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 



3. Hallar la serie compleja de Fourier de la función: 
 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 0 𝑠𝑖 −

1

2
< 𝑥 < −

1

4

2 𝑠𝑖 −
1

4
< 𝑥 <

1

4

0 𝑠𝑖
1

4
< 𝑥 <

1

2

 

 
Además, bosquejar el espectro de frecuencia. 

25 puntos 
SOLUCIÓN: 
 
Recordemos que los coeficientes vienen dados por 
 

𝑐𝑛 =
1

2𝑝
∫ 𝑓(𝑥)𝑒

− 
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

𝑝

−𝑝

 

 

𝑛 = 0,±1,±2,… En este caso 𝑝 =
1

2
 y por lo tanto, para 𝑛 ≠ 0 se tiene que 

 

𝑐𝑛 =
1

2 (
1
2
)
∫ 𝑓(𝑥)𝑒

− 
𝑖𝑛𝜋𝑥
1
2 𝑑𝑥

1
2

−
1
2

 

 

𝑐𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−2𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1
2

− 
1
2

 

 

𝑐𝑛 = ∫ 2𝑒−2𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1
4

−
1
4

 

 

𝑐𝑛 =
𝑒−2𝑖𝑛𝜋𝑥

−𝑖𝑛𝜋
|
− 
1
4

1
4

 

 

𝑐𝑛 =
𝑒
−2𝑖𝑛(

𝜋
4
)

−𝑖𝑛𝜋
−
𝑒
2𝑖𝑛(

𝜋
4
)

−𝑖𝑛𝜋
 

 

𝑐𝑛 =
𝑒
𝑖𝑛𝜋
2 − 𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

𝑖𝑛𝜋
 

 

𝑐𝑛 =
cos (

𝑛𝜋
2 ) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋
2 ) − cos (−

𝑛𝜋
2 ) − 𝑖𝑠𝑒𝑛 (−

𝑛𝜋
2 )

𝑖𝑛𝜋
 

 

𝑐𝑛 =
2𝑖𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋
2 )

𝑖𝑛𝜋
 

 
 
 
 

𝑐𝑛 =
2𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋
2 )

𝑛𝜋
 



En resumen 𝑐𝑛 =
2𝑠𝑒𝑛(

𝑛𝜋

2
)

𝑛𝜋
 para 𝑛 = ±1,±2,… Si 𝑛 = 0 tenemos que 

 

𝑐0 =
1

2(
1
2
)
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

1
2

− 
1
2

 

 

𝑐0 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1
4

− 
1
4

 

 

𝑐0 = ∫  2 𝑑𝑥

1
4

−
1
4

 

 

𝑐0 = 2(
1

4
− (−

1

4
)) 

 

𝑐0 = 2(
2

4
) 

 
𝑐0 = 1 

 
Es decir, 𝑐0 = 1. 
 
Por lo tanto, la serie compleja de Fourier está dada por: 
 

1 + ∑
2𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋
2
)

𝑛𝜋

∞

𝑛=−∞
𝑛≠0

𝑒2𝑖𝑛𝜋𝑥  

 

Ahora, para dibujar el espectro de frecuencia tenemos que la frecuencia angular es 𝜔 =
2𝜋

2𝑝
= 2𝜋 y el 

espectro de frecuencia viene dado por la siguiente tabla: 
 

𝑛𝜔 |𝑐𝑛| 
0 |𝑐0| = 1 

𝜔 

|𝑐1| = |
2𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
2)

𝜋
| =

2

𝜋
= 0.6366 

−𝜔 

|𝑐−1| = |
2𝑠𝑒𝑛 (−

𝜋
2)

−𝜋
| =

2

𝜋
= 0.6366 

2𝜔 

|𝑐2| = |
2𝑠𝑒𝑛 (

2𝜋
2 )

2𝜋
| = 0 

−2𝜔 

|𝑐−2| = |
2𝑠𝑒𝑛 (−

𝜋
2)

−2𝜋
| = 0 

 
 



 
 

4. Determine la transformada de Fourier de la función dada por la gráfica: 
 
 

 
 

25 puntos 
SOLUCIÓN: 
 
Determine la transformada de Fourier de la función dada por la gráfica: 
 

𝑓(𝑡) = {
6 ; 3 < 𝑡 < 6
0 ; 0 < 𝑡 < 3 𝑦 𝑡 > 6

 

 
 
 

ℱ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖ω𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

 

 

ℱ{𝑓(𝑡)} = ∫ 6𝑒−𝑖ω𝑡 𝑑𝑡
6

3

; ℱ{𝑓(𝑡)} = ∫ 6𝑒𝑢 𝑑𝑢
6

3

 



 

𝑢 = −𝑖ω𝑡 
𝑑𝑢 = −𝑖𝜔 𝑑𝑡 

 
ℱ{𝑓(𝑡)} = 6 ℱ{𝐻(𝑡 − 3) − 𝐻(𝑡 − 6)} 

 

ℱ{𝑓(𝑡)} = 6 [−
1

𝑖𝜔
𝑒−𝑖𝜔𝑡]

3

6

= −
6

𝑖𝜔
[𝑒−𝑖𝜔6 − 𝑒−𝑖𝜔3] 

 
 

ℱ{𝑓(𝑡)} =
6

𝑖𝜔
𝑒−3𝑖𝜔 −

6

𝑖𝜔
𝑒−6𝑖𝜔  

 

 




