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1. Sabiendo que la función 

𝑓(𝑧) =
𝑖

𝑧 + 𝑖
 

 
transforma rectas en circunferencias. Halla la ecuación de la imagen de la recta 𝐼𝑚(𝑧) = 2 bajo la función 𝑓(𝑧). 
Indica el centro y radio de la circunferencia imagen. 

 
Resolución: 
 
Si 𝑧 = 𝑥 + 𝑖 𝑦, entonces: 
 

𝑓(𝑧) =
𝑖

𝑧 + 𝑖
 

 

𝑓(𝑧) = 𝑖 (
1

𝑥 + 𝑖(𝑦 + 1)
) = 𝑖 (

𝑥 − 𝑖(𝑦 + 1)

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
) 

 

𝑓(𝑧) =
𝑦 + 1

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
+

𝑖 𝑥

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
 

 
De esta forma 
 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑦 + 1

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
 

es la parte real y 
 

𝑣(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
 

es la parte imaginaria. 
 
Ahora, si 𝑦 = 𝐼𝑚(𝑧) = 2, sustituyendo en 𝑢(𝑥, 𝑦) y 𝑣(𝑥, 𝑦) nos queda: 
 

𝑢 =
3

𝑥2 + 9
 

 

𝑣 =
𝑥

𝑥2 + 9
 

 
Donde: 
 

𝑥2 + 9 =
3

𝑢
 

 

𝑥2 + 9 =
𝑥

𝑣
 

 
Igualando queda: 
 



3

𝑢
=

𝑥

𝑣
 

 
Al despejar 𝑥: 
 

𝑥 =
3𝑣

𝑢
 

 
Sustituyendo en 𝑢 la primera igualdad queda: 
 

9𝑣2

𝑢2
+ 9 =

3

𝑢
 

 
Desarrollando: 
 

9𝑣2 + 9𝑢2

𝑢2
=

3

𝑢
 

 

Multiplicando por 𝑢2 queda: 
 

9𝑣2 + 9𝑢2 = 3𝑢 
 
Dividiendo por 9: 
 

𝑣2 + 𝑢2 =
𝑢

3
 

 
Completando cuadrados queda: 
 

(𝑢 −
1

6
)

2

+ 𝑣2 =
1

36
 

 

Es la ecuación de la imagen buscada, es una circunferencia con centro en (
1

6
, 0) y tiene radio de 

1

6
 . 

 

2. Evalúe la integral 

∫(𝑅𝑒(𝑧)2 + 𝐼𝑚(𝑧)2) 𝑑𝑧
𝐶

 

 
donde 𝐶 es la trayectoria definida por las ecuaciones paramétricas 
 

𝐶: {
𝑥 = 𝑡2

𝑦 =
1

𝑡

, 1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 
Resolución: 
 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖 𝑦 
 

𝑧 = 𝑡2 + 𝑖
1

𝑡
 

 
 
 

𝑅𝑒(𝑧) = 𝑡2 
 

𝐼𝑚(𝑧) =
1

𝑡
 

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 2𝑡 − 𝑖

1

𝑡2
 

 
 



∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝑧(𝑡))
3

1𝐶

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 𝑑𝑡 

 

∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ (𝑡4 +
1

𝑡2
) (2𝑡 −

𝑖

𝑡2
)

3

1

 𝑑𝑡
𝐶

 

 

∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ (2𝑡5 − 𝑖𝑡2 +
2

𝑡
−

𝑖

𝑡4
)

3

1

 𝑑𝑡
𝐶

 

 

∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ (2𝑡5 +
2

𝑡
)  𝑑𝑡 − 𝑖 ∫ (𝑡2 +

1

𝑡4
)  𝑑𝑡

3

1

3

1𝐶

 

 

∫𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =
𝐶

(
2

6
 𝑡6 + 2 ln(𝑡))|

1

3

− 𝑖 (
𝑡3

3
−

𝑡−3

3
)|

1

3

 

 

∫𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =
𝐶

(
1

3
 𝑡6 + 2 ln(𝑡))|

1

3

− 𝑖 (
𝑡3

3
−

1

3

1

𝑡3
)|

1

3

 

 

∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =
1

3
(3)6 + 2 ln(3) −

1

3
(1)6 − 2 ln(1)

𝐶

− 𝑖 [
33

3
−

1

3

1

33
−

1

3
+

1

3
] 

 

∫ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 35 + 2 ln(3) −
1

3
− 0 − 𝑖 (32 −

1

34
)

𝐶

 

 
 

∫𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 244.86389 − 8.98765 𝑖
𝐶

 

 

3. Obtenga la extensión impar de la función: 
 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥 ; 0 < 𝑥 < 2

𝑥 − 4 ; 2 < 𝑥 < 4
 

 
Y su serie seno de Fourier 

 
Resolución: 
 
 

𝑇 = 8 ; 𝐿 = 4 
 
 

𝑏𝑛 =
2

4
∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝑛 𝜔𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
[∫ −𝑥 𝑠𝑒𝑛(𝑛 𝜔𝑥)

2

0

𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 4) 𝑠𝑒𝑛(𝑛 𝜔𝑥)𝑑𝑥
4

2

]
4

0

 

 

𝐼1 = ∫ −𝑥
2

0

𝑠𝑒𝑛(𝑛ω𝑥)𝑑𝑥

𝐼2 = ∫ (𝑥 − 4) 𝑠𝑒𝑛(𝑛ω𝑥)𝑑𝑥
4

2

 

 
Para 𝐼1: 
 

𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛(𝑛ω𝑥) 𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝑛ω
𝑐𝑜𝑠(𝑛ω𝑥)

 

 

ω =
π

4
 

Por lo tanto: 
 



𝐼1 = − [
−𝑥

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) − ∫ −

1

 𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥]

0

2

 

 

𝐼1 = −
4

𝑛 𝜋
[−𝑥 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋𝑥

4
) +

4

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋𝑥

4
)]

0

2

= −
4

𝑛 𝜋
[−2 cos (

𝑛 𝜋

2
) +

4

𝑛 𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋

2
)] 

 

𝐼1 = −
4

𝑛 𝜋
[−2 cos (

𝑛 𝜋

2
) +

4

𝑛 𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋

2
)] 

 
 
Para 𝐼2: 
 

𝑢 = 𝑥 − 4 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛(𝑛ω𝑥) 𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝑛ω
𝑐𝑜𝑠(𝑛ω𝑥)

 

 

ω =
π

4
 

Por lo tanto: 
 

𝐼2 = [
4 − 𝑥

𝑛 𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) − ∫ −

1

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥]

2

4

 

 

𝐼2 =
4

𝑛 𝜋
[(4 − 𝑥) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋𝑥

4
) +

4

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋𝑥

4
)]

2

4

=
4

𝑛 𝜋
[

4

𝑛 𝜋
sen(𝑛 𝜋) − [2 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋

2
) +

4

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋

2
)]] 

 

𝐼2 =
4

𝑛 𝜋
[

4

𝑛 𝜋
sen(𝑛 𝜋) − [2 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋

2
) +

4

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋

2
)]] 

 
 
 
 

𝑏𝑛 =
2

𝑛 𝜋
[−

8

𝑛 𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋

2
)] 

 

𝑏𝑛 = −
16

(𝑛 𝜋)2
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋

2
) 

 
 
 

𝑓(𝑥) = ∑ [−
16

(𝑛 𝜋)2
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋

2
)] 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋𝑥

4
)

∞

𝑛=1

 

 
 

4. Resuelva la siguiente ecuación diferencial utilizando la transformada de Fourier 
 

𝑦′(𝑡) − 2𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) 
 
donde la función 𝑓(𝑡) está definida como 
 

𝑓(𝑡) = {
𝑒−2𝑡 ; 𝑡 ≥ 0

0 ; 𝑡 < 0
 

Resolución: 
 
Recordando la propiedad de la transformada de Fourier para una derivada y una función 
 

ℱ{𝑦′(𝑡)} = 𝑖 𝜔𝑌(𝜔) 
 

ℱ{𝑦(𝑡)} = 𝑌(𝜔) 
 
Entonces, aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuación: 



 
ℱ{𝑦′(𝑡) − 2𝑦(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝑡)} 

 
Nos da: 
 

𝑖 𝜔𝑌(𝜔) − 2𝑌(𝜔) = 𝐹(𝜔) 
 
Para calcular la transformada de Fourier de 𝑓(𝑡), sabemos que: 
 

𝑓(𝑡) = {
𝑒−2𝑡 ; 𝑡 ≥ 0

0 ; 𝑡 < 0
 

 
Entonces, usando la definición de la transformada de Fourier: 
 
 

𝐹(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖 𝜔𝑡  𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−2𝑡  𝑒−𝑖𝜔𝑡  𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−(2+𝑖𝜔)𝑡  𝑑𝑡
∞

0

= [
𝑒−(2+𝑖𝜔)𝑡

−(2 + 𝑖𝜔)
]

0

𝜔∞

0

 
∞

−∞

 

 

𝐹(𝜔) =
1

2 + 𝑖𝜔
 

 
Sustituyendo: 
 

𝑖𝜔𝑌(𝜔) − 2𝑌(𝜔) =
1

2 + 𝑖𝜔
 

 
Y despejando a 𝑌(𝜔): 
 

𝑌(𝜔) =
1

(𝑖𝜔 − 2)(2 + 𝑖𝜔)
= −

1

𝜔2 + 4
 

 
Y usando la transformada de Fourier inversa conocida 
 
 

ℱ−1 {
1

𝜔2 + 𝑎2
} =

1

2𝑎
𝑒−𝑎|𝑡| 

 
 
Por lo que aplicando la transformada inversa de Fourier a la ecuación: 
 

𝑦(𝑡) = −
1

4
𝑒−2|𝑡| 

 

 




