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1. Halle el valor de la integral: 

∫   
2𝑧 + 1

𝑧2 + 𝑧
𝑑𝑧 

Donde 𝐶 es: 

a) |𝑧| =
1

2
 

b) |𝑧| = 2 

  20 puntos 

Solución:  

Manipulando la integral obtenemos ∫   
2𝑧+1

𝑧2+𝑧
𝑑𝑧 = ∫   

2𝑧+1

𝑧(𝑧+1)
𝑑𝑧 

 

Notamos singularidades en 𝑧 = 0 y 𝑧 = −1. 

 

En el inciso “a” la circunferencia |𝑧| =
1

2
 sólo encierra a 𝑧 = 0. 

Podemos calcular el valor de la integral usando fórmula de Cauchy: 

2𝜋𝑖 𝑓(𝑧0) = ∮   
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 

∫   
2𝑧 + 1

𝑧(𝑧 + 1)
𝑑𝑧 = ∫   

2𝑧 + 1
𝑧 + 1

𝑧
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 (

2𝑧 + 1

𝑧 + 1
) |𝑧=0 = 2𝜋𝑖 

 

Cuando la circunferencia es |𝑧| = 2, la trayectoria encierra a las dos singularidades. Al separar en 

fracciones parciales obtenemos: 

𝐶 

𝐶 𝐶 

𝐶 

𝐶 𝐶 



2𝑧 + 1

𝑧(𝑧 + 1)
=

1

𝑧
+

1

𝑧 + 1
 

Entonces: 

∫   
2𝑧 + 1

𝑧(𝑧 + 1)
𝑑𝑧 = ∫   

1

𝑧
𝑑𝑧 + ∫   

1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 

 

Donde 𝐶 es la circunferencia |𝑧| = 2 

 

Usando la fórmula de Cauchy  

 

∫   
1

𝑧
𝑑𝑧 + ∫   

1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖(1)|𝑧=0 + 2𝜋𝑖(1)|𝑧=−1 = 4𝜋𝑖 

 

2. Sea 𝑢(𝑥, 𝑦) = ln (𝑥2 + 𝑦2) verifique que sea armónica y en caso de serlo, obtenga 

su armónica conjugada. 

20 puntos 

 

Solución: 

𝑢(𝑥, 𝑦) será armónica si satisface la ecuación de Laplace: 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

 

Calculando derivadas: 

 

𝑢𝑥 =
2𝑥

𝑥2 + 𝑦2
                                                              𝑢𝑦 =

2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

𝑢𝑥𝑥 =
2(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

2𝑦2 − 2𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
                              𝑢𝑦𝑦 =

2(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
=

2𝑥2 − 2𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

 

Sustituyendo en Laplace: 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 =
2𝑦2 − 2𝑥2 + 2𝑥2 − 2𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
= 0 

la función es armónica. 

𝐶 𝐶 𝐶 

𝐶 𝐶 



 

Usando las ecuaciones de Cauchy – Riemann para calcular la conjugada, obtenemos: 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
… (1)                            

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
… (2) 

 

Usando la ecuación (1): 

 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

2𝑥

𝑥2+𝑦2, integrando respecto de 𝑦, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2 arctan (
𝑦

𝑥
) + ℎ(𝑥) 

 

Derivando respecto de 𝑥 y usando la ecuación (2): 

 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2 (

1

1 + (
𝑦
𝑥)

2) (−
𝑦

𝑥2
) + ℎ′(𝑥) = −2

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+ ℎ′(𝑥) = −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
  

 

Por lo tanto: 

ℎ′(𝑥) = 0         &          ℎ(𝑥) = 𝐶,     𝐶 = 𝑐𝑡𝑒. 

 

Concluyendo: 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2 arctan (
𝑦

𝑥
) + 𝐶 

 

3. Calcule la serie de Fourier de la función: 

𝑓(𝑥) = 1 − |𝑥| 

 

repetida periódicamente en el intervalo −2 ≤ 𝑥 ≤ 2.  

 20 puntos 

Solución: 

Para esta función 𝑇 = 4: 

𝑎0 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑇
2

−
𝑇
2

=
1

2
(∫ (1 + 𝑥)𝑑𝑥

0

−2

+ ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

) = 0 

 



𝑎𝑛 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

2
) 𝑑𝑥

𝑇
2

−
𝑇
2

=
1

2
(∫ (1 + 𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

2
) 𝑑𝑥 + ∫ (1 − 𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

2
) 𝑑𝑥

2

0

0

−2

) 

𝑎𝑛 =
2 − 2 cos(𝑛𝜋)

𝑛2𝜋2
+

2 − 2 cos(𝑛𝜋)

𝑛2𝜋2
=

4(1 − cos (𝑛𝜋)

𝑛2𝜋2
 

𝑎𝑛 =
4(1 − (−1)𝑛)

𝑛2𝜋2
 

 

𝑏𝑛 =
1

2
(∫ (1 + 𝑥)𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

2
) 𝑑𝑥 + ∫ (1 − 𝑥)𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

2
) 𝑑𝑥

2

0

0

−2

) = − (
1 + cos(𝑛𝜋)

𝑛𝜋
) + (

1 + cos(𝑛𝜋)

𝑛𝜋
) = 0 

 

Entonces la serie de Fourier queda: 

 

𝑓(𝑥) = ∑ (
4(1 − (−1)𝑛)

𝑛2𝜋2
cos (

𝑛𝜋𝑥

2
))

∞

𝑛=1

 

 

Notamos que si 𝑛 es par, entonces 𝑎𝑛 = 0, restringimos a 𝑛 = 2𝑚 − 1, por lo tanto: 

 

𝑓(𝑥) =
8

𝜋2
∑ (

1

(2𝑚 − 1)2
cos (

(2𝑚 − 1)𝜋𝑥

2
))

∞

𝑚=1

 

 

4. Obtenga la integral de Fourier de 𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥|, 𝑥 ∈  ℝ. 

20 puntos 

Solución: 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
∫ 𝐴(𝛼) cos(𝛼𝑥)𝑑𝑥

∞

0

 

 

𝐴(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥) cos(𝛼𝑥)𝑑𝑥
∞

0

 

𝐴(𝛼) = ∫ 𝑒−𝑥 cos(𝛼𝑥)𝑑𝑥
∞

0

 

 

Y recordando la transformada de Laplace: 

ℒ{cos(𝑘𝑡)} =
𝑠

𝑠2 + 𝑘2
 

 



∫ 𝑒−𝑥 cos(𝛼𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝛼2 + 1

∞

0

 

Por lo tanto: 

 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
∫

1

𝛼2 + 1
cos(𝛼𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑒−|𝑥|

∞

0

 

5. Usando la definición, calcula la transformada de Fourier de la función 

 

𝑓(𝑡) = 𝑡[𝐻(𝑡 + 1) − 𝐻(𝑡 − 1)] 

 

Donde 𝐻(∗) denota la función de Heaviside. 

20 puntos 

Solución: 

La función 𝐻(𝑡 + 1) − 𝐻(𝑡 − 1) se ve gráficamente como: 

 

 

Usando esto en la definición de transformada de Fourier tenemos ℱ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
1

−1
 

Integrando por partes: 

 

ℱ{𝑓(𝑡)} = −
𝑡

𝑖𝜔
𝑒−𝑖𝜔𝑡 |

1
−1

+
1

𝑖𝜔
∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

1

−1

= 

= −
1

𝑖𝜔
𝑒−𝑖𝜔 −

1

𝑖𝜔
𝑒𝑖𝜔 −

1

(𝑖𝜔)2
𝑒−𝑖𝜔𝑡 |

1
−1

= 

= −
1

𝑖𝜔
(𝑒−𝑖𝜔 + 𝑒𝑖𝜔) −

1

(𝑖𝜔)2
(𝑒−𝑖𝜔 − 𝑒𝑖𝜔) = 

=
2𝑖

𝜔|
cos(𝜔) +

1

(𝑖𝜔)2
𝑠𝑒𝑛(𝜔) =

2𝑖

𝜔
cos(𝜔) −

2𝑖

𝜔2
𝑠𝑒𝑛(𝜔) 

=
2𝑖

𝜔2
(𝜔 cos(𝜔) − 𝑠𝑒𝑛(𝜔))  

 


