
 UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
FACULTAD DE INGENIERÍA 

DIVISIÓN DE CIENCIAS BÁSICAS 
COORDINACIÓN DE CIENCIAS APLICADAS 

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS APLICADAS 
1424_25-2_2F_E2A 

SEGUNDO EXAMEN FINAL COLEGIADO DE 
MATEMÁTICAS AVANZADAS 

 

SEMESTRE  2025 – 2 Viernes 6 de junio de 2025 DURACIÓN MÁXIMA 2 HORAS 

Nombre: ________________________________________________________________ Grupo: _________ 
Instrucciones:  

1. Demostrar que 
 

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 + 2𝑦 
 
puede ser la parte real de una función analítica, y encuentre su parte imaginaria. 
 
SOLUCIÓN: 
 
La función 𝜙(𝑥, 𝑦) es armónica si satisface la ecuación de Laplace, 
 

∂ϕ

∂𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦2 ;

∂ϕ

∂𝑦
= −6𝑥𝑦 + 2 

 
∂2ϕ

∂𝑥2
= 6𝑥 ;

∂2ϕ

∂𝑦2
= −6𝑥 

 
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 6𝑥 − 6𝑥 = 0 

 
∴ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) 

 
Para encontrar la parte imaginaria se hace uso de las ecuaciones de Cauchy – Riemann, considerando que 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 + 2𝑦 
 
Comenzando con la primera ecuación de Cauchy – Riemann 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦2 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

 
y con esta información, ahora buscamos a la función 𝑣(𝑥, 𝑦) 
 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 3𝑦2 

 
e integrando respecto a 𝑦, 
 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫(3𝑥2 − 3𝑦2) 𝑑𝑦 = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + ℎ(𝑥) 

 
Haciendo uso de la segunda ecuación de Cauchy – Riemann 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2𝑦 − 𝑦3 + ℎ(𝑥)) = −6𝑥𝑦 + ℎ′(𝑥) 



 
Y debido a que  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −6𝑥𝑦 + 2 

 
−6𝑥𝑦 + 2 = −6𝑥𝑦 − ℎ′(𝑥) 

 
Obteniendo así, ℎ(𝑥) = −2𝑥 
 
Por lo que, la parte imaginaria de la función analítica es: 
 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 − 2𝑥  

 

2. Evaluar la siguiente integral  

∮
𝑒𝑧

𝑧2 + 16
 𝑑𝑧 

Alrededor de la curva 𝐶: |𝑧 − 4𝑖| = 2 
 
SOLUCIÓN: 
 
La función anterior se puede escribir de la siguiente manera 
 

𝑒𝑧

𝑧2 + 16
=

𝑒𝑧

(𝑧 + 4𝑖)(𝑧 − 4𝑖)
 

 
Por lo que la función no está definida en 𝑧 = 4𝑖 y 𝑧 = −4𝑖. 
 
Sin embargo, analizando la curva, la función no es analítica únicamente en 𝑧 = 4𝑖. 
 
Por lo tanto, la función se puede reescribir de la siguiente manera: 
 

𝑒𝑧

𝑧2 + 16
=

𝑒𝑧

(𝑧 + 4𝑖)(𝑧 − 4𝑖)
=

𝑒𝑧

𝑧 + 4𝑖
𝑧 − 4𝑖

 

 
Por lo que la integral queda definida de la siguiente manera: 
 

∮
𝑒𝑧

𝑧2 + 16
 𝑑𝑧 = ∮

𝑒𝑧

𝑧 + 4𝑖
𝑧 − 4𝑖

 𝑑𝑧
𝐶𝐶

 

 
Y aplicando la fórmula integral de Cauchy 
 
 

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
 ∮

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
 𝑑𝑧

𝐶

 

 
Donde: 
 

𝑓(𝑧) =
𝑒𝑧

𝑧 + 4𝑖
         ;        𝑧0 = 4𝑖 

 
 
 
 



Por lo que el resultado de la integral es: 
 

∮
𝑒𝑧

𝑧2 + 16
 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖

𝑒4𝑖

4𝑖 + 4𝑖𝐶

 

 

∮
𝑒𝑧

𝑧2 + 16𝐶

𝑑𝑧 =
1

4
π𝑒4𝑖  

 

3. Obtenga el espectro de amplitud discreto de la siguiente función: 
 

𝑓(𝑡) = {
𝑡 𝑠𝑖 0 < 𝑡 < 2

4 − 𝑡 𝑠𝑖 2 < 𝑡 < 4
 

SOLUCIÓN: 
 

𝐶𝑛 =
1

4
 ∫ 𝑡𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

𝑡𝑑𝑡
2

0

+
1

4
 ∫ (4 − 𝑡)𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

𝑡𝑑𝑡
4

2

 

 
 

𝐶𝑛 =
1

4
 {−

2

𝑖𝑛𝜋
𝑡𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

 𝑡 +
4

𝑛2𝜋2
𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

 𝑡}|
0

2

+
1

4
 {− 

2

𝑖𝑛𝜋
(4 − 𝑡)𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

 𝑡 −
4

𝑛2𝜋2
𝑒− 

𝑖𝑛𝜋
2

 𝑡}|
2

4

 

 
 

𝐶𝑛 =
1

4
{−

2

𝑖𝑛𝜋
[2𝑒− 𝑖𝑛𝜋 − 0] +

4

𝑛2𝜋2 [𝑒−𝑖𝑛𝜋 − 1] −
2

𝑖𝑛𝜋
[0 − 2𝑒−𝑖𝑛𝜋] −

4

𝑛2𝜋2 [𝑒−𝑖2𝑛𝜋 − 𝑒−𝑖𝑛𝜋]} 

 

𝐶𝑛 =
1

4
{

−4(−1)𝑛

𝑖𝑛𝜋
+

4

𝑛2𝜋2
[(−1)𝑛 − 1] +

4

𝑖𝑛𝜋
(−1)𝑛 −

4

𝑛2𝜋2
[1 − (−1)𝑛]} 

 

𝐶𝑛 =
2

𝑛2𝜋2
[(−1)𝑛 − 1] 

 

𝐶0 =
1

4
 ∫ 𝑡 𝑑𝑡

2

0

+
1

4
∫ (4 − 𝑡) 𝑑𝑡

4

2

 

 

𝐶0 =
1

4
 
𝑡2

2
|

0

2

+
1

4
 [4𝑡 −

𝑡2

2
]|

2

4

 

 

𝐶0 =
1

8
 (4 − 0) +

1

4
(16 − 8) −

1

8
(16 − 4) 

 
𝐶0 = 1 

 

𝑛 𝐶𝑛 |𝐶𝑛| 

1 −
4

𝜋2
 0.405 

2 0 0 

3 −
4

9𝜋2
 0.045 

4 0 0 

5 −
4

25𝜋2
 0.016 

6 0 0 

 
 



 

 
 

4. Sea 𝑓: ℝ → ℝ una función real tal que 
 

𝑓(𝑥) = {
𝑘 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0, 𝑎]

0 𝑠𝑖 𝑥 ∉ [0, 𝑎]
 

 
Donde 𝑘 ∈ ℝ y 𝑎 > 0 son constantes.  
 

Calcula su transformada de Fourier 𝑓(𝜔) y diga cuál es su comportamiento cuando la frecuencia 𝜔 tiende a 
infinito. 
 
SOLUCIÓN: 
 
Bosqueje la gráfica de la función:  
 

 
 
 
 
 



En estos problemas se considera la definición de la transformada de Fourier de una función real 𝑓: ℝ → ℝ 
dada por: 
 

ℱ{𝑓(𝑥)} = 𝑓(𝜔) =
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑥

∞

− ∞

𝑑𝑥 

 
Por definición, tenemos que: 
 

𝑓(𝜔) =
1

√2𝜋
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

∞

− ∞

 

 
 

𝑓(𝜔) =
1

√2𝜋
[∫ 0𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

0

− ∞

+ ∫ 𝑘𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥
𝑎

0

+ ∫ 0𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥
∞

𝑎

] 

 

𝑓(𝜔) =
𝑘

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑎

0

 

 

𝑓(𝜔) =
𝑘

√2𝜋
[−

1

𝑖𝜔
𝑒−𝑖𝜔𝑥]

0

𝑎

 

 

𝑓(𝜔) =
𝑖𝑘

√2𝜋𝜔
[𝑒−1𝑎𝜔 − 𝑒−𝑖𝑎0] 

 

𝑓(𝜔) =
𝑖𝑘

√2𝜋
[
𝑒−𝑖𝑎𝜔 − 1

𝜔
] 

 
Como el módulo 

[
𝑖𝑘

√2𝜋
[𝑒−𝑖𝑎𝜔 − 1]] 

 
Está acotado por alguna constante 𝑀 > 0 y  
 

lim
𝜔→∞

1

𝜔
= 0 

 
Entonces  
 

lim
𝜔→∞

𝑖𝑘

√2𝜋
[
𝑒−𝑖𝑎𝜔 − 1

𝜔
] = 0 

 
 

Es decir, la transformada de Fourier  𝑓(𝜔) tiende a 0, cuando la frecuencia 𝜔 → ∞ 
 

 




