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1. Dada la funcion
f(z) = e¥*¥*(cos(2xy) + isen(2xy))

Donde z = x + y i demuestre que las partes real e imaginaria de f(z) son funciones armonicas.
Resolucioén:
f(2) = ex'=v* cos(2xy) +i exz_yzsen(ny)

a) Parte real:

du 2_.2 2_,2
i 2xe* 7" cos(2xy) — 2y e* Y sen(2xy)
azu 2_.2 2 2 2_,2
i e* 7Y cos(2xy)[4x? — 4y?* + 2] — e* 7V sen(2xy)[8xy]
Ju 2_.2 2_,,2
E = —2ye* 7V cos(2xy) — 2x e* TV sen(2xy)
azu 2_.2 2 2 2_,,2
32 = e* 7Y cos(2xy) [—4x* + 4y® — 2] + e* T sen(2xy)[8xy]
0%u N 0’u 0
ox2  dy?
~ u(x,y) es armonica en su parte real
b) Parte imaginaria:
ov 2_.2
i e* YV [2y cos(xy) + 2x sen(2xy)]
6217 2 .2 2_.2
Freie e* 7" cos(2xy)[8xy] + e* "V sen(2xy)[4x? — 4y? + 2]

ov 2_.2
@ =e* 7Y [2x cos(2xy) + 2y sen(2xy)]




azv 2 2 2 2
37 = e* 7" cos(2xy) [-8xy] + e* Y sen(2xy)[—4x? + 4y? — 2]

v 9% 3

o Tayr 0

~ v(x,y) es armonica en su parte imaginaria

2. Determine el valor de la siguiente integral compleja

f (i Re(z) + z%) dz
C1+C,

donde C; y C, son las curvas dadas por

Ci(t) =cos(t) +isen(t) ; 0<t<m
—2m+t
GO =—- ; m<t<3m

Resolucion:

Por propiedades de la integral se tiene que:

f iRe(z) +z*dz=1i f Re(z) dz+j€ ztdz
C1+Cy C1+C;

C1+Cy

ahora como

f(z) =z*

es analitica y la curva C; + C, es una curva suave a pedazos simple y cerrada, entonces:

ﬂg ztdz=0
C14C,

basta calcular entonces:

jg Re(z) dz
C1+C;

jg Re(z) dz = f Re(z) dz + f Re(z) dz
C1+C2 o

Cz

T 3w
f Re(z) dz = J Re(C,(t))C{(t) dt + j Re(C,(t))Cy(¢) dt
C1+Cy b4

0

T

Sm_2m+t 1
f Re(z) dz = J- cos(t) (—sen(t) +icos (t)) + J- ——dt
C1+C2 0 - T T
™ 32w+t

f Re(z) dz = fﬂ —cos(t)sen(t) dt + i f
C1+C2

cos?(t) dt+f ——dt
0 0 T

2
T

calculando las integrales por separado se tiene que:




T > = - .
f _ cos() sen(t) dt = 2SO _cos @ _ cos (©)
0

2 ) 2
0

fﬂ —cos(t) sen(t) dt = =0

N| =
N| =

s

T Tcos(2t) + 1 sen(2t t
f cos?(t) dt =f 20 dt = (20)
0

+_
o 2 4 2

0

4 2

fncosz(t) gt = sen(2m) N m [sen(O) 9] _ 7;

- +
4 2

Por lo tanto:

T
f Re(z)dz=0+i=4+0
C1+Cy 2

T
f Re(z)dz=1i =
C1+Cy 2
Finalmente:

f iRe(z) +z*dz=1i f Re(z) dz +j£ ztdz
C1+Cy C1+Cy C1+Cy

VA
f iRe(z)+z4dz:i(i—)+o
C1+Cy 2

i
3€ iRe(z) +z*dz = —
C1+Cy

3. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la funcién

f(x)={x—_x4 ; 0<x<?2

; 2<x<4
ConperiodoT =4; L =2




Resolucion:

-2

La grafica muestra que f(x) no es par ni impar, por lo que se procede a calcular los coeficientes ay, a,, b,.

T=4
L=2
fx) = % + Z [a, cos(nwx) + b,sen(nwx)]

n=1

ao=%f04f(x)dx=%U02—xdx+f24(x—4)dx]

1 292 274
ay =E[_ [% 0 + [x_] —4[x]‘2*]

2
2
—1[2+16 2 —4(4 2)]—14 8
Ao = 2 2 = 2[ ]
ao =-2
1 4 1 2 4
a, = Ef f(x) cos(nwx) dx = EU —x - cos(nwx) dx +f (x —4) - cos(nwx) dx
0 0 2

2
I =f —x - cos(nwx) dx
0

4
I, = J (x — 4) - cos(nwx) dx
2
Para I,:

u=x du = dx

dv = cos(nwx) dx v =— sen(nwx)
nw

m
=1
x 1 2
I =— [—sen(nwx) — f — sen(nwx) dx]
nw nw 0
2 n mx 2 n w12 212 2
b= e (50) 4 peos ()] = gl peostnm — o




A 1]

(nm)?
Para I,:

u=x-—4 du = dx

1
dv = cos(nwx) dx v =— sen(nwx)
nw

4
12=

x—4 1
[ sen(nwx) — J- —sen(nwx) dx
W nw 2

1_2[ . (nnx)+2 (nnx)]4_2[0+2 ( 2sen )+2 )
2= — (x —4) sen > ——cos(— T n oS nm)— [—2sen(n nx nncos(nn]

4
I, = )2 [cos(2nm) — (—1)"]

n =5 [( )2] [cos@nm— (-D)" = (-D"+1)] = o 2) [cos(2nm) — 2(—=1)™ + 1]

a, = (nz—n)z [cos@2nm) — 2(—=1)™ + 1]

4
(nm)?

[1-(-1)"]

an =

_1 ' d _1 ’ . d ' 4)- d
_Efo f(x) sen(nwx) x—EU(; —x - sen(nwx) x+f2 (x — 4) - sen(nwx) dx

2
I =J —x - sen(nwx) dx
4o
I, = f (x — 4) - sen(nwx) dx
2

Para I,:
u=x du = dx
1
dv = sen(nwx) dx v =—— cos(nwx)
nw

_T[
)

2

x 1
I, =— [— cos(nwx) — J ——cos(nwx) dx]
nw nw 0

2 nmx 2 n a1 2
I =— — [—x cos (T) + ——sen (T)]o = [2 cos(nm)]

4(—1)"
nm

1=




Para I,:
u=x-—4 du = dx

1
dv = sen(nwx) dx v =—— cos(nwx)
nw

_T[
)

4

4—x 1
I, = [ cos(nwx) — J- ——cos(nwx) dx]
W nw 2

I, = nz_rt [(4 — X) cos (%) + nz—nsen ("Zﬂ)]

b = 1[4(—1)" —i(—1)" -
2 nm

2

nm

FOO) = -1+ i [% (1 - (=1)™) cos (%”x)]

4. Usando la definicion de la transformada de Fourier, calcular la transformada de Fourier de la funcién
f@) = t?e7l

Recordando que la transformada de Fourier de una funcion f(t) se define como:

[oe]

F(w) =j f()e i@t dt

Resolucion:

De la funcion f(t) sabemos que:

t?et ; t>0
t) = tze_ltl = { ’ -
f® t?et ; t<0

Entonces la transformada de Fourier se define de la siguiente manera:

[oe)

0 ) 0
F(w) = f tZefe '@t dt +J t2etei 0t dt = J t2e(-io) gy +J t2e”(HL @t g¢
—o 0 —0 0

0 b
F(w) = lim U t2e(-tlt gt +j t2e~(1+iw) dt}

b 0

F(w) = gim

—00

tZe(1+i w)t 2t e(1+iw)t N 2 e(1+ia))t 0 tze—(1+iw)t 2t e—(1+i(u)t N 2 e—(1+iw)t b
1-iw 1-iw)? (1—iw)3_b 1+iw 1+iw)? (1+iw)30

Por lo que, integrando por partes, aplicando el limite y evaluando los limites de integracion, llegamos al siguiente
resultado:
2 2
- + -
1-iw)}® (A+iw)d

F(w) =






