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1. Dada la función 

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥2−𝑦2
(cos(2𝑥𝑦) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)) 

 
Donde 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 𝑖 demuestre que las partes real e imaginaria de 𝑓(𝑧) son funciones armónicas. 
 

Resolución: 
 

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥2−𝑦2
cos(2𝑥𝑦) + 𝑖 𝑒𝑥2−𝑦2

𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦) 
 

a) Parte real: 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦) − 2𝑦 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦) 

 
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦)[4𝑥2 − 4𝑦2 + 2] − 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)[8𝑥𝑦] 

 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦) − 2𝑥 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦) 

 
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦) [−4𝑥2 + 4𝑦2 − 2] + 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)[8𝑥𝑦] 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

 
∴ 𝑢(𝑥, 𝑦) es armónica en su parte real 

 
b) Parte imaginaria: 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥2−𝑦2

[2𝑦 cos(2𝑥𝑦) + 2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)] 

 
 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= 𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦)[8𝑥𝑦] + 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)[4𝑥2 − 4𝑦2 + 2] 

 
 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥2−𝑦2

[2𝑥 cos(2𝑥𝑦) + 2𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)] 

 
 



𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 𝑒𝑥2−𝑦2

cos(2𝑥𝑦) [−8𝑥𝑦] + 𝑒𝑥2−𝑦2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝑦)[−4𝑥2 + 4𝑦2 − 2] 

 
 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 0 

 
∴ 𝑣(𝑥, 𝑦) es armónica en su parte imaginaria 

 

2. Determine el valor de la siguiente integral compleja 
 

∮ (𝑖 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑧4) 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

 

donde 𝐶1 y 𝐶2 son las curvas dadas por 
 

𝐶1(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑡) ; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

𝐶2(𝑡) =
−2𝜋 + 𝑡

𝜋
; 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 3𝜋

 

 
Resolución: 
 
Por propiedades de la integral se tiene que: 
 

∮ 𝑖 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2 

= 𝑖 ∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 + ∮ 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2𝐶1+𝐶2

 

 
ahora como 
 

𝑓(𝑧) = 𝑧4 
 

es analítica y la curva 𝐶1 + 𝐶2 es una curva suave a pedazos simple y cerrada, entonces: 
 

∮ 𝑧4 𝑑𝑧 = 0
𝐶1+𝐶2

 

 
basta calcular entonces: 
 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

 

 
 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶1

+ ∫ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶2𝐶1+𝐶2

 

 
 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ 𝑅𝑒(𝐶1(𝑡))𝐶1
′(𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑅𝑒(𝐶2(𝑡))𝐶2

′(𝑡) 𝑑𝑡
3𝜋

𝜋

𝜋

0𝐶1+𝐶2

 

 
 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ cos(𝑡) (−𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 𝑖 cos (𝑡)) + ∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋
∙

1

𝜋
 𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

𝜋

0𝐶1+𝐶2

 

 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ − cos(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ cos2(𝑡)  𝑑𝑡
𝜋

0

+ ∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋2
 𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

𝜋

0𝐶1+𝐶2

 

 
 
calculando las integrales por separado se tiene que: 
 



∫ − cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 =
cos2(𝑡)

2
|

0

𝜋

=
cos2(𝜋)

2
−

cos2(0)

2

𝜋

0

 

 

∫ − cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 =
1

2
−

1

2
= 0

𝜋

0

 

 
 
 

∫ cos2(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝜋

0

∫
cos(2𝑡) + 1

2
 𝑑𝑡

𝜋

0

=
𝑠𝑒𝑛(2𝑡)

4
+

𝑡

2
|

0

𝜋

 

 

∫ cos2(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝜋

0

𝑠𝑒𝑛(2𝜋)

4
+

𝜋

2
− [

𝑠𝑒𝑛(0)

4
+

0

2
] =

𝜋

2
 

 
 
 

∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋2
 𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

= ∫ −
2

𝜋
+

𝑡

𝜋2

3𝜋

𝜋

 𝑑𝑡 

 

∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋2
 𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

= −
2

𝜋
[3𝜋 − 𝜋] +

9𝜋2 − 𝜋2

2𝜋2
 

 

∫
−2𝜋 + 𝑡

𝜋2
 𝑑𝑡

3𝜋

𝜋

= −4 + 4 = 0 

 
Por lo tanto: 
 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

= 0 + 𝑖
𝜋

2
+ 0 

 

∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

= 𝑖 
𝜋

2
 

Finalmente: 
 

∮ 𝑖 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

= 𝑖 ∮ 𝑅𝑒(𝑧) 𝑑𝑧 + ∮ 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2𝐶1+𝐶2

 

 

∮ 𝑖 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

= 𝑖 (𝑖 
𝜋

2
) + 0 

 
 
 

∮ 𝑖 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑧4 𝑑𝑧
𝐶1+𝐶2

= −
𝜋

2
 

 

3. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la función 
 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥 ; 0 < 𝑥 < 2

𝑥 − 4 ; 2 < 𝑥 < 4
 

 
Con periodo 𝑇 = 4; 𝐿 = 2 
 
 
 
 
 
 
 
 



Resolución: 
 

 
 

La gráfica muestra que 𝑓(𝑥) no es par ni impar, por lo que se procede a calcular los coeficientes 𝑎0, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛. 
 

𝑇 = 4 
 

𝐿 = 2 
 

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑥) + 𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥)]

∞

𝑛=1

 

 

𝑎0 =
1

2
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

4

0

=
1

2
[∫ −𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 4) 𝑑𝑥

4

2

2

0

] 

 

𝑎0 =
1

2
[− [

𝑥2

2
]

0

2

+ [
𝑥2

2
]

2

4

− 4[𝑥]2
4] 

 

𝑎0 =
1

2
[−2 +

16

2
− 2 − 4(4 − 2)] =

1

2
[4 − 8] 

 
𝑎0 = −2 

 
 

𝑎𝑛 =
1

2
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥

4

0

=
1

2
[∫ −𝑥 ∙ cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥

2

0

+ ∫ (𝑥 − 4) ∙ cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
4

2

] 

 
 

𝐼1 = ∫ −𝑥 ∙ cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
2

0

𝐼2 = ∫ (𝑥 − 4) ∙ cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
4

2

 

 
Para 𝐼1: 
 

𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥 𝑣 =
1

𝑛𝜔
 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥)

 

 

𝜔 =
𝜋

𝐿
 

 
 

𝐼1 = − [
𝑥

𝑛𝜔
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥) − ∫

1

𝑛𝜔
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥) 𝑑𝑥 ]

0

2

 

 

𝐼1 = −
2

𝑛 𝜋
[𝑥 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋𝑥

2
) +

2

𝑛 𝜋
cos (

𝑛 𝜋𝑥

2
)]

0

2

= −
2

𝑛 𝜋
[

2

𝑛 𝜋
cos(𝑛 𝜋) −

2

𝑛 𝜋
] 

 



𝐼1 =
−4[(−1)𝑛 − 1]

(𝑛 𝜋)2
 

 
Para 𝐼2: 
 

𝑢 = 𝑥 − 4 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = cos(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥 𝑣 =
1

𝑛𝜔
 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥)

 

 

𝜔 =
𝜋

𝐿
 

 
 

𝐼2 = [
𝑥 − 4

𝑛𝜔
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥) − ∫

1

𝑛𝜔
𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜔𝑥) 𝑑𝑥 ]

2

4

 

 

𝐼2 =
2

𝑛 𝜋
[(𝑥 − 4) 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛 𝜋𝑥

2
) +

2

𝑛 𝜋
cos (

𝑛 𝜋𝑥

2
)]

2

4

=
2

𝑛 𝜋
[0 +

2

𝑛 𝜋
cos(𝑛 𝜋) − [−2𝑠𝑒𝑛(𝑛 𝜋𝑥) +

2

𝑛 𝜋
cos(𝑛 𝜋)]] 

 

𝐼2 =
4

(𝑛 𝜋)2
[cos(2𝑛 𝜋) − (−1)𝑛] 

 
 

𝑎𝑛 =
1

2
[

4

(𝑛 𝜋)2
] [cos(2𝑛 𝜋 − (−1)𝑛 − (−1)𝑛 + 1)] =

2

(𝑛 𝜋)2
[cos(2𝑛 𝜋) − 2(−1)𝑛 + 1] 

 
 

𝑎𝑛 =
2

(𝑛 𝜋)2
[cos(2𝑛 𝜋) − 2(−1)𝑛 + 1] 

 

𝑎𝑛 =
4

(𝑛 𝜋)2
[1 −(−1)𝑛] 

 

𝑏𝑛 =
1

2
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥

4

0

=
1

2
[∫ −𝑥 ∙ sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥

2

0

+ ∫ (𝑥 − 4) ∙ sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
4

2

] 

 
 

𝐼1 = ∫ −𝑥 ∙ sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
2

0

𝐼2 = ∫ (𝑥 − 4) ∙ sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥
4

2

 

 
Para 𝐼1: 
 

𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝑛𝜔
 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥)

 

 

𝜔 =
𝜋

𝐿
 

 
 

𝐼1 = − [
𝑥

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) − ∫ −

1

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) 𝑑𝑥 ]

0

2

 

 

𝐼1 = −
2

𝑛 𝜋
[−𝑥 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋𝑥

2
) +

2

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋𝑥

2
)]

0

2

= −
2

𝑛 𝜋
[2 cos(𝑛 𝜋)] 

 

𝐼1 =
4(−1)𝑛

𝑛 𝜋
 

 



Para 𝐼2: 
 

𝑢 = 𝑥 − 4 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = sen(𝑛𝜔𝑥)  𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝑛𝜔
 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥)

 

 

𝜔 =
𝜋

𝐿
 

 

𝐼2 = [
4 − 𝑥

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) − ∫ −

1

𝑛𝜔
𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑥) 𝑑𝑥 ]

2

4

 

 

𝐼2 =
2

𝑛 𝜋
[(4 − 𝑥) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 𝜋𝑥

2
) +

2

𝑛 𝜋
sen (

𝑛 𝜋𝑥

2
)]

2

4

 

 

𝑏𝑛 =
1

2
[
4(−1)𝑛

𝑛 𝜋
−

4

𝑛𝜋 
(−1)𝑛] = 0 

 

𝑓(𝑥) = −1 + ∑ [
4

𝑛2𝜋2
(1 − (−1)𝑛) cos (

𝑛𝜋

2
𝑥)]

∞

𝑛=1

 

 

4. Usando la definición de la transformada de Fourier, calcular la transformada de Fourier de la función 
 

𝑓(𝑡) = 𝑡2𝑒−|𝑡| 
 
Recordando que la transformada de Fourier de una función 𝑓(𝑡) se define como: 
 

𝐹(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖 𝜔𝑡  𝑑𝑡
∞

−∞

 

 
Resolución: 
 
De la función 𝑓(𝑡) sabemos que: 
 

𝑓(𝑡) = 𝑡2𝑒−|𝑡| = {
𝑡2𝑒−𝑡 ; 𝑡 ≥ 0

𝑡2𝑒𝑡 ; 𝑡 < 0
 

 
 

Entonces la transformada de Fourier se define de la siguiente manera: 
 

𝐹(𝜔) = ∫ 𝑡2𝑒𝑡𝑒−𝑖 𝜔𝑡  𝑑𝑡
0

−∞

+ ∫ 𝑡2𝑒−𝑡𝑒−𝑖 𝜔𝑡  𝑑𝑡
∞

0

= ∫ 𝑡2𝑒(1−𝑖 𝜔)𝑡  𝑑𝑡
0

−∞

+ ∫ 𝑡2𝑒−(1+𝑖 𝜔)𝑡  𝑑𝑡
∞

0

 

 
 

𝐹(𝜔) = lim
𝑏→∞

{∫ 𝑡2𝑒(1−𝑖 𝜔)𝑡  𝑑𝑡
0

−𝑏

+ ∫ 𝑡2𝑒−(1+𝑖 𝜔) 𝑑𝑡
𝑏

0

} 

 

𝐹(𝜔) = lim
𝑏→∞

{[
𝑡2𝑒(1+𝑖 𝜔)𝑡

1 − 𝑖 𝜔
−

2𝑡 𝑒(1+𝑖 𝜔)𝑡

(1 − 𝑖 𝜔)2
+

2 𝑒(1+𝑖 𝜔)𝑡

(1 − 𝑖 𝜔)3
]

−𝑏

0

+ [
𝑡2𝑒−(1+𝑖 𝜔)𝑡

1 + 𝑖 𝜔
−

2𝑡 𝑒−(1+𝑖 𝜔)𝑡

(1 + 𝑖 𝜔)2
+

2 𝑒−(1+𝑖 𝜔)𝑡

(1 + 𝑖 𝜔)3
]

0

𝑏

} 

 
 
Por lo que, integrando por partes, aplicando el límite y evaluando los límites de integración, llegamos al siguiente 
resultado: 
 

𝐹(𝜔) =
2

(1 − 𝑖 𝜔)3
+

2

(1 + 𝑖 𝜔)3
 

 

 




