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Es comun que, en las clases de Geometria Analitica,
cuando se aborda el tema de "producto punto” o, lo que
es lo mismo, "producto escalar”, sélo se dé la definicion
y sus propiedades, tal vez con la demostracion de alguna
de ellas. Sin embargo, no es comun que se presenten al
estudiante de ingenieria algunas aplicaciones del tema.
Una forma de definir este producto entre vectores, en tér-
minos de sus componentes, es la siguiente:

Definicién: Sean los vectores:

x=(a,b.c)eR’ y y=(defleR®

Se llama producto punto o escalar de X y )_/ a:
xxy = ad+be +cf

Es claro que la operacién producto punto actia sobre dos
vectores, pero el resultado, como se observa en la defini-
cion, es un escalar.

Teorema (propiedades): Sean los vectores: x,y,z eR°y
el escalar A eR. Entonces:

2)x-[y+z)=Xx-y+x-z
3)AX-y = A(X-y)
4)x-x>0 six=0
Ejemplo 1: Obtener el producto punto de los vectores:
a) x=(235 y y=(364) ;
b) x=(1,-2-4) y y=(43.5);

c) x=(8-1,-2) y y=(1,80)

Solucion:
a)x-y =(2)(-3)+(3)(6)+(5)(4) = 32 ;
b)x-y = ()(4)+(~2)(3)+ (~4)(5) =22 ;

c)x-y = (8)()+(-1)(8)+(-2)(0)= 0

Puede observarse, como sucede en el ejemplo anterior,
que el producto punto de dos vectores puede ser positivo,
negativo o nulo, lo que no tiene significado alguno a partir
de la definicion vista.

Otra forma de ver el producto punto

El producto escalar se comprende mas facilmente cuando
se estudian sus propiedades geométricas, a partir de las
definiciones de suma y diferencia de vectores. Por ejem-
plo, al calcular la magnitud del vector A-B en funcién de
las componentes de los vectores que se asume sean:

A=(A.A.A) vy B=(B,B,B,)

se obtiene entonces la siguiente relacion:
o =(A-B) +(AB,) +(A-B) ()

La misma distancia se puede obtener geométricamente
por el teorema del coseno (regla de los cosenos), aplica-
do en el triangulo siguiente y considerando los modulos
de los vectores:

Bl

Dado que es la misma distancia obtenida por dos proce-
dimientos diferentes, se hace evidente la igualdad de (1)
y (2), de donde,

(rem (A, 8, ] +(a, 8, ) < A +B -2[A[plcose

y vy

A+ A+ A2 +B2+BI+B7-2(AB, +AB, +AB,)=|A +B[ -2[AlB|cose
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Como  _, s
A =AI+AZ+A y [B =B2+B] 4B

entonces:
A 4B -2(A8, +AB, +AB,)=[A +[ -2[AlBcose

luego:
AB +AB, +AB, =|ABcoso

Por lo tanto, el producto punto se puede obtener también
a través de los modulos de los vectores, esto es

;\-E=H‘§‘ coso

donde 6 es el angulo entre sus direcciones. Entonces,
para los vectores

x=(a,b,c)eR® y y=(d.ef)er’
;~§=‘;H§‘cose

Si la ensefianza del producto escalar se reduce a que el
alumno solo calcule productos de diferentes vectores,
entonces le queda la pregunta de siempre: y esto, ;para
qué sirve?

Por el contrario, si a la clase se le adiciona el ingredien-
te de la aplicacion de los conceptos, ademas de las de-
finiciones, las propiedades y la resolucion de ejercicios
de aplicacion puramente matematica, se lograra que el
aprendizaje sea significativo y que el gusto y el interés
por el concepto y, en general por las matematicas, sea
cada vez mas grande por parte del estudiante.

Se han preguntado como se calcula la energia, es decir, el
trabajo que se requiere para desplazar un cuerpo desde
una posicion A hasta una posicion B. Esto es asi, Unica-
mente se tiene que calcular el trabajo mecanico T que se
define como:

T=F.d

que es el requerido para desplazar un cuerpo desde una
posicion A hasta una posicion B. En este producto punto,
F eslafuerzaaplicaday d el desplazamiento del cuerpo.

El concepto de energia se entiende como “capacidad que
tiene un sistema para realizar un trabajo.." (RAE, s.f.),
siendo esta asociandola con alguna medicién que se
realiza al sistema (velocidad, altura respecto a la referen-
cia, temperatura, presion). Por su parte la palabra trabajo
se entiende como “producto de la fuerza por la distancia
que recorre su punto de accion” (RAE, s.f.), entre otros
conceptos.

Dentro del calculo del trabajo mecanico, el concepto de
fuerza por desplazamiento es el que se considera mas
apropiado, ya que fuerza por distancia se asocia con
el momento de una fuerza, visto desde un punto o eje,
pues distancia es la minima distancia entre el elemento
geométrico y la fuerza.

De esta forma se puede hablar de un trabajo (diferen-
cial) que seria la proyeccion de la fuerza en direccion del
desplazamiento por el mismo desplazamiento. Al usar el
concepto de proyeccion, surge el uso del producto punto.

dU=F-dr

Con este ejemplo el estudiante conoce inmediatamente
una aplicacién del producto escalar, o que hace mas in-
teresante y significativo su aprendizaje. Observa, escu-
cha y aprende que dos cantidades vectoriales (en este
caso fuerza y desplazamiento) con su producto punto
dan por resultado un escalar que representa el trabajo
realizado, que es la energia, medida en joules ( J ), pro-
porcionada por la fuerza al cuerpo que tiene un determi-
nado desplazamiento.

Por otro lado, en el primer ejemplo, el estudiante obser-
v6 que el escalar obtenido puede ser positivo, negativo o
nulo. Por tanto, también el trabajo mecanico, al obtenerse
de un producto punto, puede ser positivo, negativo o nulo.

¢Qué situaciones corresponden a cada una de estas tres
alternativas?

T>0

T<0

T=0
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Si la proyeccion de la fuerza y el desplazamiento tienen
igual direccién y mismo sentido, el trabajo es positivo.
Se dice entonces que "la fuerza actta en la misma direc-
cion del movimiento”.

dr

Si la proyeccion de la fuerza y el desplazamiento tienen
igual direccion, pero sentido opuesto, el trabajo es nega-
tivo. Se dice entonces que "la fuerza actta en la direccién
contraria a la del movimiento".

Cuando las direcciones de la fuerza y del desplazamiento
son perpendiculares, el trabajo es nulo. Se dice entonces
que "la fuerza ni se opone ni favorece el movimiento".

T

dr

Resulta todavia mas atractivo para el alumno, cuando se
conecta el trabajo mecanico con la potencia mecanica, a
través de la pregunta ;como se calcula la potencia me-
canica del motor del auto, del micro o del camidn en el
que viaja para llegar a la escuela?

Ejemplo. Mientras una persona sube
por una escalera un bulto de cemen-
to de 50kg a un departamento que
se encuentra en reparacion en el
cuarto piso de un edificio; otra per-
sona, utilizando una polea, sube otro T
bulto de 29K9 hasta el mismo piso en un menor tiempo,
;quién realiza mayor trabajo?

Puesto que cada uno elevo un bulto de 50kg a la mis-
ma altura, el trabajo realizado es el mismo, sélo que uno
lo efectud en menor tiempo. El ser humano siempre ha
buscado realizar su trabajo en el menor tiempo posible,
de ahf la necesidad de introducir un nuevo concepto que
sefale claramente con qué rapidez se hace un trabajo.

Este concepto recibe el nombre de
potencia mecanica, habla de la ra-
z6n de variacion del trabajo meca-
nico con respecto al tiempo y mide
entonces la celeridad con la que se
efectla una determinada actividad
gue involucra energia proporcionada por una fuerza.

La potencia mecanica se define entonces como la rapi-
dez con que se realiza un trabajo. Se mide en watts (W)
y se dice que existe una potencia mecanica de un watt
cuando se realiza un trabajo de un joule en un tiempo de
un segundo.

Todavia se emplean las siguientes unidades practicas: el
caballo de fuerza (HP) y el caballo de vapor (CV)

1 HP = 746 Watts

1CV = 736 Watts

James Joule
Fisico e investigador
Investigador en
Termodinamica

James Watt
Inventor e ingeniero
(Construyé una
maquina de vapor)

Como el trabajo es iguala T - F>d entonces la potencia
esta dada por:

—+ | —
M
|-
ol

Range

ite F

L.D.G. Luis Enrique V

ra

5n edito

0]

@
S
=
@]
s
>
o
e
[«5]
(%)}
a




Vale la pena mencionar otro concepto que se deriva del
producto punto con el que se obtiene el trabajo y es la efi-
ciencia (n) o rendimiento de una maquina que produce
trabajo, que se calcula mediante la expresion:

_ Trabaijo producido por la mdquina x100
frabajo suministrado alamdaquina

Se pueden presentar ejercicios para practicar esta nue-
va forma del producto punto, pero seria importante y
trascendente introducir problemas de aplicacién de este
concepto en otras disciplinas, como la fisica, para alentar
el interés y el aprendizaje significativo de este producto
escalar entre vectores

Se presentara un problema de fisica donde se aplica el
producto punto en un modelo matematico que tiene que
ver con potencia, trabajo (energia), fuerza, masa, veloci-
dad y aceleracion.

En Calculo Diferencial se ve a la potencia como la razén
de variacion del trabajo con respecto al tiempo y a la ve-
locidad como la razon de variacion del desplazamiento
con respecto al tiempo. Es por ello que se puede expre-
sar a la potencia mecanica como el producto punto de la
fuerza por la velocidad.

_dT _F-ds_=-ds

podl_Fds _pds 7
dt dtf dt

Un elevador industrial con 950 kg de masa,
transporta una masa maxima, segun espe-
cificaciones, de 700 kg. La fuerza de friccion
constante que retarda el movimiento del ele-
vador tiene un valor de 1900 Newtons ¢ Cual
es la potencia minima que el motor del mon-
tacargas proporciona para elevarlo con una
velocidad de 4 m/s ?

Solucion. Para la situacion descrita en el problema con-
sidere el siguiente diagrama de cuerpo libre, en el cual se
muestran cuales son las fuerzas involucradas.

Vl/carga = Mcargad

\
T

N.

Juny

Se calcula el peso de la carga y queda como:
Wearga = Meargad = 700(9.81) = 6867 [N]

Si el sistema esta avanzando a velocidad constante, se
puede considerar al sistema en equilibrio, con lo que la
normal que experimenta la carga sera igual al peso de esta.

Para el elevador, con la normal de la carga, a partir del
diagrama de cuerpo libre se obtiene:

EFy1 = —Wearga + N1 =0 Ny = Wegrga = 6867 [N]
Las fuerzas actuando sobre el elevador, considerando la
direccion vertical y el sentido hacia arriba, y que el siste-

ma se encuentra a velocidad constante, es decir en equi-
librio, la ecuacién queda:

N, Tdf

l
iFr

Mmcg

LF, =—N; —mpg—Fr+F=0
F =N, +my.g+Fr

F = 6867 + (950)81 + 1900 = 18086.5 [N]

Esta fuerza queda en el sentido de la velocidad vy, para
realizar el producto punto entre ellas, se tiene que:

F = 18086.5 ] [N] v=4j [E]

Al realizar el producto punto entre los vectores, la poten-
cia queda como:

P =F-v = (18086.5)(4) = 72346 [W]
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OTRA APLICACION DEL PRODUCTO PUNTO. El produc-
to escalar es Util también para medir el angulo formado
por un par de vectores u y v asi como la posicién de un
vector respecto a los ejes coordenados. Los angulos y
los cosenos directores se calculan utilizando el producto
escalar. Incluso proporciona una forma sencilla para de-
terminar si dos vectores son perpendiculares, es decir, si
el angulo entre ellos es 90°
u-v

cosO=—— ; U-v=0 = cosH=0 = ©6=90°
0]V

El angulo que forma un vector un con cada uno de los
ejes coordenados, llamado angulo director es muy im-
portante en los calculos practicos. Los angulos y los co-
senos directores se calculan utilizando el producto esca-
lar. Por ejemplo, en la ingenieria aeronautica es de vital
importancia determinar con mucha precision el angulo
de lanzamiento de un cohete espacial, un error en el cal-
culo del angulo, por muy pequefio que sea, puede hacer
gue el cohete se desvie cientos de kilometros.

Existen multiples aplicaciones de este interesante con-
cepto matematico y de ahi su importancia, trascenden-
cia, comprension y aprendizaje.

Beer, F. P, Johnston, E. J., & Mazurek, D. F. (2016).
Mecanica vectorial para ingenieros, Dinamica (11
ed.). México: Mc Graw Hill Education.

Pytel, A., & Kuisalaas, J. (2022). Introduccion a la
Dinamica. México: Cengage.

RAE. (s.f.). Diccionario de la lengua espanola.
Obtenido de trabajo: https://dle.rae.es/trabajo
RAE. (s.f.). Diccionario de la lengua espafola.
Obtenido de Energia: https://dle.rae.es/energia
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