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Braquistocrona, la
curva mas rapida.

Profesores de carrera de la Coordinacion de Fisicay
Quimica de la Division de Ciencias Basicas.

La curva braquistocrona, cuyo nombre proviene del grie-
go "brachistos" (el mas corto) y “chronos” (tiempo), es la
trayectoria que, bajo la influencia de un campo gravitato-
rio uniforme y partiendo del reposo, conecta dos puntos
dados a diferentes alturas en el menor tiempo posible.
Esta curva, que a primera vista podria parecer contra-
intuitiva, ha cautivado a matematicos y fisicos durante
siglos debido a su elegante solucion y sus profundas im-
plicaciones en la fisica y la ingenieria.

El problema de la braquistocrona fue propuesto publica-
mente en junio de 1696 por Johann Bernoulli en la revista
Acta Eruditorum. Bernoulli desafié a los matematicos de
la época a encontrar la curva que minimizara el tiempo
de descenso de una particula entre dos puntos fijos bajo
la accién de la gravedad. La naturaleza del desafio, pre-
sentado como un problema para "“los mas brillantes ma-
tematicos del mundo”, generd una intensa competencia.

Varios matematicos de renombre abordaron el problema
de la braquistdcrona, y sus soluciones marcaron hitos
importantes en el desarrollo del calculo de variaciones.
Entre ellos destacan:

* Johann Bernoulli. Fue quien planteo el problema origi-
naly también encontré una de las primeras soluciones,
aungue no la publicéd inmediatamente. Su enfoque se
basd en analogias con la refraccion de la luz segun el
principio de Fermat.

* Isaac Newton. A pesar de haber recibido el desafio con
retrasoy de forma andnima, se dice que resolvio el pro-
blema en una sola noche. Su solucién, aunque concisa,
demostré su genialidad y su dominio del calculo.

* Gottfried Wilhelm Leibniz. También resolvio el proble-
ma y publicé su solucion, reconociendo la importancia
del trabajo de Bernoulli.

* Jacob Bernoulli. Hermano de Johann, también resol-
vio el problema utilizando un enfoque diferente y mas
riguroso, sentando las bases para el calculo de varia-
ciones. Su disputa posterior con Johann sobre la prio-
ridad de la solucion afadio un componente personal a
la historia de este problema.

* Leonhard Euler. Posteriormente, Euler generalizo el
problema de la braquistocrona y desarroll6 las bases
formales del célculo de variaciones

La curva braquistécrona es un arco de cicloide. Una ci-
cloide es la trayectoria trazada por un punto en el borde
de una rueda que gira sin deslizarse a lo largo de una li-
nea recta (Figura 1).

.- .~
- -~
- ~

Figura 1. Formacion de la cicloide a través del desplazamiento
de un circulo sin deslizarse.
https://revistaelastrolabio.com/wp-content/
uploads/2024/05/CicloCirc2-1536x955.png

Para construir la braquistdcrona entre dos puntos dados
(A'y B), se puede imaginar una rueda de un tamafio ade-
cuado que rueda debajo de una linea horizontal imagina-
ria. El punto de la cicloide que coincide con el punto de
partida (A) se genera cuando el punto de la rueda toca la
Iinea horizontal. A medida que la rueda gira, el punto traza
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la curva braquistocrona, y ajustando el tamafio de la rue-
day la posicién de la linea horizontal, se puede hacer que
la curva pase por el punto final (B) (Figura 2).
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Figura 2. Caracteristicas geométricas de la curva cicloide.
https://revistaelastrolabio.com/wp-content/
uploads/2024/05/Ciclolnv0-1536x899.png

Modelado matematico.

El modelado matematico de la curva braquistdcrona se
basa en el principio de minima accion y el calculo de va-
riaciones. El objetivo es encontrar la trayectoria y(x) que
minimiza el tiempo de viaje T de una particula desde un
punto (x,, y,) hasta un punto (x,, y,) bajo la influencia de
la gravedad.

El tiempo de viaje se puede expresar como la integral del
diferencial de longitud de arco ds dividido por la rapidez
v de la particula:

v

2ds ("2 14 (¥)?
po[floo DT,
1

donde y' = dy/dx , es decir la derivada de y con respecto
ax.

La rapidez de la particula se puede obtener mediante la
conservacion de la energia. Si la particula parte del repo-
so en (x, y,), su energia inicial es cero. En un punto (x, y)
durante su descenso, su energia potencial ha disminuido
enmg(y, - ¥) y su energia cinética es 1/2mv?. Por lo tanto:

1
Emvz -mg(y; —y) =v=42901—y)

Sustituyendo la expresion para v en la integral del tiempo,
obtenemos:

T = 2§=fx2 V+00® L fxzvl+(y’)2
1 v ey 290 —y) V290, o1 -9

El problema se reduce a encontrar la funcion y (x) que
minimiza esta integral, sujeta a las condiciones de con-
tornoy (x,) =y, y y (x,) = y,. La solucion a este problema
de calculo de variaciones es la ecuacion diferencial de la
cicloide.

La forma paramétrica de la cicloide braquistécrona con
punto de partida en el origen (0,0) es:

x (6) =R (6-sinf)
y (6) =R (1-cosB)

donde R es el radio de la rueda generadora y 6 es el angu-
lo de rotacion. Al ajustar el valor de R y la posicion inicial
de la cicloide, se puede hacer que pase por los dos pun-
tos dados.

Aplicaciones de la curva Braquistocrona.
Aungue concebida como un problema puramente mate-

matico, la curva braquistécrona tiene aplicaciones prac-
ticas interesantes:

Figura 3. Toboganes y rampas.
https://static.abc.es/media/ciencia/2018/03/07/Mini-
Vendargues-kNeC--1240x698@abc.jpg

* Diseflo de toboganes y rampas. En el disefio de tobo-
ganes acuaticos o rampas donde se busca maximizar
la velocidad de descenso entre dos puntos, la forma de
la braquistécrona podria tedricamente ofrecer el perfil
mas rapido. Sin embargo, en la practica, otros factores
como la friccion y la seguridad suelen ser mas domi-
nantes (Figura 3).
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« Optica. El principio de Fermat, utilizado por Bernoulli en
su solucion, establece que la luz viaja entre dos puntos
siguiendo la trayectoria que minimiza el tiempo de via-
je. La analogia entre la trayectoria de la luz en un medio
con indice de refraccion variable y la trayectoria de una
particula en un campo gravitatorio llevé a la compren-
sion de la braquistocrona.

 Diseflo de caminos. En la construccion de caminos en
terrenos inclinados, comprender la curva braquistécro-
na podria ofrecer informacion sobre la pendiente que
permitiria un descenso mas rapido para vehiculos sin
motor, aungque nuevamente, consideraciones practicas
como la seguridad y la traccion son primordiales.

e Control dptimo. Los principios matematicos subyacen-
tes al problema de la braquistécrona son fundamen-
tales en el campo del control dptimo, donde se busca
encontrar las mejores estrategias para controlar sis-
temas dindamicos con el fin de optimizar algun criterio
(por ejemplo: tiempo, costo, energia).

En resumen, la curva braquistécrona es un ejemplo ele-
gante de un problema de optimacién que surgi¢ de un
desafio matematico y condujo al desarrollo de importan-
tes herramientas en el calculo de variaciones. Aunque
sus aplicaciones directas en la vida cotidiana pueden ser
limitadas, su estudio ha enriquecido nuestra compren-
sion de los principios fisicos y matematicos fundamen-
tales que rigen el movimiento y la optimizacion.
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