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Isaac Newton fue un fisico y matematico inglés del siglo
XVII que realizd aportaciones en varias areas de la ciencia
como la mecanica, éptica y calculo (Westfall, 2024). Entre
sus aportaciones a la mecanica estan las leyes del movi-
miento de Newton. Estos 3 postulados son utilizados en
la mecanica clasical y explican la inercia, dinamica y ac-
ciony reaccion. Utilizando estas leyes y complementando
con las definiciones particulares de fuerza para cada pro-
blema es cémo se construyen los modelos matematicos
para los sistemas de la vida real (Hibbeler, 2010).

* Leyde inercia: "Todo cuerpo permanece en su estado
de reposo o movimiento uniforme en linea recta a me-
nos que se vea forzado a cambiar tal estado por fuer-
zas impuestas sobre él". Un ejemplo de esto es cuan-
do un coche en movimiento se frena bruscamente.
De inmediato el cuerpo tiende a seqguir en la direccion
que llevaba el automavil, por lo que es lanzado hacia
delante. Este movimiento sera suave si el vehiculo se
detiene suavemente.

* Ley de dinamica. "Si sobre un cuerpo actua una fuer-
za neta X ﬁi, este cargb/'a su velocidad con una ace-
leracion dada por XiFi = md;". Para entender esta
expresion, podemos imaginar que nos encontramos
en una tienda de autoservicio, ya que sera mas facil
empujar un carro de supermercado vacio que uno
lleno, dado que el carro lleno tiene mas masa que el
vacio, por lo que es necesaria mas fuerza para em-
pujar el carro lleno.

* Ley de accion y reaccion: "Cuando un objeto ejerce
una fuerza sobre otro, este actua sobre el primero ejer-
ciéndole una fuerza igual, pero de sentido contrario”.
Cualquier fuerza siempre tiene su complemento de
tal forma que si se suman se llega al equilibrio. Al
rebotar una pelota con el suelo, la pelota ejerce una
fuerza hacia abajo al chocar con el suelo, y el suelo
reacciona empujandola hacia arriba.

1 Rama de la fisica que estudia el comportamiento de los cuerpos y la
interaccion de las fuerzas que inciden en ellos.
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Aplicacion de las leyes de Newton

Cuando ya se trabaja en un problema en concreto es nece-
sario saber como implementar estas leyes para realizar un
modelado correcto. Una herramienta muy Util son los dia-
gramas de cuerpo libre donde se puede representar a deta-
lle las fuerzas que actian sobre los cuerpos, lo que permite
realizar el modelo con mayor facilidad. Otro punto muy im-
portante es ser congruente con las expresiones utilizadas.

Problema: caida libre

Para poder ilustrar como se realiza el modelado mate-
matico de un problema fisico, se utiliza la sequnda ley de
Newton para determinar la velocidad final de la caida libre
de un cuerpo que se encuentra cerca de la superficie de
la Tierra. El cuerpo en caida libre serd el de un paracai-
dista con una masa m de 87.5 kg que salta de un globo
aerostatico fijo (Chapra et al., 2011). Considerando que
el coeficiente de arrastre es igual a 13.5 kg/s, se desea
calcular la velocidad terminal del paracaidista antes de
que se abra el paracaidas. En la Figura 1 se presenta el
diagrama de cuerpo libre para este problema, en donde
se aprecia que la fuerza neta estd compuesta por dos
fuerzas contrarias: la atraccion hacia abajo debida a la
gravedad, F_y la fuerza hacia arriba debida a la resisten-
cia del aire, F_, es decir:

T

nd—

Figura 1 Problema de caida libre.
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Si a la fuerza hacia abajo se le asigna un signo positivo,
la segunda ley de Newton puede ser utilizada para expre-
sar la fuerza debida a la gravedad como F; = mg, don-
de representa la constante gravitacional. Por otro lado,
una forma simple en expresar la resistencia del aire para
un curso basico de Ingenieria es mediante la siguiente
expresion: F. = —kv, donde k es una constante de pro-
porcionalidad llamada coeficiente de arrastre. El signo
negativo se debe a que la fuerza actta en direccion hacia
arriba. Al sustituir las expresiones anteriores en la ecua-
cion (1) y haciendo uso de la definicion de aceleracion
a= ‘;—’;, se obtiene

dv

dt =mg — kv

Reacomodando la ecuacion anterior se obtiene la si-
guiente expresion:

(2)

De la ecuacion (2) se aprecia que se trata de una ecua-
cién diferencial lineal ordinaria de primer orden y hacien-
do uso del método del factor integrante (Carmona y Filio,
2011), se llega a la siguiente solucién analitica

v(t) = % (1 — e_%t)

La expresion (3) es una solucién particular de la ecuacion
diferencial (2) considerando que inicialmente el paracai-
dista se encuentra en reposo, es decir, v(t = 0) = 0. Cuan-
do se trabaja con este tipo de problemas una alternativa
para resolver la o el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelan el fenémeno fisico son los méto-
dos numéricos. La mayoria de estos métodos iterativos
utilizan como principio fundamental las series de Taylor.
Cuando se elige utilizar una aproximacion numérica para
resolver cualquier problema es importante elegir de for-
ma correcta el método a utilizar, asi como los parame-
tros de este (Corriou, 2022). En este caso utilizaremos
los métodos de Euler, Euler modificado y Runge-Kutta de
4 orden. Para poder aplicar estos métodos se necesita
identificar la forma normal de la ecuacién diferencial a
resolver (Zill et al.,, 2002), identificando asi a la funcion
ftv) =g - % v, que proviene de despejar dv/dt de la
ecuacion (2). En la tabla 1 se presentan los valores de los
parametros involucrados en la ecuacion diferencial (2).

Parametros | Valor
m
Gravedad 9.81 =
S
Masa 87.5 kg
. kg
Coeficiente de arrastre 13.5 —
S

Tabla 1: Caracterizacion del problema.

En la tabla 2 se presentan las ecuaciones de cada méto-
do, asi como la ecuacion de recurrencia para el problema
de caida libre, donde representa el tamafio del paso y
dependiendo del valor que pueda tomar, determinara la
cantidad de puntos a evaluar, en un tiempo establecido.
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para el 135 135
problema | v; + [(9 81— =v ) (9 81— == vl+1)]
k, —h(981135875 )
= I Lo
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Runge-Kutta 6
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Tabla 2: Ecuaciones de los métodos y sustitucion de los
parametros para el problema de caida libre.

En la figura 2 se muestra una comparacion de los 3 mé-
todos numéricos utilizados para resolver el modelo ma-
tematico junto a la solucion analitica. En la figura 2.a se
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utilizé un tamafio de paso h de 5 segundos, en 2.b un
tamafio de paso de 1.5 segundos y en 2.c un tamafio de
paso de 0.5 segundos. Como se puede observar en las
gréaficas, el método de Runge-Kutta de cuarto orden es el
gue mejor se aproxima a la solucién analitica, mientras
gue el método de Euler es el que cuenta con mayor error.
De igual manera, se aprecia que conforme se reduce el
tamafio del paso, el error disminuye para los métodos
de Euler y Euler modificado. Este Ultimo punto se aclara
con lafigura 2.c, en donde las 4 soluciones son muy simi-
lares. Si deseamos que siga disminuyendo la diferencia
entre cada uno de los perfiles con respecto a la solucion

analitica, se debe continuar con el decremento de . Reto-
mando el problema planteado, en donde se desea calcu-
lar la velocidad terminal del paracaidista. De acuerdo con
los perfiles de la figura 2.c, el paracaidista acelera rapida-
mente, alcanzando una velocidad de aproximadamente
50 m/s después de los 10 segundos. Ademas, se obser-
va que después de los 30 segundos, alcanza una veloci-
dad constante llamada velocidad terminal de 63.58 m/s
(Chapra, et al., 2011). Esta velocidad es constante porque
después de un tiempo la fuerza de gravedad estard en
equilibrio con la fuerza debido a la resistencia del aire.
Entonces, la fuerza total es cero y cesa la aceleracion.

Comparacion de métodos numéricos para la solucion del problema de caida libre
masa: 87.5 kg, coeficiente de arrastre: 13.5 Ns/m y paso: 5.0 segundos
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Comparacion de métodos numeéricos para la solucion del problema de caida libre
masa: 87.5 kg, coeficiente de arrastre: 13.5 Ns/m y paso: 1.5 segundos
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Comparacion de métodos numeéricos para la solucion del problema de caida libre
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Figura 2: Comparacién de los métodos numéricos.
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Al analizar las curvas solucion se observa que el compor-
tamiento es exponencial, lo cual era esperado ya que se
trata de una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de pri-
mer orden. La ventaja que puede tener utilizar un tamafo
de paso grande es que se deben de realizar un menor
numero de calculos, pero se tiene el riesgo de obtener un
resultado erréneo (ver tabla 3). En la mayoria de los casos
utilizar el método de Euler no es recomendado ya que le
cuesta trabajo seguir los cambios en la curva sobre todo

Tamaio de paso

Euler modificado

si estos son bruscos. En el apéndice se presenta el cédi-
go en Python para realizar la grafica del método de Euler
(se recomienda el uso de Jupyter Notebook). El reto aho-
ra consiste en que puedan hacer algunas modificaciones
al cédigo para obtener los perfiles de velocidad mediante
los métodos de Euler modificado y Runge-Kutta de cuar-
to orden. En proximos trabajos mediante distintas aplica-
ciones se estaran presentado otros cédigos numeéricos.

Runge-Kutta de cuarto

Solucién analitica

orden

t[s] v [m/s] v [m/s] v [m/s] v [m/s]
0 0 0 0
5 49.05 30.13071 34.05743 34.18547
10 60.26143 4598316 4987253 49.99116
15 62.82404 54.32349 57.21651 57.29896
20 63.40978 58.71152 60.6268 60.67774
25 63.54366 61.02016 62.21042 62.23993
30 63.57427 62.23479 62.9458 62.96221
0 63.58333 63.58333 63.58333 63.58333

Tabla 3: Comparacion de los resultados numéricos con un tamafio de paso de h =5 segundos.

A continuacion, se presenta el cédigo en Python para implementar el método de Euler.

from sympy import lambdify, sympify

from sympy.abc import t, v

import plotly.express

import plotly.graph_o 90

import numpy as np

import metodos_numericos_dcb_fi.utilidades as ut

1 t_0, t_f, valores_t, gravedad, masa, k, C, f_real, f_sol_analitica, h, n_pasos, y_0

def definirConstantes():

) t_0, t_f, valores_t, gravedad, masa, k, C, f_real, f_sol_analitica, h, n_pasos, y_0

to=o0

t_f = int(input(“Ingresa el tiempo final en minutos: "))
valores_t = np.linspace(t_0, t_f, (t_f-t_0)x15)

gravedad = 9.81
masa = float(input("Ingresa la masa del objeto en kg: "))

if input(“iDeseas utilizar el coeficiente de resistencia del aire recomendado (13.5? (s/n):

k = float(input("Ingresa el coeficiente de resistencia del aire en kg/s: "))
ellse:
k = 13.5

C = -masaxgravedad/k
f_real = ut.convertirFuncion(f'{gravedad}-{k/masa}xv', 'v')
f_sol_analitica = ut.convertirFuncion(

h = float(input("Ingresa el tamafio de paso en minutos: "))
n_pasos = int(np.ceil((t_f-t_0)/h))
y_0 = f_sol_analitica.f(t_0)

definirConstantes()

jef metodo_euler(f_, t_@, y_0, h, n_pasos):
f=f.f
valores_y_Euler = [y_0]
valores_t = [t_0]

for i in range(n_pasos):
valores_t.append(valores_t[i] + h)
y_nueva = valores_y_Euler[i]l + h x f(valores_y_Euler[il)
valores_y_Euler.append(y_nueva)

titulo = f'Caida libre<br>Método de Euler'
eje_x = 't[s]’
eje_y = 'v(t)[m/s]"

' {masaxgravedad/k}+{Chxexp(-{k/masa}*t) ', 't')

Figura 3. Implementacion del codigo
numeérico en Python.

El cédigo se divide en 3 secciones:

«  Importar bibliotecas: lineas 1-6.

+  Definir constantes: lineas 8-31.

« Implementar el método de Euler:
lineas 33-50.

return ut.graficar(valores=[valores_t, valores_y_Euler], titulo=titulo, labels=[eje_x, eje_yl, metodo='Euler"')

plot_Euler = metodo_euler(f_real, t_0, y_0, h, n_pasos)
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