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PROLOGO

La actividad mas importante en la Facultad de Ingenieria es la
preparacion de sus alumnos. Los primeros semestres representan un
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la asignatura de Calculo Diferencial. EI profesor de Carrera de
Tiempo Completo Erik Castafieda de Isla Puga acorde con la Mision
de la Facultad, elabord la presente guia con el objetivo de apoyar a
los alumnos que desean acreditar la asignatura a través de un
Examen Extraordinario. La obra contiene ademas de ejercicios
resueltos, una serie de recomendaciones en cuanto a tiempo de
estudio, manera de prepararse para un examen, conceptos tratados,
entre otros.

Esperamos que sea de utilidad para la comunidad estudiantil y de
manera adicional para profesores y asesores de la asignatura, asi
como para quienquiera que se interese en el estudio del Calculo
Diferencial.

Ing. Juan Ursul Solanes
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GUIA DE ESTUDIOS PARA PREPARAR EXAMEN
EXTRAORDINARIO DE CALCULO DIFERENCIAL

OBJETIVO.- El estudiante ser& capaz de presentar con éxito un examen extraordinario de
la asignatura Calculo Diferencial, correspondiente a los planes de estudio de la Facultad de
Ingenieria.

GENERALIDADES.- La preparacion de un examen extraordinario, de cualquier
asignatura, representa un esfuerzo importante por parte del sustentante. Existen diferentes
mitos sobre este tipo de exdmenes que propician temores 0 comportamientos inadecuados
para alcanzar el logro buscado. El mas difundido trata de su grado de dificultad. Es l6gico
que un examen extraordinario tenga que abarcar, necesariamente, un extenso dominio del
conocimiento. En cualquier otro tipo de examen, sea parcial o final; el profesor tiene otros
elementos que permiten la correcta evaluacion del alumno; mientras que los estudiantes que
recurren a un extraordinario, ni siquiera tienen que ser conocidos por el profesor y el
examen constituye el Gnico elemento de juicio. Por ello, aunque es imposible preguntar
absolutamente todo un curso, el cuestionario tiene que intentar abarcar la mayor parte de
los conceptos relevantes de él. Esto de ninguna manera significa que los reactivos
empleados se propongan deliberadamente con la intencion de que sean dificiles. Por otra
parte, también resulta natural pensar que el estudiante que utiliza este recurso
extraordinario, en ocasiones lo hace después de un tiempo considerable de haber cursado
la asignatura. Aunado a esto, en lo particular Calculo Diferencial requiere para su
comprension de una abstraccion importante, que en muchas ocasiones el alumno que
ingresa apenas del bachillerato no ha alcanzado.

Ahora bien, con el objetivo de resolver estas dificultades, se propone lo siguiente:

Para el problema evocado en primer lugar, dado que la evaluacion intenta cubrir todo el
curso, el alumno que presentara un extraordinario debe organizar sus estudios y su tiempo
para alcanzar un nivel adecuado de conocimientos. Es absurdo pensar que un examen
extraordinario pueda prepararse con tan solo unos cuantos dias de estudio. El tiempo de
preparacion debe estar en funcion de la parte del curso que se haya olvidado o que requiera
estudio mas profundo. Yo sugiero que el estudiante haga personalmente un diagndéstico de
su situacion. Para ello debe conseguir un programa vigente de Calculo Diferencial. En él,
con tres marcadores de diferentes colores, elegidos por él mismo, sefialar los conceptos que
requieren muy poca o nula atencion. Con otro color aquellos temas que con un repaso serio
y profundo el mismo estudiante pueda dominar y, por ultimo, con el otro color aquellos
conceptos para los que necesite la asesoria de un profesor o de algun otro estudiante que lo
pueda ayudar. Con esto el color dominante indicara las acciones a seguir, asi como el
tiempo requerido para la adecuada preparacion del examen.

Es aconsejable que se comprenda que no basta con resolver ejercicios. Es absolutamente
indispensable el conocimiento de la teoria. Sobre todo en una asignatura en la que se
necesita alto grado de abstraccion e imaginacion, resulta imposible aprender solamente



ejercicios tipo y con ello pretender tener éxito. Es sabido que un mismo enunciado con
datos diferentes puede conducir a un procedimiento de resolucién totalmente diferente.

¢QUE ES UN EXAMEN? La pregunta parece ociosa, sobre todo dirigida a una persona
que esta preparandose para presentar un extraordinario; sin embargo, mientras mas claro se
tenga el concepto de examen extraordinario, mas cerca se puede estar de presentarlo con
éxito. Pues bien, entendamos por examen un instrumento de evaluacion que le va a permitir
al estudiante demostrar su conocimiento sobre la materia y a los sinodales la corroboracién
de dicho conocimiento. Dado que como se dijo, el examen extraordinario es el Unico
elemento de evaluacion, es de suma importancia que el sustentante sea ordenado y claro al
responder el cuestionario. Un hecho innegable es que un examen desordenado y sucio es
mas dificil de calificar que uno limpio y ordenado. Cuando los sinodales deben calificar un
namero considerable de exdmenes y en muy poco tiempo, si se encuentran ante un examen
poco comprensible, el tiempo de investigar si la respuesta esta correcta en algin porcentaje
se reduce en comparacion con un examen claro y ordenado. En este Gltimo caso, el sinodal
puede percatarse con relativa facilidad en donde se encuentran los errores y si éstos son
conceptuales u operacionales. De manera que el estudiante debe estar consciente de que un
examen es un documento muy importante, tan lo es que con él puede o no obtenerse una
calificacion aprobatoria.

LA PREPARACION DE UN EXAMEN EXTRAORDINARIO.- Es una practica
frecuente entre el alumnado, que la preparacion de un examen extraordinario consista
exclusivamente en la obtencion de un conjunto de examenes atrasados, unos cuantos dias
antes de la realizacion del suyo y por la premura, ni siquiera resuelven todos los reactivos
de los exdmenes conseguidos. Si nos ponemos a razonar un poco, la probabilidad de que un
reactivo contenido en los atrasados se repita en el que se va a presentar es bajisima, podria
afirmarse que es nula. Por otra parte, la resolucion de reactivos atrasados como Unico
método de estudio, tiende a la mecanizacion y eso no es deseable, sobre todo en materias
como Calculo Diferencial.

Por esto, la preparacion de un examen extraordinario puede iniciarse con lo que sefialé al
inicio de esta guia; es decir, un diagnostico serio y personal de la situacion del estudiante
con respecto a la materia. Posteriormente elaborar un plan de accion con tiempos
razonables para adquirir o recordar los conceptos que estan olvidados o nunca han sido
aprendidos. Auxiliarse de un buen material bibliografico y del recurso de la asesoria y
solamente como la parte final de la preparacion esta la resolucion de exdmenes atrasados,
¢Por qué no? No lo rechazo pero no debe ser eso el método de preparacion. En la
utilizacion de los libros, les recomiendo que sigan esta estrategia: una vez estudiado y
adquirido un concepto, para evaluarlo, resuelvan los ejercicios que el libro contenga como
ejemplos que incluyen la resolucion, pero en un principio lean exclusivamente el
enunciado, tapando con una hoja la resolucion. Intenten la resolucién y puedan o no con el
ejercicio, una vez razonado descubran la resolucién del libro y comparenla con la suya, o
bien si no lograron resolverlo, vean como lo resolvio el autor. En cualquiera de los dos
casos, el hecho de haberlo intentado antes y ver la solucion del autor va a servir para ir
afirmando el concepto que se estd estudiando. Posteriormente ataquen los ejercicios
propuestos, pero elijan aquellos que traen la solucién al final del libro. Intenten llegar a esa



solucidn. Para finalizar, aborden ahora los ejercicios propuestos que no tienen la solucion.
Siempre habré una forma de comprobar si estan en lo correcto.

Todo este procedimiento que sugiero les va dando confianza en lo que se hace. ¢;Cuantas
veces un alumno reprueba por no haber confiado en lo que hizo? ¢(No es cierto que en
ocasiones al salir del examen nos damos de topes porque borramos algo que estaba bien?
Eso refleja falta de confianza en nuestros conocimientos.

LA UTILIZACION DE ESTA GUIA.- La guia que tienen en sus manos ha sido
elaborada con la idea de que no solamente sea un pufiado de ejercicios. En otras palabras,
no se trata de un cuadernillo de ejercicios. Se trata de que tengan un instrumento que les
permita preparar con éxito la presentacion de un examen de Calculo Diferencial. EI empleo
de esta guia puede ser diferente para cada estudiante. Recordemos que no existe “el método
de estudio” Cada persona, de acuerdo con sus caracteristicas personales, puede tener su
propio método.

Como podran observar, la guia contiene la presentacién de ella, con un conjunto de
descripciones y recomendaciones, asi como ejercicios de la asignatura. La mayor parte de
estos ejercicios son de mi invencion. Otros de ellos formaron parte de algin examen
colegiado o departamental, entre éstos se cuenta con algunos en los que yo mismo participé
en su elaboracion, y también he elegido algunos de las series de ejercicios que semestre a
semestre propone el Departamento de Calculo Diferencial. La elaboracion o seleccion de
ejercicios en ningun caso tuvo como criterio para su proposicion el grado de dificultad. En
realidad, este grado de dificultad es percibido de manera diferente por cada persona.
Depende del conocimiento del concepto y del dominio de los antecedentes necesarios para
la resolucion del ejercicio. La seleccion de los ejercicios se basd principalmente en los
conceptos por evaluar. De manera que, dada la imposibilidad de preguntar todo el material
de un curso, se tenga una cantidad de ejercicios que abarquen la evaluacion de los
conceptos mas importantes 0 mas significativos de la asignatura. En cada ejercicio esta
definido el concepto principal por evaluar; asi como los conceptos secundarios o
antecedentes. De manera que si el usuario de esta guia selecciona algun ejercicio y lo logra
resolver, esto puede darle la idea de que el concepto principal por evaluar ha sido
comprendido o dominado, pero si no logra llegar a su resolucion, esto le sefialard que debe
estudiar mas ese concepto y los antecedentes o los conceptos secundarios. Por ello,
propongo dos formas de utilizacién de la guia, pero siempre dejando la libertad de que sea
el propio estudiante quien decida cémo la va a emplear:

La primera forma consiste en elaborar, como ya mencione, un diagndstico del nivel de
conocimiento de los conceptos de la materia. Una vez que se tenga este analisis, el alumno
puede buscar los ejercicios que se refieran a los conceptos que €l ha clasificado como de un
amplio dominio. Si los resuelve con facilidad, esto significard que su diagndstico fue
correcto y que puede continuar con los conceptos que marcd que requieren de un estudio
personal, quizas no tan profundo. Ahora recomiendo que proceda a ese estudio para,
posteriormente, enfrentarse a los ejercicios que se relacionan con esos conceptos.
Posteriormente debera hacer frente a los conceptos que en su diagndstico describié como
aquellos que requieren de un estudio profundo, ayudado por un asesor o por la asistencia a
un curso formal. Cuando haya estudiado con esa profundidad y crea haber comprendido
es0s conceptos, debe proceder a la resolucion de los ejercicios correspondientes. En los tres



casos, como ya dije, recomiendo que el estudiante intente resolverlos sin ver la resolucién
que se presenta en la guia.

Otra forma de utilizacién de la guia puede ser con el estudio preliminar de los conceptos.
Esto es ineludible. El estudio con el grado de profundidad sefialado por el diagnostico
personal. Posteriormente, el estudiante puede seleccionar un ejercicio de cada bloque para
formar un examen. Cada bloque contiene ejercicios de cada capitulo del programa vigente.
La seleccion puede ser aleatoria 0 no. Si el estudiante pudo resolver exitosamente ese
examen, puede proceder a la seleccion de otros ejercicios para formar otro examen. El
nimero de exdmenes que asi puede resolver depende de cada estudiante y de la facilidad o
dificultad que tenga para resolverlos. Mi recomendacidn es que no sean menos de cinco.
Ademas puede ayudarlo en diagnosticar en dénde requiere repasar los conceptos de la
asignatura o los conceptos antecedentes. Estoy consciente de que el programa de la
asignatura puede cambiar. Es mas, es deseable que los programas no permanezcan estaticos
por mucho tiempo; sin embargo, la guia puede continuar siendo atil aunque los blogues de
ejercicios ya no correspondieran a los temas del curso. De todas maneras los conceptos
siempre seran vigentes y hasta la busqueda de cual concepto corresponde a los que se desea
evaluar puede ayudar al estudiante a definir mejor las areas del conocimiento que requieren
su atencion.

LA PRESENTACION DE UN EXAMEN EXTRAORDINARIO.- El nombre mismo de
este tipo de examenes indica que debe tratarse de una situacion de excepcion. Lo ideal es
que el estudiante logre el aprendizaje de una asignatura durante un curso normal y, como
consecuencia de ello, la evaluacion ordinaria del curso termine con una nota aprobatoria
que manifieste que el aprendizaje fue alcanzado. Existen muchas razones para que un
estudiante no logre esta culminacién ordinaria y no es el objetivo de esta guia ni analizar
estas causas ni enjuiciarlas, pero una vez que un estudiante tiene que recurrir a este
procedimiento extraordinario para comprobar que ha alcanzado el nivel de conocimientos
adecuados de la asignatura, debe tomar en consideracion lo siguiente:

La preparacion de un examen extraordinario requiere de una preparaciéon razonada y con
tiempo suficiente. Esta preparacion puede requerir tan solo de un repaso superficial de los
conceptos del curso, si el nivel de conocimientos es de regular a bueno. O bien puede
necesitarse de recursar la asignatura si el diagndstico sefiala que el nivel es de malo a nulo.
Entre estos extremos se encuentran todas las demas situaciones y el tiempo y profundidad
de la preparacion esta sujetos a la situacion particular. Es altamente recomendable que
jamas se presente un examen extraordinario sin la adecuada preparacion. Esto puede
acarrear, ademas de no acreditarlo, una frustracion en el sustentante que puede ocasionar
diversas reacciones en su mente. Desde luego que también es posible que a pesar de haber
preparado un examen no se acredite, el alumno debera analizar cuél o cuéles fueron las
causas de este tropiezo y jamas debe desmoralizarse. La vida suele presentarnos altas y
bajas pero una experiencia es un fracaso cuando asi lo creemos. Debe tenerse claro qué fue
lo que ocasiond la no acreditacion y buscar el camino para resolver la situacion. Si el
problema es de aspecto vocacional, qué mejor que pueda comprenderse y buscar el rumbo
que satisfaga plenamente la vocacion particular. De no ser ese el motivo, no debe pensarse
en problemas de falta de capacidad intelectual. En los muchos afios que tengo de préactica
docente pueden contarse por miles los estudiantes que he conocido por haber sido alumnos
de algun grupo de mi responsabilidad o que de alguna otra manera he observado y puedo
afirmar que de entre todos ellos me sobran los dedos de una mano para sefialar quienes si



podria afirmarse que han tenido problemas de este tipo. Estadisticamente puede
considerarse como cero. Una persona que ha alcanzado este nivel de estudios tiene
capacidad para cursar con éxito las asignaturas de los planes de estudio de ingenieria y para
muchas otras carreras.

Para la presentacion de un examen, el estudiante debe buscar hacerlo en las mejores
condiciones fisicas posibles. Los nervios son acusados de manera sistematica por los
estudiantes que fracasan. Desde luego que no se puede negar que un estado de
intranquilidad puede ocasionar problemas insuperables durante el desarrollo de un examen,
pero este tipo de situaciones se disminuye drasticamente con la seguridad que el estudiante
tenga de sus conocimientos. Es decir, con mas y mejor preparacion, menor nerviosismo.
También un estudiante que ha dormido adecuadamente y se ha alimentado correctamente,
tiene mas posibilidades de mantenerse fisicamente bien durante el examen.

La organizacion y limpieza de un examen ayudan enormemente a que quienes deben
evaluar su nivel de conocimientos lo hagan de manera mas correcta.

Para la resolucion propiamente dicha del examen, tomense un tiempo adecuado en la
comprension correcta y profunda de cada uno de los reactivos. Parece una pérdida de
tiempo el que se inviertan varios minutos para leer y comprender totalmente cada reactivo;
sin embargo, una razén de fracaso, con una alta incidencia, es que el estudiante responde lo
que cree que le estan preguntando pero bien a bien no tiene claro el enunciado del reactivo.
Hay ocasiones en que el alumno desperdicia el tiempo en calcular “un dato” Por otra parte,
es logico y natural que algunos de los reactivos del examen puedan resolverse mas
facilmente que otros. Recomiendo que intenten en primer lugar aquellos que asi les
parezca, aunque el nimero de puntos que se les asignen sea bajo. ES mejor asegurar esa
cantidad de puntos con ejercicios que pueden responderse de manera rapida. Posteriormente
intenten la resolucién de los reactivos que se estimen con una dificultad regular, para que si
tienen tiempo lo dediquen a los ejercicios que catalogaron como los mas dificiles.

No dejen a la suerte la acreditacion de la asignatura. Recuerden que la suerte quizas no
exista, lo que deben es buscar el éxito y éste se obtiene con el trabajo. El gran filésofo y
escritor estadounidense Ralph Waldo Emerson (1803-1882) sintetizd el pensamiento
anterior en esta frase “Yo creo en la suerte, cuanto mas trabajo mas suerte tengo”.



TEMA |
FUNCIONES

EJERCICIO 1.1. Determine si la relacién T :R — R tal que:
—m , —oo<X<-1
t(x) = ﬂ , —l<x<l1
Xx=1 , 1l<X<+ow

es o0 no funcion. Por otra parte, determine su dominio y represéntela graficamente.
SOLUCION.

Para la primera regla de correspondencia; es decir, para el intervalo (-, —1], se
observa que cada valor de x en este intervalo tiene una sola imagen. Algo similar
ocurre para el intervalo (—1, 1) y otro tanto para la tercera regla de
correspondencia, o sea para la valida en el intervalo (1.). Esto significa que T es

funcion.
Ahora bien, analizando los valores de x para los cuales existe imagen, se observa
que el anico valor que no tiene imagen es X, =1, por lo que el dominio de T es:

D:{x\ XER,x;tl}

Para la representacion grafica, trabajemos con la primera regla de
correspondencia, elevando al cuadrado ambos miembros:

y? =—(x+1)
se trata de la mitad de una parabola con vértice en V,(-10). Es solamente la

mitad de la parabola por el signo negativo que antecede al radical, y abre hacia la
parte negativa del eje de las abscisas por el otro signo negativo, el que antecede
al paréntesis.

Por otra parte, la segunda regla de correspondencia es:

y=-1-x*

al elevar al cuadrado ambos lados:

yz —1-x2

X2 +y?=1

se tiene una semicircunferencia con centro en el origen y radio uno. Nuevamente

es la mitad superior de la circunferencia porque ningun signo antecede al radical,
lo cual significa que es el valor positivo.

Por ultimo, la tercera regla de correspondencia es:

y=-/x-1
y?=x-1



se trata de la mitad de una paréabola con vértice en V,(1,0) y que abre hacia la

parte positiva del eje de las abscisas.
La representacion gréfica es:

y
4
3
2
1 2 3 4 ¥

43 2 A

A b o SO

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicibn de funcién real de variable real. Y su
representacion grafica. Definiciones de dominio, de codominio y de recorrido..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Geometria analitica plana,
la circunferencia y la parabola. Algebra elemental, operaciones con igualdades.

EJERCICIO 1.2. Sea la funcién
F :{(x, y)| X, yeR; y:\x—2\+2}
Determine su dominio, recorrido y codominio.

SOLUCION.
La regla de correspondencia de F es:

y=|x-2+2
De acuerdo con la definicion de valor absoluto, se tiene que:

\X—Z\— X—2, si x-2>0
T -(x=2) si x-2<0

es decir

X—2, Si x=>2
x—Z:{ _
2—X, SI X<2

entonces:



2—X+2, si x<2
que esigual a

X, SI Xx>2
y= .

_{x—2+2, si x>2

—X+4, si x<2
de aqui se tiene que el dominio de F es:
D={x tal que xeR}
el recorrido es:
E={y tal que y=>2}
y el codominio es:
C={y,talque yeR}

La representacion gréfica de F es:

Y

AN

[ ]

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de dominio, de recorrido y de codominio de
una funcion.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Definicién y propiedades del
valor absoluto.

EJERCICIO 1.3.. Larelacién P:R — R, tal que y= p(x), donde:

X) =
PO {—& para 0 < X < +oo



puede tener como primera regla de correspondencia a cualquiera de las siguientes
expresiones:
A y=x"-3 para-o<x<0

B)y=x?> para—-o<x<0
C)y=+-x para—owo<x<0

D)y=—/1-x para—-oo<x<1
Sefiale para cada caso de qué tipo de relacion se trata, de entre las opciones:

1) No es funcion

2) Es una funcién inyectiva y sup rayectiva

3) Esuna funcion inyectiva pero no sup rayectiva
4) Es una funcidn sup rayectiva pero no inyectiva
5) Esuna funcion ni inyectiva ni sup rayectiva

SOLUCION.

Para la expresion A, P es una funcion suprayectiva pero no inyectiva ya que
cualquier valor real puede ser imagen para al menos un valor del dominio, por lo
gue es suprayectiva; sin embargo, hay valores diferentes del dominio que tienen la

misma imagen, por ejemplo p(—ﬁ)z(—ﬁ)z -3=-1, por un lado, vy
p(@@) =—/1=-1; por ello no es inyectiva.

Para la expresion B se tiene una funcion inyectiva pero no suprayectiva. Es
inyectiva puesto que no pueden existir dos valores diferentes de x que tengan la
misma imagen puesto que todos los valores negativos de la abscisa tienen imagen
positiva y todos los positivos, tienen imagen negativa; ademas, cada regla regla de
correspondencia representa un comportamiento decreciente. Por otra parte, no es
suprayectiva puesto que el cero no puede ser imagen de ningun valor del dominio.

Para la expresion C, la relacion P es una funcion inyectiva y suprayectiva. Es
inyectiva porque no hay dos o mas valores del dominio que tengan la misma
imagen, como se demuestra:

Con la primera regla de correspondencia, se suponen dos valores x,, X, <0

=X =4/ X,
elevando al cuadrado ambos miembros:
—X, ==X, =X =X,

Ahora con la segunda regla de correspondencia, considerando ahora X,, X, >0



elevando a la segunda potencia:

Xy =X,

Por altimo, todos los valores del dominio que son negativos tienen imagen positiva
y todos los que son positivos tienen imagen negativa, mientras que el cero tiene
como imagen también al cero, por ello es uno a uno.

P es suprayectiva porque cualquier valor real del codominio de P es imagen de
algun valor de su dominio. Luego, P es biyectiva.

Para la expresion D, la relacion P no es funcion puesto que en el intervalo 0 <x <1
cada valor del dominio tiene dos imagenes, una con la primera regla de
correspondencia y la otra con la segunda.

El resumen de las opciones correctas es:

CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas.
CONCEPTOS SECUNDARIOS: Funcion real de variable real. Algebra elemental:
igualdad de ecuaciones.

EJERCICIO 1.4. Determine sila funcién F:R — R, donde y= f(x)

|x—]l+3, x<1
f(x)=
—|x—]|+3, x>1

es biyectiva.

SOLUCION.
De acuerdo con la definicién de valor absoluto,

_ i 0
Ialz{ a,sia<

a,sia=>0

la funcion F puede expresarse:

—X+4,s1x<1
f(x)= .
—X+4,s1 x>1

esdecir f(X)=—x+4V xeR



como se puede ver, se trata de una funcion que tiene como representacion gréafica
a una recta sin ninguna restriccion, por lo que es una funcidén inyectiva y
suprayectiva, por lo tanto, biyectiva.

CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas.
CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES. Algebra: definicion de valor
absoluto. Geometria analitica plana: la recta.

EJERCICIO 1.5. Sean las funciones F:R—>R, G:R—>R, H:R—>R
Cuyas reglas de correspondencia son:

Xx-1 x<-2
f(x)=<x?, —-2<x<4
3, x=4

) 4, x<0
X) =
9 2x?+5, x>0

2-2X, x<-1
h(x)=4-3, —-1<x<1

5+x%, x>1

Obtenga p(x) = f(x)[g(x)+h(x)] y comprobar que se llega al mismo resultado si se
aplica la distributividad, es decir:

p() = 1) g(x)+ f(x)h(x)

SOLUCION.

Para calcular p(x) = f(x)[g(x)+h(x)], en primer lugar se determina g(x)+h(x):
Dado que la primera regla de correspondencia de la funcién G tiene validez para
x <0,y la primera de la funcion H es valida para x <-1, la interseccion de validez
de ambas estd en x<-1, por lo que la primera regla de correspondencia de la
suma de ambas es

g(xX)+h(x)=4+2-2x=6-2x, x<-1

La segunda regla de correspondencia de la suma se obtiene para el siguiente
intervalo de interseccion:

g(x)+h(x)=4+(-3)=1, -1<x<0

De manera semejante se continla hasta llegar a:



—2X+6, —owo<x<-1
, -1<x<0
2x>+2, 0<x<1
3x?+10, x>1

g(x)+h(x) =

Ahora, para determinar a la funcion P, con un andlisis similar en cuanto a la
interseccion de validez en cada intervalo se tiene que la primera regla de
correspondencia de P es:

p(x) = (x=1)(-=2x+6)= —2x* +8x -6, —o0 <X <2

para la segunda se tiene:

p(x)=(x2)(—2x+6):—2x3 +6Xx, —2<x<-1

continuando con este procedimiento se llega a:

—2X%+8x—6, x<-2

—2x% +6x%, -2<x<-1

x?, —1<x<0
pP)=1_, .,

2X° +2X°, 0<x<1

3x* +10x2, l<x<4

9x2 + 30, 4< X< +o0

Por otra parte, aplicando la propiedad de distributividad p(x) = f (x) g(x)+ f(x) h(x)
y siguiendo procedimientos similares:

4x -4, X< —2

£00 900 4x2, —2<x<0
X) q(X) =

g 2x* +5x2, 0<x<4

6x% +15, X >4

—2x* +4x-2, X< -2

—2x° +2x°, —2<x<-1
f (x) h(x) =<-3x2, -1<x<1

x* +5x°, 1<x<4

3x? +15, X >4




finalmente:

—2x%+8x-6, x<-2

—2x3 +6x%, —-2<x<-1

X?, —1<x<0
f(x)g(x)+ f(x)h(x) =

2x4 +2x2, 0<x<1

3x* +10x2, 1<x<4

9x2 +30, 4 < X < 400

CONCEPTO PRINCIPAL: Operaciones con funciones.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Operaciones con
polinomios. Conjuntos.

EJERCICIO 1.6. Sean las funciones

X+4, x<0
4—-x, x>0

F:R—>R talque y=f(x), f(x)z{
G:R—>R talque y=g(x), g(x)=x*+2
H:R—R talque y=h(x), h(x)=+/1-X
Obtenga la funcién f o(goh)(x)
SOLUCION.

Se tiene que fo(goh)(x) = f(g(h(x))), por lo que,
En primer lugar se obtendra g(h(x)):

g(h(¥) = (+1-x) +2=

=1-x+2=—x+3; x<1

aparentemente se trata de una recta; sin embargo, es sélo un segmento de ella
puesto que el radicando no debe ser negativo, porloque 1-x>0 = x<1

Al tomar en cuenta esta limitante, el recorrido de esta funcibn compuesta es:

E:{y\ yeR,yzz}



Ahora bien, en la nueva composicion, este conjunto E se convierte en su dominio,
por lo que la sustitucion se debe hacer Unicamente en la segunda regla de
correspondencia de f , puesto que si x> 2 es la que tiene validez. Por lo tanto:

f(g(h(x))=4-(—x+3)=x+1, x<1

CONCEPTO PRINCIPAL: Composicion de funciones.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Algebra: Desigualdades.
Sustitucion.

EJERCICIO 1.7. De las funciones reales de variable real, que tienen como
codominio los reales, cuyas reglas de correspondencia se describen a
continuacion, soélo una de ellas tiene funcién inversa. Determine cual de ellas es y
obtenga dicha inversa; en cada uno de los otros dos casos sefiale las razones por
las que no tienen funcion inversa.

f(x)=—(x-3)*+4, x<5

00 = x*+1, x<0
x>+1 x>0

——/X“+4, x<0

“Ax*+4, x>0

SOLUCION:
Funcién f:

y=—(x-3)°+4
y—4=—(x-3)°, o bien: (x-3)* =—(y—-4)

se trata de un segmento de una parabola con vértice en V(3, 4), eje paralelo al eje
de las ordenadas y que abre hacia la direccion negativa de dicho eje. Su gréfica
es:

12



La funcion no tiene inversa puesto que no es ni inyectiva ni suprayectiva. No es
inyectiva porque existen diferentes valores de x que tienen la misma imagen, lo
cual gréficamente se observa porque una recta horizontal cortaria en dos
diferentes puntos a la curva. Tampoco es suprayectiva dado que el recorrido de f

es el conjunto M = {y\ yeR, y£4} gue no es igual al codominio, definido en el
enunciado como el conjunto de los nimeros reales.

Funcion g:
Veamos si g es inyectiva, para ello analicemos primero si pueden tenerse dos
valores x, # x, <0 para los cuales se tiene g(x,)=g(x,):

X2 +1=x] +1
X, =X =X, =X,
Ahora, si se tienen dos valores positivos X,, X, :

2 2
X +1=x; +1

esta igualdad so6lo es posible para el signo positivo, es decir x, =X, ya que se
partio de la hipétesis de que se trata de dos valores positivos.

Por dltimo, un valor negativo X, y otro positivo X, nos lleva a una igualdad
imposible para la hipotesis anterior:

3 _v?2 3,2
Xg +1=Xg +1 = X; =X;

Esto significaria que un numero negativo tendria que ser igual a otro positivo.
Obviamente solamente podria cumplirse para el valor cero, que es contrario a la
hipotesis.

Con el andlisis anterior puede concluirse que g es inyectiva.
Ahora investiguemos si la funcion es sobre:

Con la primera de sus reglas de correspondencia se tiene que las imagenes de
esta parte de g estan en el conjunto E, = {y\ yeR, vy <1}
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Ahora, con su segunda regla de correspondencia se observa que las imagenes
estan en el conjunto E, = {y \ yeR, vy 21}

Por lo que el recorrido de g, que es la unién de los dos conjuntos anteriores,

resulta todo el conjunto de los numeros reales y, por lo tanto, la funcion es
suprayectiva.

Como la funcién en estudio es a la vez uno a uno y sobre, se puede afirmar que es
biyectiva y tiene inversa. Para su obtencion se procede por intervalos.

Para y<0:

x=y>+1

y?=x-1

y=3/x-1

valida para y <1 ya que se intercambiaron dominio y recorrido.
Ahora para y>0:

x=y?+1

y*=x-1

y=++/Xx-1, x>1 (se considera el signo positivo que antecede al radical puesto
que proviene del caso x >0 de la funcion original).

Entonces:

g’l(x): 3/x-1, x<1
++x-1, x=1

Finalmente, la funcion h:
Su primera regla de correspondencia es:

y:—g x?+4, x<0

2y =-3/x* +4, 4y? =9x* +36

11



4y® —9x* =36, ———=1 x<0

Dado que el radical esta precedido por un signo negativo, y que x<0, se trata de
la mitad de la rama inferior de una hipérbola con centro en el origen y eje
transverso coincidente con el eje de las ordenadas.

Ahora, su segunda regla de correspondencia:
yzgx/x2 +4, x>0

Claramente se observa que se trata de la misma hipérbola pero por el signo
positivo y porque x>0 se tiene la mitad de la rama superior de la hipérbola.

A continuacion se presenta la grafica:

(} x
e e e s s s e e LI I N B S S s B h
B 4 2 2 4 5

La funcién es inyectiva pero no suprayectiva porgue su recorrido
T Z{Y\ yeR, —00<y<—3U3SX<+oo}

no coincide con su codominio que es el conjunto de los niumeros reales.
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CONCEPTO PRINCIPAL: Funcion inversa.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Geometria analitica plana: la
parébola, la hipérbola. Algebra elemental: Completar cuadrados. Radicales.
Célculo diferencial: Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas.

EJERCICIO 1.8. Sea la funcion F:R—R, tal que y=f(x) definida
paramétricamente por

‘= 2t, t<-1
T lot-1 —1<x<ow

y- t?-2, t<0
t t>0

Determine la expresion cartesiana de F con sus correspondientes reglas de
correspondencia.

SOLUCION.

Para obtener las reglas de correspondencia de F , obsérvese que las expresiones
paramétricas validas para el intervalo —oo < x < -1 son:

x=2t ...(Q1)
y=t-2...(2)
de (1):
X
2
en (2):
x )\ x?
y:(zj —2=",-2 @)

ahora, en el intervalo —-1<t <0 se tiene:

X=-t—i - (4)

13



t=-—x-1

en (5):

y=(-x-1)?-2=(x+1)*-2 --- (6) puesto que (-a)’ =(a)*

Por ultimo, para t >0:

de(7) t=—x-1,en(8) y=-x-1 --- (9)

Por lo que las reglas de correspondencia de la funcion, en su expresion cartesiana

son:
2
X——Z, —o<x<-1
4
y=f(x)={(x+1)° -2, -1<x<0
—-X-1, 0< X<+
Y su gréfica es:
fl‘hf
3
2]

I
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CONCEPTO PRINCIPAL: Clasificacion de funciones segun su expresion:
explicitas, implicitas, paramétricas y dadas por mas de una regla de
correspondencia.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Geometria analitica plana: la
paréabola, la recta. Algebra elemental: Sustitucion en ecuaciones.

EJERCICIO 1.9. Demostrar que el producto de una funcién par por una impar
es una funcién impar.

SOLUCION.
Sean f :R — R una funcién par

y g:R—R unafuncién impar;

esdecir: f(-x)=f(x) VxeR
9(-x)=-9(x) VxeR

y sea h la funcioén producto de las dos anteriores; esto es:

h:R—>R talque: h(x)=f(x)g(x) VvV xeR

entonces: h(-x) = f(—x) g(-x) = por la definicion de h
= f(x)[-g(x)]= por las hipétesis
=—f(x)g(x) = por una regla de los signos
=-h(x) por la definicion de la funcién h

Con lo que queda demostrado que h(—x) =—h(x) y la funcién producto es impar.

CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones pares e impares.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Calculo diferencial:
operaciones con funciones. Algebra elemental: regla de los signos.

EJERCICIO 1.10. Sea la funcién F :

F:A— B talque y= f(x), donde:

A

B={y|yeR, -w<y<1}

XxeR, —E<x<z
2 2
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T
tanx, ——<x<0

f(x)=

Vs
Sen X, 0<x<§

Determine si la funcién F es invertible y, en caso afirmativo, obtenga las reglas de
correspondencia de la funcion inversa.

SOLUCION.

., . . . T
La funcion es inyectiva puesto que si x € (—2, 0} ;tanx, =tanx, = X, =X,

P . T
Ademas, si x e (O,Zj, senx, =senx, = X, =X,

ysi x, € (—Z O] y X,e€ (0, Zj entonces tan X, # senx,

Por otra parte, el recorrido de F es igual a B, por lo que es suprayectiva, y al ser
inyectiva también, F es biyectiva y tiene inversa.

Gréfica de la funcion original

Para invertir la funcion, en el caso de su primera regla de correspondencia:

y =tan X
X=tany = y=angtanx, —-o<x<0

Ahora, para la segunda:

y =senx
X=seny = y=angsenx, O0<x<l1

Es decir, las reglas de correspondencia de la funcion inversa son:

16



f‘l(x)z angtanx, —oo<x<0
angsenx, 0O<x<1

Grafica de la funcion inversa

L

CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones trigopnométricas directas e inversas.
CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Calculo diferencial: funcién
inversa. Trigonometria: razones trigopnometricas en los cuatro cuadrantes.

EJERCICIO 1.11. Determine una expresion que relacione el area de cualquier
rectangulo inscrito en la figura limitada por la parabola de ecuacion
(y-2)* =9(x—4) y la recta cuya ecuacion es x=7 (ver figura) como funcién de
una sola variable.

F
Y /
1% h
T2 h
} L
0 4 7
¥ \

SOLUCION.
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Si se emplea como variable independiente a la abscisa x, se tiene que la base del
rectangulo es b =7-x. La altura de dicho rectangulo esta dada por h=y, -vy,, en
donde:

por lo que:

Y, =2+3/x-4, y,=2-3/x-4
~h=2+3/x-4-(2-3/x—4)=6./x-4
entonces:

A=(7-x)(6-/x-4) unidades de érea.

CONCEPTO PRINCIPAL: Formulacion de funciones como modelos matematicos
de problemas fisicos y geométricos.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Geometria analitica plana: la
parabola, la recta. Geometria euclidiana: area de un rectangulo.

EJERCICIO 1.12. Un poste de alumbrado publico tiene en su extremo superior,
a cinco metros de altura, una luminaria. Una persona de 1.70 m de estatura se
aproxima al poste caminando por la acera. Determine una expresién que
represente al tamafio de la sombra de la persona sobre el piso (h) en funcion de

la distancia horizontal (d) del poste a la persona.

\.\

5m
'I.TmT

L
1

=
k3

SOLUCION.
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De la figura se puede observar que se forman triangulos semejantes. Al

considerarlos se tiene:

5h=1.7(d +h)
3.3h=1.7d

;';d =0.52d unidades de longitud

h=

CONCEPTO PRINCIPAL: Formulaciéon de funciones como modelos matematicos

de problemas fisicos y geométricos.

CONCEPTOS SECUNDARIOS Y ANTECEDENTES: Geometria euclidiana:

triangulos semejantes
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TEMA 2
LIMITES Y CONTINUIDAD

EJERCICIO 2.1. Calcule, sin utilizar la regla de L'Hopital:

a2
im (cosx —1)
x>0  senx

SOLUCION.

2
lim (cosx-1)° _
x—>0 SenX

0032 X—2cosx+1

= lim
Xx— 0 sen x

, cos2 X—1-2cosXx+2

x— 0 sen x

i —sen®x+2(L-cosx)
Xx— 0 sen X

. . 1-cosx
= lim (~senx)+2 Iim =
x— 0 x—0 Senx

_ (1-cosx)(1+cosx)
=0+2 lim =
x>0 senx (1+cosx)

senzx

=2 lim =
x—> 0 Sen X (1+cos )

, sen x
=2 lim =0
x— 0 1+cos X

CONCEPTO PRINCIPAL: Célculo de limites.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Trigonometria: identidades
trigonométricas.  Algebra elemental: Factorizacion, productos notables,
simplificacion de fracciones.
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EJERCICIO 2.2. Calcule, sin utilizar la regla de L'Hopital:

lim 3sen3¢9 + 65en29 —4senfd -5

Xﬁ% cos? 0

SOLUCION.

Al sustituir directamente se tiene:

m 3sen30 +6sen?0 —4sen 6 -5 0
X_,% cos? 6 0

Si se hace el cambio de variable

u=send

y tomando en cuenta que cos? 0 =1-sen?6 y, ademas que cuando 6 - % u—1:

. 33en36’+65en26’—4sen9—5
L= lim =

o— " 1-sen?0

_ 3ud+6u?—4u-5
= lim =
u—l 1_u2

factorizando numerador y denominador:
2 2
L —1)(3u +9u+5): i U +9u+5 17
x—1 —(u—l)(u +1) u—l —(U +1) 2

CONCEPTO PRINCIPAL: Célculo de limites.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Trigonometria: identidades
trigonométricas. Algebra elemental: Factorizacién, productos notables,

EJERCICIO 2.3. Calcule, sin utilizar la regla de L'Hopital:

Sen2X—SGH3 X

lim
Xx— 0 cos x—-1

SOLUCION.
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Al sustituir directamente se tiene:

L= lim
x—>0 C€0s x—1 1

0

sen?x —sen>x ~0-0_0
-1

Si se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador:

L i (senzx—sen3x)(cosx+1)_
x>0 (cosx—1)(cosx+1)

(sen2 X — sen3x)(cos X +1)

= lim 5
Xx—>0 cos“ x—-1

_ (senzx - sen3x)(cos X+1)

x—> 0 —sen?x

= lim (senx—1)(cos x +1) = -2
x—0

CONCEPTO PRINCIPAL: Calculo de limites.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Trigonometria: identidades
trigonométricas. Algebra elemental: Factorizacién, productos notables,

EJERCICIO 2.4. Sea la funcién f :R — R tal que:

x-1 x<0
x% —ZX% +6
f(x)=
%(2 +1—Jx2 +1
, x>0
X2

Como se observa, la funcion no estd definida para x=0. ¢Se trata de una
discontinuidad removible? En caso afirmativo, ¢;cOmo se removeria esta
discontinuidad?

SOLUCION.

Para que la discontinuidad pueda removerse, el limite de f para cuando x —0

debe existir.
Primeramente:
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L, = lim x-1 L

1: [ ——

x—0 2 6
xé —ZX% +6

En este caso el limite lateral se calcula directamente pues no se presenta

indeterminacion.

Ahora el otro limite lateral:

321 X241 0
L2 = |im = —
x—0" X2 0

Para intentar eliminar esta indeterminacion, haremos el cambio de variable:

x2 +1:u6

setienequesi x>0, u—1*
ademas, despejando:
x2 =ub-1

entonces:

|_2 = |im _
u—1’ u6 -1
. U2 —U3
= lim
u—l’ u6 -1

factorizando:

] (1-u)u?
Ly, = lim
? U—>1*(u—1)(u5+u4+u3+u2+1)

. —(u-1)u?
= lim
u=1" (u —1)(u5 +ut+ud+u? +1)

) —u? 1
=lim e e
u—1" (u +u” +u® +u +1) 6
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Por ello, el limite existe ya que

lim f(x)= lim f(x)=lim f(x)=—>
X—0 X—0" x—0 6

La conclusion es que la discontinuidad es removible y basta con definir:

um:-é

CONCEPTO PRINCIPAL: Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicién y
determinacion de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
racionalizacién, factorizacion. Célculo diferencial: cambio de variable, formas
indeterminadas, calculo de limites

EJERCICIO 2.5. Sea la funcién f :R — R tal que:

—-2X—-2, —wo<x<-1

f(x)=49(x)
3X-3, 2<X<+w

De la tres expresiones:

A) g(x) = x2 -1, -1<x<2

B) g(x) =x+1, -1<x<2
2 _

C)ag(x)= X 1, -1<x<2
x-1

indiqgue cuél de ellas debe considerarse como la segunda regla de
correspondencia de f para que la funcion sea continua en todos los reales;

ademas, en los otros dos casos sefale porqué no cumple con esta condicion.
SOLUCION.

La opcidn A no puede ser ya que para x=-1 , f no tiene imagen ni con su
primera regla de correspondencia ni con la de esta opcidn, a pesar de que si
sustituyéramos los valores de x;=-1 y X, =2 aparentemente cumpliria; sin

embargo al no estar definida la funcion, no puede ser continua para el primer
valor.

La opcion B es la correcta porque para x; =-1, y;=-1+1=0
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lim f(x)= lim (-2x-2)=0

X—1 x—1

lim f(x)= lim (x+1)=0

Xx—-1" x—>-1"

. 1lim f(x)=0= f(0)

X—>-1
Ahora para x=2:
f(2)=3(2)-3=3

lim f(x)= lim (x+1)=3

X—2 X—2~

lim f(x)= lim (3x—3)=3

X—2 Xx—2"

~F(@)= lim £(x)=3

Por ultimo, la opcion C no puede ser ya que la funcién seria discontinua para
X3 =1, a pesar de que se cumpliria la continuidad en los valores x; =-1y xy =2

CONCEPTO PRINCIPAL: Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicion y
determinacion de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
factorizacidén, productos notables. Calculo diferencial: formas indeterminadas,
calculo de limites

EJERCICIO 2.6. Determine si la funcion f:R —> R es continua en todo el
conjunto de los numeros reales:

sen(3x — 6)
x—2

f(x)=13, X=2

x4 —4x3+5x2 —X-2
x3—4x2 +5x-2

—0<X<2

, 2<X<+4o0

SOLUCION.

En el intervalo (—oo, 2) la funcién es continua puesto que el Unico valor que anula
al denominador esta fuera del intervalo.
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Para x=2:

Se tiene que f(2)=3

L lim f(x)= lim NBX=6)_
X—2" x—2 X—=2
_ lim sen3(x—2) _
x—2~ X=2
_ i 3sen3(x-2) _
x—2  3(x-2)

si 3(x-2)=u, cuando x—>2", u—0"

entonces:
. 3senu
Ly = lim =3
u—0" u

Por otra parte:

4 3 2
Ly = lim f(x)= lim X P =X22 0
x—2' x—2"  x° —4x° +5x-2 0

Para eliminar la indeterminacion, factoricemos numerador y denominador. Para
ello, por medio de la divisidn sintética:

CONCEPTO PRINCIPAL: Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicién y
determinacion de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
factorizacion, productos notables. Célculo diferencial: formas indeterminadas,
calculo de limites

EJERCICIO 2.7. Sea la funcion:
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6
X+3'

f(x)=49(x)
—(x+3)*+6, 2<x<+w

-3<x<0

Con dominio: D ={x| xeR, x>-3|

Determine la regla de correspondencia g(x) de tal manera que represente un
segmento de recta que hace que f sea continua en su dominio.

SOLUCION.
El segmento de recta debe unir los puntos A(0O, 2), que se obtiene de la primera
regla de correspondencia para x=0; y B(2, -19), obtenido de la tercera regla de

correspondencia para x=2. De manera que, por la férmula de la recta que pasa por
dos puntos:

yo2-"19-24 )

2-0
21
—2=—-X
y 2
21
=——X+2
y 2

La funcién f queda:

6

X+3'

f(x) = —%x+2, O<x<2

-3<x<0

—(x+3)*+6, 2<x<+w

ya que A pertenece al primer subintervalo y B no pertenece al tercero.

CONCEPTO PRINCIPAL: Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicién y
determinacion de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Geometria analitica plana:
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos. Algebra elemental: despeje de
literales.
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EJERCICIO 2.8. Calcule el limite:

) 2-4x3
lim 5 -
x—o 8x° 4+ 5x° —3x+1

SOLUCION.

) 2-4x3
lim 5 - =
x—o 8x° 4+ 5x° —3x+1

i_4x3
3 3
:Iirg] 3 X > X =
x—o 8X 5x 3x 1
XX X x®
2
Loy
~lim—X __4_ 1
e 5.3 T 8 2
X x2 x3

CONCEPTO PRINCIPAL: Calculo de limites de funciones racionales cuando la

variable tiende al infinito. )
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:

fracciones. Leyes de los exponentes.
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TEMA 3
LA DERIVADA Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES

EJERCICIO 3.1. Determine la derivada de la funcion f(x) = X% por medio de la
definicion (método de los cuatro pasos).
SOLUCION.

PRIMER PASO
f(x+Ax):(x+Ax)%

SEGUNDO PASO

f(x+AX)— f(x) = (x+Ax)% —(x)%
TERCER PASO

F(x+Ax) —fF(x)  (x+ax)% —x

AX AX

CUARTO PASO

f'(x) = lim f(X+AX) - f(X): lim (X+Ax)% —x%

Ax—0 AX Ax—0 AX

De acuerdo con el producto notable a* —b? =(a+b)(a—b):

00 -t [(X+AX)% +x%}[(x+Ax)% —x%}

AX—0 AX

Ahora consideremos el otro producto notable (a—b)(a” +ab+h?)=a’-b?*, asi que

multiplicando y dividiendo por (x+Ax)% +(x+Ax)% x % +x72 :

[(X+AX)% +x%}[(x+Ax)% —X%:l[(X—I-AX)% T (x+Ax) 5 x5 +x%}
f'(x) = lim _

po0 Ax[(x +AX)% +(x + AX) S x4 x5 }
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[(X—i—AX)% +x%}[x+Ax—x]
= lim
. Ax[(x+Ax)% +(x+Ax)% X + x%}

Al simplificar:

(x+Ax)% Lx ~ s 2

f'(x) = lim % av%
Ax—0 (X+AX)% +(X+AX)% X% +XA 3XA 3X%

CONCEPTO PRINCIPAL: Calculo de la derivada a partir de su definicion.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
fracciones, productos notables. Calculo diferencial: calculo de limites.

EJERCICIO 3.2. De las tres expresiones siguientes, indique cuél de ellas
representa la derivada de la funcion f con respecto a x, valuada en x, =3;

ademas, sefiale para cada una de las otras dos expresiones porqué no
corresponden a la definicion de dicha derivada:

2) 1im f(3+Ax)+ f(3)
Ax—0 AX

by lim %)= 1(3)

X—3 X—3

) lim f(3)—2)((x+Ax)

SOLUCION.

La opcidn correcta es la b puesto que:
Af (x)=f(x)-f(3)

AX=X-3

si x— 3 entonces Ax—0

(0-F(3) | AF()

por lo que lim
x—3 X—23 Ax—0  AX 3
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Por otra parte, la opcién a no representa a la derivada porque en el numerador se
tiene la suma de la funcion valuada en x, =3 mas la funcion incrementada y debe

ser la diferencia.

Finalmente, la opcidon ¢ en realidad representa a la derivada mencionada pero
cambiada de signo puesto que los términos del numerador estan en diferente
orden.

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de la derivada de una funcién en un punto.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental: reglas
de los signos. Célculo diferencial: incrementos.

EJERCICIO 3.3. Sea y=u’?

donde u=cosxzVv

x* -4
V=
X+1
dy

calcule — para x=1.
dx

SOLUCION.
Por la regla de la cadena se tiene que:

dy _dy dudv

= (1
dx du dv dx @)

El tercero de los factores se obtiene:

dv (x+1)(2x)—(x? -4)@) _ 2 +2x=x*+4 _ x*+2x+4

dx (x+1)* (x+1)° (x+1)*

Para x=1 v'(l):%

Por otra parte,:

du 1?-4 3
—=—zsenzVv,; pero x=1 = v= -
dv 1+1 2
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Ademas, ay :Eu% y tenemos que si v = —g, entonces u = cos (ﬁj =0
du 2 2 2

Finalmente:

dy 7

—  =(0)(- —|=0

Y -0F)[;]

CONCEPTO PRINCIPAL: Derivacion de la funciébn compuesta. Regla de la
cadena.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
Sustitucion de variables, leyes de los exponentes. Calculo diferencial: Derivacion
de la suma, producto y cocientes de funciones, derivacion de una funcién elevada
a un exponente racional, derivacion de las funciones trigonométricas.

EJERCICIO 3.4. Sea la funciéon f:R—>R; x>0, 0< y<% ; de tal manera

que y es funciébn de x, x=sec’y

Calcule D,y|,

SOLUCION.

Para x=2 se tiene que sec’ y=2, secy=+2, y=angsec++2

De acuerdo con la definicion del recorrido de la funcién, el Gnico valor incluido en

éles y i
4
Ahora, aplicando la expresion de la derivada de la funcién inversa:
1
D.y=—no
D, x
entonces, D x=2sec’ ytany

por lo que
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1

D.y=——F—"
2sec” ytany
para y—ﬁ'
e
1 1
D,Y|, =——yw =

f2f @)
CONCEPTO PRINCIPAL: Derivacion de la funcion inversa.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental: Leyes de
los exponentes. Trigonometria: valores de las funciones trigpnométricas en los

cuatro cuadrantes. Calculo diferencial: Derivaciéon de una funcion elevada a un
exponente racional, derivacion de las funciones trigonomeétricas.

EJERCICIO 3.5. Sea la funcién expresada por:

2X, si x<2
f(x)= 2 :
(x=1)7+2, si x>2

Determine si f es derivable en todos los reales. Justifique su respuesta.
SOLUCION.

Para x<2, f es derivable puesto que f'(x)=2

Para x>2, f también es derivable: f'(x)=2x-2

Ahora analicemos para x=2:

La derivada lateral izquierda f_'(2) =2

La derivada lateral derecha f, '(2)=2

Sin embargo, f no es derivable para x=2 puesto que no es continua en ese
valor al no estar definida.

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de derivadas laterales. Relacion entre
derivabilidad y continuidad.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales, sustitucion Calculo diferencial: Derivacion de una
funcién elevada a un exponente racional.
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EJERCICIO 3.6. Sea la funcién f definida paramétricamente por:

=sect
{y teR

X =Cost

Determine D,y., D’y y D]y; ademas deduzca una expresion general para Dy

paratodo ne N .

SOLUCION.
., D
De la expresién D,y = —tY
D, x
1 sent
ttant t cost
D.y- secttant _ cost cost _ ..
—sent —sent
D, (D
Ahora, tomando en cuenta que D’y =¥
X
t
2 sent
—2sec’ ttant 2¢ cost
D, y= SR =2sec’t
—sent sent
D, (D2
Por otra parte, D’y = M
D, X
DYy = (3)(2)sec® t tant
" —sent
simplificando:

D2y =—(3")sec* t

X

Se deduce que:

D'y =(-1)"" (nl)sec™™ t

X

CONCEPTO PRINCIPAL: Derivacion de funciones
paramétrica.

expresadas en forma
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CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales, sustitucién, factorial de un namero natural. Calculo
diferencial: Derivacion de una funcion elevada a un exponente racional. Derivadas
de las funciones trigonométricas. Derivadas de orden superior.

EJERCICIO 3.7. Calcule la derivada de y con respecto a x para

A) y = ang sec (cos xz)
B) y =cos (ang sec xz)

SOLUCION.

D, cos x*

y': =
|cos x| Jeos? x—1

A)

(~senx?)D,x? —2xsen x’

) |cos x|+/cos? x—1 ) |cos x|/ sen?x

Esta es la expresion analitica de la derivada pedida; sin embargo, analizandola
puede observarse que la derivada no existe para ningun valor de xpuesto que el
signo negativo que antecede al cuadrado del seno de x dentro del radical del
denominador, hace que los Unicos valores posibles del radicando sean o negativos
o cero. En caso de ser negativos, la extraccion de la raiz cuadrada obligaria a
trabajar en el campo complejo, lo cual esta fuera de los objetivos del calculo de
funciones reales de variable real; y el caso del valor nulo nos lleva a la no
existencia de la derivada pues la division entre cero no existe ni siquiera en
variable compleja.

B) y'=|-sen (angsec xz)]DXang secx? =
| D,x* 2xsen(angsecx?)

| -
X2/ x* =1 x24/x* =1

=[-sen (ang secx?

. 2sen (ang sec x°)

- Xy x* =1

CONCEPTO PRINCIPAL: Derivacion de las funciones trigonométricas directas e
inversas.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales. Trigonometria: identidades trigopnométricas. Calculo
diferencial: Derivacion de una funcién elevada a un exponente racional.
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EJERCICIO 3.8. Una persona de 1.5 m de estatura se encuentra parada frente
a una pared vertical. La distancia que separa a la persona de la pared es de 3.0 m.
A ras de suelo una fuente luminosa se aproxima a la persona con una rapidez
constante de 1 m/s. ¢(A que distancia de la persona debe estar dicha fuente
luminosa para que su sombra proyectada sobre la pared crezca con la misma
magnitud de la velocidad de la fuente?

SOLUCION.

[T
[T

fuente 15m

X 2.0m

o
3
=

Por triangulos semejantes:

Xx+3 X 1.5(x+3) 15x+4.5
o T = y= —

y 1.5 X X

Al derivar ambos miembros de la expresion con respecto al tiempo:

oo

y:
X2

para x=-1 constante, y=1 en el instante estudiado. El signo negativo de la

rapidez de x se debe a que esta distancia se acorta, mientras que la sombra tiene
una velocidad de la misma magnitud pero con signo positivo porque la distancia y

crece. De manera que:

_ X(-15)- (L5x+45)(-1)

X2

1
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Despejando:
x? =—1.5X+1.5Xx+4.5

X=+/45~2.12m

CONCEPTO PRINCIPAL: Aplicacion fisica de la derivada como razén de cambio
de variables relacionadas.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales. Fracciones. Geometria euclidiana: tridngulos
semejantes. Calculo diferencial: Derivacién de un cociente. Regla de la cadena.

EJERCICIO 3.9. Determine el area del tridngulo que se muestra en la figura:

2

en donde T es la recta tangente a la parabola cuya ecuacién es y=x“, en el

punto P (2,4); N es la recta normal a la parabola en el mismo punto.
NOTA: El dibujo esta fuera de escala y so6lo es esquematico.

SOLUCION.

La pendiente de la recta T es igual a la derivada de la funcion, valuada en P

m=y!

b= 2X p =4
La ecuacion de larecta T es:

y—4=4(x-2), y=4x-4
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su punto de interseccion con el eje de las abscisas se obtiene cuando y=0:
0=4x-4 = x=1 P (1, 0)
Por otra parte, la recta N tiene por ecuacion:

1 1.9
—4=-—(x-2), =——X+—
y 72 Y= X

dado que las pendientes de rectas perpendiculares son reciprocas y de signo
cambiado.

Su punto de interseccion con el eje de las abscisas:
O:—ix+2 = x=18, P,(18,0)

El area del triAngulo se obtiene:

1 —_—
A =3 PP, e PP, dado que estos segmentos son los catetos.

A=%J(1—2)2 +(0-4)2 J18-2)2 +(0-4)? =

:%J1_7J272 =68 unidades de area.

CONCEPTO PRINCIPAL: Aplicaciones geométricas de la derivada: direccion de
una curva, ecuaciones de la recta tangente y la recta normal, angulo de
interseccion entre curvas.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
radicales. Geometria analitica plana: Ecuacién de la recta en su forma punto
pendiente, relacion entre las pendientes de rectas perpendiculares.

EJERCICIO 3.10. Sea la curva C definida paramétricamente por:

_ 2
C: X = -4t +5; teR
y=2senrxt

Determine si el punto P de coordenadas P(4,2) pertenece a C. En caso

afirmativo, obtenga la ecuacidon cartesiana de la recta tangente a C en dicho
punto.
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SOLUCION.

El punto P pertenece a C si para un mismo valor del parametro t en las
ecuaciones paramétricas de C pueden obtenerse las coordenadas de P. Para
ver si se cumple esto, sustituimos el valor de x =4 en la primera ecuacion:

4--4245;  a@2-1, -1, T

4 2
1 L
Ahora, para t:E en la segunda ecuacion:
T .
y=2 sen; =2 la satisface.
. 1 V4
Sin embargo, para t = Y y=2sen (— zj =-2 no cumple.

De manera que P si pertenece a C y se obtienen las coordenadas del punto para

{=—.
2

Para la determinacion de la ecuacion cartesiana de la recta tangente es necesario
obtener su pendiente; es decir:

m= ny]p

Como la curva esta expresada en forma paramétrica, se tiene que:

Dyy=—=

D x

Diy=2rcosat, D, x=-8t

7 cos”%,
Dy:27zc057zt, B A:O

" 8t m=TTn
‘ (2)
2
La recta tangente es horizontal y su ecuacion es y =2

CONCEPTO PRINCIPAL: Aplicaciones geométricas de la derivada. Ecuacion de
la recta tangente a una curva.
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CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales. Trigonometria: valor de las funciones trigonométricas.
Geometria analitica plana: Ecuacion de la recta en su forma punto pendiente.
Célculo diferencial: derivacion de funciones expresadas paramétricamente.

EJERCICIO 3.11. Obtenga % para la funcién implicita
senxy® +cosx’y = xy

SOLUCION.

(cos xy® )(3xy2 y'+y3)—(sen x3y)(x3y'+3x2y) = Xy'+y
3xy’y'cosxy® +y® cosxy® —x®y'senx®y —3x’ysenx’y = xy'+y
3xy’y'cosxy® —x%y'senx®y—xy'= y—y®cosxy® +3x*ysenx’y

y'(3xy2 cos xy® —x>sen x3y—x): y—y?cosxy® +3x°ysenx’y

dy  y—y’cosxy®+3x’ysenx’y
dx  3xy?cosxy®—x%senx’y—x

CONCEPTO PRINCIPAL: Derivacion de funciones expresadas en forma implicita..
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales. Calculo diferencial: Derivada de la adicion, producto y
cociente de funciones, derivada de una funcion elevada a una potencia racional.

EJERCICIO 3.12. Determine la diferencial de arco para la funcion
X=—tan @

y= secd, 0<9<%

SOLUCION.

dx =—sec* 0déo
dy= secdtanddé

ds =+/(dx)* +(dy)* =
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— JJlsec* 6+sec? tan? 0)d 26 =

— |Jsec? O (sec? O +tan? 6) do =

—secO+/sec? O+tan2 0 do

Ademas, tan? @ =sec® 6 -1

ds =secH+/sec? O +sec? §—-1d6 =

=secH+/2sec’ 6 -1do

CONCEPTO PRINCIPAL: Concepto de diferencial de una funcién. Aplicaciones
de la diferencial. Diferencial de arco.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales, radicales. Trigonometria: identidades trigonométricas
pitagoricas. Célculo diferencial: Derivada de la adicion, producto y cociente de
funciones, derivada de una funcion elevada a una potencia racional, derivada de
funciones trigonométricas, derivada de una funcidbn expresada en forma

paramétrica.
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TEMA 4
VARIACION DE FUNCIONES

EJERCICIO 4.1. Determine  si  la  funcion f, tal que
f :{x‘ xeR; y=-x° +6x—5} cumple con las hipétesis del teorema de

Weierstrass en el intervalo [L, 4]. En caso afirmativo, obtenga los valores méaximo
absoluto y minimo absoluto que menciona el teorema.

SOLUCION.

La funcién cumple con ser continua en el intervalo sefialado por ser polinomial, por
lo que satisface las hipétesis del teorema. Para la obtencion de los valores
solicitados, observemos que la curva representativa de f es un segmento de
parabola, de manera que completando cuadrados:
y=-X"+6x-5=

2
= —(x* —6x+9)-5+9=
=—(x-3)° +4
por lo que, en su forma candnica:

(x=3)" =—(y-4)

Su representacion gréfica es:

Entonces, el maximo absoluto se tiene para x =3; es decir en el vértice. Para ese
valor de la abscisa y=4.
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El minimo absoluto esta en x=1 yvale y=0.

CONCEPTO PRINCIPAL: Enunciado e interpretacion geométrica del teorema de
Weierstrass.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
operaciones fundamentales. Completar cuadrados. Geometria analitica plana: la
parabola.

EJERCICIO 4.2 Sea la funciéon f:R— R ., continua en a<x<b, con regla de
correspondencia y= f(x), y sea xg € [a, b]. Relacione las columnas anotando en

el paréntesis de la izquierda la letra de la opcion de la derecha, de tal manera que
se cumplan las caracteristicas que describen a cada caso:

f en xg
: ) : . A)f( 0)<0
1 es creciente y concava hacia arriba () ( )<0
2 tiene un minimo relativo () B) f(xp)= f(x)Vxela,b]
34 L C) f'(xg)<0
tiene un maximo absoluto () ( )
_ . D) f'(xg)no existe
4 tiene un punto de inflexion ()
f''(xg)>0
c _ , o E) f'(x0)=0
es decreciente y concava hacia arriba ()
£ (xg)<0
F) f(xg)<xV xela,b]
G) f'(xg)=0
f”(XO >0
H) f'(xo)=0
f"(xg)=0
1) f'(xg)<0
f'"(xg)=0
J) £"(x0)=0
f'""(xg)=0
K) f'(xg)>0
f'"(xg)>0
SOLUCION.
1)  (K)
2) (G)
3) (B)
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4 (J)
5 (C)

CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones crecientes y decrecientes y su relacion con
el signo de la derivada. Maximos y minimos relativos. Criterio de la primera
derivada. Concavidad y puntos de inflexion. Criterio de la segunda derivada.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Lectura razonada.
Comprensién de teoremas.

EJERCICIO 4.3 Sea la funcién f:R— R. una funcién continua en [a,b] y
derivable en (a, b). En cada caso seleccione la opcion que complete
correctamente la afirmacion:

1) f tiene un maximo relativo en x, €(a,b)si ()

A) f'(x,)>0 B) f'(x,)=0
f(x )>0 f''(x,)>0
C) f'(x,)=0 D) f'(x,)<0
f'"(x,)<0 f'"(x,)<0
2) f tiene un punto de inflexion en X, e(a, b) si ()
A) f''(x,)=0 B) f"'(x,)=0
[f(x, =O)][f"(x, +5)]<0; 60 "' (x,)=0
C) f"'(x,)<0 D) f''(x,)=0
"' (x,)=0 [f"(x, = O)|[f"(x, +5)]>0; >0

3) f es creciente y concava hacia abajo en x, (a, b) si ()

A) f'(x,)>0 B) f'(x,)>0
f''(x,)<0 f'"(x,)>0
C) f'(x,)<0 D) f'(x,)<0
f'(x,)>0 f'(x,)<0

44



4) f tiene un minimo absoluto en x, €[a,b] si ()
A)x<x, V¥ xela,b] B) f(x)< f(x,) V xela,b]

C) f(x)< f(x,) V xela,b] D) x>x, V¥ xe[a, b]

5) f es decreciente y concava hacia arriba en x, e(a,b) si ()

A) f'(x,)>0 B) f'(x,)>0
f''(x,)>0 f''(x,)<0

C) f'(x,)<0 D) f'(x,)<0
f'"(x,)>0 f''(x,)<0

SOLUCION.

1) (C)

2) (A)

3) (A)

4 (B)

5 (C)
CONCEPTO PRINCIPAL: Funciones crecientes y decrecientes y su relacion con
el signo de la derivada. Maximos y minimos relativos. Criterio de la primera
derivada. Concavidad y puntos de inflexion. Criterio de la segunda derivada.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Lectura razonada.
Comprension de teoremas.

EJERCICIO 4.4 A través del tanel de una mina, con altura de 2.0 m se
introducirdn piezas rectas estructurales prefabricadas, de 3.0 m de longitud. Para
su descenso se hara una excavacion vertical. ¢Cual es el ancho minimo a que
debe tener esta excavacidon para que puedan introducirse estos miembros
estructurales?
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i)

W anl e ™

AR
I
. b

A
)

entrada

30m "

— 2om

Detalle del tinel y un miembro estructural.

SOLUCION.

Este es un curioso ejercicio en el que para determinar el ancho minimo de la
excavacion, es necesario encontrar el valor maximo de la longitud m; de la parte
posterior de la pieza estructural para que ésta pueda girar y, por lo mismo, el
ancho a méaximo para que gire la pieza. Este ancho maximo para el giro nos
conduce el ancho minimo de la excavacion para ser el mas econémico:
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Para el planteamiento del problema y la aplicacion de la teoria, conviene analizar
los dos triangulos rectangulos que se forman:

\

TZ.Dm

De esta ultima figura se tiene:

a a
COSf=—; my =
my cos ¢

2 2
senf=—; my =
mo sen @
2
Pero m; +my =3 = 2 +
cosd send
Entonces:
a _3_ 2
cos ¢ sen @
a=3cosfd-2send --- (1)

Al derivar con respecto a 4
ﬁ:—3 sen @ +2cosé
dée

igualando a cero:
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2
sen?d

sen‘*@:%; sen9=£z0.8736

Como sen?@+cos? @ =1: cos? @ =1-sen?d

—-3sen@d+2cscd=0 = 3send =

cos & =4/1-(0.8736)" ~0.4866

Se considera el valor positivo de la raiz puesto que el angulo 8 debe ser agudo.
Al sustituir estos valores en la ecuacion (1):

2(0.4866)

a=3(0.4866)— 873

~ 0.3458

Es decir, con un ancho de 35 centimetros (redondeando), se puede asegurar que
los miembros estructurales podran girar y asi la excavacion sera mas econémica.

CONCEPTO PRINCIPAL: Maximos y minimos relativos. Problemas de aplicacion.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Geometria euclidiana:
triangulos semejantes. Trigonometria: razones trigonométricas, identidades
pitagoricas. Algebra elemental: fracciones, exponentes y radicales. Calculo
diferencial: formulacion de funciones.

EJERCICIO 4.5 Sea la funcion f con regla de correspondencia

y =2x? —8x+12, definida en el intervalo [-1,3]. Esta funcién, por ser polinémica,
es continua y derivable en dicho intervalo.

a) Compruebe que el valor a=6 esta comprendido entre el minimo absoluto y
el méximo absoluto, valores que asegura su existencia el teorema de
Bolzano;

b) Determine para qué valores de x se cumple el teorema mencionado;

c) Compruebe que para uno de los valores obtenidos de x en el inciso b, se
satisface el teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial (teorema de
Cauchy).

SOLUCION.

Como f es continua en el intervalo [-1, 3], se satisface la hipétesis del teorema
de Bolzano. Para obtener el minimo y el maximo absolutos, observamos que la
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representacion grafica de f es el segmento de una parabola. Conviene llegar a la
forma canonica de su ecuacién, para ello aplicamos el método de completar
cuadrados:

y=2x>-8x+12=

= 2(x2 —4x+4)+12—8 =

=2(x-2)" +4

(-2 =2 (y-4)

Su grafica, esquematicamente, es:

221 Y

204

181

12

101

-

De manera que el minimo absoluto se tiene en el vértice, m=4; mientras que el
maximo absoluto esta en el extremo izquierdo, M =22. Por ello se tiene que
a=6 si esta comprendido entre estos dos valores. Con ello se responde al inciso
a.

Ahora, para el inciso b, al sustituir y=a=6 en la regla de correspondencia de la
funcion:

6=2x>—-8x+12

Ordenando y dividiendo entre dos:
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x> —4x+6=3
x> —4x+3=0
(x-1)(x-3)=0

De manera que los valores que satisfacen el teorema de Bolzano son:

Finalmente, para el inciso c, recordemos que el teorema de Cauchy establece que:

f(xz)_ f(xl) _ f'(xo)

X, =X,
f(x,)=2(-1)%-8(-1)+12=22
f(x,)=2(3)?-8(3)+12=6
Por otra parte:
f'(x)=4x-8

62 g
3-(-1)

-6

T:4X0 _8

X, =1

Con lo que se comprueba que para este valor se cumplen simultdneamente los
dos teoremas.

CONCEPTO PRINCIPAL: Teorema de Bolzano, teorema del Valor Medio del
Célculo Diferencial.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Geometria analitica plana:
la parabola. Algebra elemental: completar cuadrados, factorizacion.

EJERCICIO 4.6 Sea la funcién f, con reglas de correspondencia:
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x2 +3x-1  —3<x<-1
f(X)=9x-2, -1<x<5

—x2 +11x-27, 5<xs¥

Determine si se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle y, en caso afirmativo,
obtenga las coordenadas del o los puntos en donde se satisface la tesis de dicho

teorema.

SOLUCION.

. . . . 11+ 417
i) f es continua y derivable en los intervalos (-3,-1), (-1,5) y {5, +TJ_} por

tener reglas de correspondencia polindbmicas.

11+417

i) Para los valores -3 y — se tiene que

f(-3)= Iim f(x)

Xx—>-3"

f(M]: lim  f(x)
2 114417
X—> 2

por lo que es continua en esos valores.
i) Para x=-1.:
f(-1) =(-1)? +3(-1)-1=-3

lim f(x)=-3, lim f()=(-)-3=-3 = lim f(x=-3

Xx—>-1" Xx—>—-1 Xx——1

f(-1) = lim f(x) lafuncion es continua en ese valor.
X—>-1

Ademas f'_(-1)=2x+3]4 =1, f'.(-1)=1

f es continuay derivable en x=-1.
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Ahora para x=5:

f(5)=5-2=3
lim f(x)=3, lim f(x)=-(5)2+11(5)-27=3 = lim(x)=3
X—5" X—5" X—5

f(5)=lim £(9=3

f es continua en ese punto.
Por otra parte:
f'_(5) =1, f', 6)=-2(5)+11=1

La funcion es continua y derivable en x=5; por lo tanto se puede afirmar que f es

11+J17 11+Jﬁj

} y derivable en [—3,
2 2

continua en [— 3,

iv)
f(=3)=(-3)% +3(-3)-3=-1

2
f(11+2./1_7} _ _(11+J1_7} +11(11+2J1_7)_27 _

2

(2142217417 121410007

4 2
_ L el ir o,
4 2 4
= 26-27=-1

f(-3)= f[%}z—l

Esto significa que se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle.

Ahora, para determinar los puntos donde se cumple la tesis del teorema:
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Intervalo (-1, 5):

f'(x)=2x+3 2x+3=0 = x:—g

Intervalo (-1, 5):

f'(x) =1 en este intervalo no hay valores donde se cumpla.

11+\/1_7],
=

Intervalo (5,

fr(x)=—2x+11,  —2x+11=0 szl_zl

CONCEPTO PRINCIPAL: Teorema de Rolle. )
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: polinomios. Calculo
diferencial: limites y continuidad. Derivadas laterales.

EJERCICIO 4.7 En una compaiiia armadora de automdviles se tiene que las
utilidades diarias son funciéon del nimero de unidades terminadas, de acuerdo

con.

X% +4x, 0<x<50
p=1 .
—3x°+204x, x>50

donde x es el nUmero de unidades terminadas.

¢, Cual debe ser el numero terminado de unidades para tener la utilidad maxima?
SOLUCION.

Para la primera regla de correspondencia se tiene:

p'(X) =2x+4, 2X+4=0 = X=-2

por lo que se tiene que no hay puntos criticos en el intervalo (O, 50).

Ahora para la segunda regla de correspondencia:

p'(X) = —6X + 204, —6X+204=0 = x=34
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tampoco existen puntos criticos en el intervalo x> 50
El Gnico punto critico podria ser para x =50
Primero comprobemos si hay continuidad:
p(50) = (50)* + 4 (50) = 2700

lim p(x) = (50)* + 4 (50) = 2700
x—50"

lim p(x)=-3(50)° +204 (50) = 2700
x—50"
por lo que I|’n51Q p(x) = 2700 = p(50)
Hay continuidad para ese valor.
Por otra parte, p_(50)=2(50)+4=104>0

p. (50) = —6 (50) + 204 = —696 < 0

Como se observa, p no es derivable en ese punto pero la derivada cambia de
positiva a negativa, por ello se tiene el maximo buscado y es

p(50) = 2700 unidades terminadas.
Una figura esquematica (fuera de escala) es:

4y

2700 ]

CONCEPTO PRINCIPAL: Maximos y minimos relativos. Problemas de aplicacion.
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CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Calculo diferencial: Limites
y continuidad. Derivada de una funcién elevada a un exponente racional.

EJERCICIO 4.8 Sea la funcion f:R—R tal que

f(x)= x* —8x% +2
Determine sus extremos absolutos, sus extremos relativos, los intervalos dénde f

es creciente, donde es decreciente; sus puntos de inflexién y dénde su concavidad
es hacia arriba o hacia abajo.

SOLUCION.

El dominio de f es el conjunto de los reales, por tratarse de una funcion
polindbmica. Por otra parte, por esta misma razon, f es continua y derivable en
todo su dominio.

Para el analisis de la variacion de la funcién, calculemos:

PRIMERA DERIVADA:

f(x) = 4x® -16x, 4x3 ~16x =0, ax(x? - 4)=0

SoX =2, Xo =0, X3 =2

SEGUNDA DERIVADA:

f''(x) =12x2% -16, 12x2 -16=0, X =t

Xq =— Xg =

2 2
/3 /3

Las conclusiones se presentan en la tabla siguiente:
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f'(x) - 0 + 0 — 0 +

f(x) + 0 — 0 +

0 \ / /—\\\_/

=14

Y la representacion grafica, fuera de escala, de la funcion se tiene:
4y

. )
ot
] 2 3

-2

CONCEPTO PRINCIPAL: Analisis de la variacion de una funcion.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
Factorizacion. Resolucion de ecuaciones de segundo grado. Célculo diferencial:
Derivacion de una funcion elevada a una potencia. Extremos relativos. Puntos de
inflexion. Funciones crecientes y decrecientes. Concavidad de una funcion.
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TEMA 5
SUCESIONES Y SERIES

EJERCICIO 5.1. Sea la sucesion:
S ={f(n)}

(n? +3n)sen(%)+27z n®+67zn
(n3+3n2)3en%

Determine si es acotada.

donde f(n)=

SOLUCION.

Se tiene que si lim f(n) existe, la sucesidn es acotada.
n—oo

Por lo que:

n®+3n)sen®/ +2zn*+67xn
Iim n -
n->e (n3 +3n2)sen%

= lim +lim =

N> (n3 +3n2)sen% n->e (n3 +3n2)sen%

o1, 2
=lim=+lim— =

n—oo n n—oo n Sen %

T
1 2/
= lim =+ lim —£1
nawn n%mnsenjy
n

T
A a T

e 1 Ve Ve -
Pero lim—=0, lim =lim =1, sia=—
n—w© N n—o0 Sen% n—0 Sen a n

Finalmente, lim f(n) =2, por lo que la sucesion es acotada.
n—oo

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de sucesion. Limite y convergencia de una
sucesidn. Sucesiones monétonas y acotadas.
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CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
Fracciones. Calculo diferencial: Calculo de limites cuando la variable tiende al
infinito. Calculo del limite de sen x/ x cuando x tiende a cero.

EJERCICIO 5.2. Sea la sucesion:
F={0,11273581321--}

conocida como la sucesion de Fibonacci, la cual tiene la caracteristica de que
cada elemento n se obtiene como la suma de los dos anteriores, teniendo como
elementos iniciales el cero y el uno; es decir f(0)=0, f@)=1, f(2)=f0)+f(@),
etcétera.

Esta sucesion es divergente; sin embargo, existe un limite muy interesante
llamado la “razén dorada”, conocida en el arte, el disefio grafico y en muchos otros
ambitos. Por otra parte, se tiene como dato que:

f(n) :%[(“fjn [%Jn} para n=0,12,--

Obtenga la razén dorada expresada como:

r=1Iim f{n+1)
e f(n)
SOLUCION.
n+1 n+1
1{1d5) T (1-45
5 2 2
I ffcn+l): lim _
0 0 n n
n— (n) n— i 1+J§ ) 1—‘/3
5 2 2

(1+J§Jn+l_(l‘/§ n+l

2 2
= lim - — =
n—oo (1+J§J _(1_J§
2 2
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7\
|_\
+
N
N
N—
>
+
[EXY
|_\
|
<
=
+
[EXY

o 1+J§
= lim = =
o [1+J§] A
2 i 1+45
1[1J§Jn+l
_ lim (1+J§J 1+J§ _

1
pero Iim 145 )" = lim 15 =0 yaque 1_‘/§<1' entonces:
N—00 1+J§ N—a0 1+J§ 1+J§ 1 -

r_1+J§

2

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de sucesion. Limite y convergencia de una
sucesién. Sucesiones monétonas y acotadas.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra elemental:
Fracciones. Factorizacién. Calculo diferencial: Calculo de limites cuando la
variable tiende al infinito.

EJERCICIO 5.3. Determine el caracter de la serie:

©  n2i
a= 4 2
n=1 N~ +4n

SOLUCION.

Se trata de una serie de términos positivos, por lo que es aplicable el criterio de
comparacion. Si se emplea como serie de comparacion:

o0
c= z — queesuna serie “p” convergente, debe cumplirse:
n=1 N
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n>+1 1
n*+4n? n
Se pueden multiplicar ambos lados de la desigualdad por (n4 +4n2)(n2) sin alterar

el sentido puesto que ambos factores son positivos, resultando:

n4+n2 <n4+4n2

Como si se cumple esta desigualdad, se concluye que a es convergente.
CONCEPTO PRINCIPAL: Series de términos positivos. Criterio de comparacion.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: desigualdades.
Célculo diferencial: serie “p”.

EJERCICIO 5.4. Determine el caracter de la serie:

2n+1

§ >

SOLUCION.

Por ser una serie de términos positivos, es aplicable el criterio de D’Alembert o del
cociente:

[2(n+1)+1]! (2n+3)!
i [3(n+1)-2]t . (Bn+1)!
N—o0 i2n+1i n_>ooi2n+1i!

(3n-2)! (3n-2)!

_ lim (2n+3)(2n+2)(2n+1)! (3n-2)r _
n—e (2n+1)! (3n+1)(3n)(3n-1)(3n-2)!

_ im (2n+3)(2n+2) _
n—e (3n+1)(3n)(3n-1)

. 4n? +10n+6
= lim —o=

n—» 2703 —3n
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Como 0<1, la serie B es convergente.

CONCEPTO PRINCIPAL: Series de términos positivos. Criterio del cociente o de
D’Alembert.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones,
factorial. Célculo diferencial: Calculo de limites cuando la variable tiende al infinito.

EJERCICIO 5.5. Sea la serie:
- 6

O = —
Ei 10"

con sucesion de sumas parciales:

S={f(n)}, donde f(n)=§(1_iJ
10"

Determine si la serie o converge y, si es el caso, calcule su suma.
SOLUCION.

Como se conoce el término general de la sucesion de sumas parciales de la serie,
aplicando el teorema correspondiente se tiene:

.2 1 (2 2
lim =|1-— = lim| —- =
n—ow 3 10" n—o 3 310"

L2 2 2
= lim —— lim ==
n—o3 n—oo3e10" 3

Como el limite existe, la serie o converge y el valor de su suma es precisamente
2

3
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CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion de serie. Convergencia de una serie.
Propiedades y condiciones para la convergencia.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones.
Célculo diferencial: Calculo de limites cuando la variable tiende al infinito.

EJERCICIO 5.6. Determine el caracter de la serie:

o0 _ n _
3 (-2

n=1 in2+zin!
SOLUCION.

Se trata de una serie de signos alternados. Antes de aplicar el criterio de Leibniz
conviene simplificar el término general de la serie:

C)"0-2t_ ()" (n-2)!

(n2+2) n! _(nz +2) n(n-1)(n—-2)!

(G A G |

(nz +2)(n)(n—1)_ n*—nd+2n%-2n

O sea:

o (D)'h-2)_ ¢ (1"

L=>" :

n=1 N“+2In! nx n* —n3+2n? —2n

De acuerdo con el criterio de Leibniz, debe cumplirse que:
. 1 1
)] >

n*-nd+2n2-2n (n+1)* —(n+1°+2(n+1)2 -2 (n+1)

Es decir:
(+1)* -(n+1¥ +2(n+1)2 -2 (n+1)>n*—n3+2n2 -2n
Al desarrollar y simplificar:

n4 +3n3 +5n2 +3n> n4 —n3 +2n2 -2n
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Que, evidentemente, se cumple.

o 1
i) lim debe valer cero.

n—>°°n4 —n3 +2n2 -2n

1
1 4
lim = lim n =0
n—on* _n342n2 —2n n—>°°1_1+i_£
n n2 pd

También se cumple, por lo que la serie L es convergente.
CONCEPTO PRINCIPAL: Series de signos alternados. Criterio de Leibniz.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones,
factorial. Calculo diferencial: Céalculo de limites cuando la variable tiende al infinito.

EJERCICIO 5.7. Determine el caracter de la serie:

o in(lmla)

o} n®+4

SOLUCION.

La serie Q puede escribirse como la suma de dos series:

(_1)n+1n3
n® +4

Q-3 T+ 3

n=1 n +4

La primera es una serie de términos positivos y la segunda, de signos alternados.

Para la primera. Con el criterio de comparacion, utilizando para ello la serie
convergente:
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Como n es un numero natural cualquiera, siempre es positivo, por lo que puede
multiplicarse en ambos miembros de la desigualdad por (n3+4)(n2) sin que se
modifique su sentido:

n®<n®+4 lo cual, evidentemente se cumple, por lo que el primer sumando de la
serie QQ es una serie convergente.

Ahora, para la segunda serie, utilicemos el criterio de Leibniz.

Debe cumplirse:

3
i) lim 0
e n® 44

Al calcular el limite:

3

. n . 1 . .
lim — =lim———=1+#0, por lo que ya no es necesario continuar con el
n—o 4 now 4

n" + 1+A3

analisis para determinar que esta segunda serie diverge y, por lo tanto Q también
es una serie divergente.

CONCEPTO PRINCIPAL: Definicion y propiedades de las operaciones con series.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones.
Célculo diferencial: Célculo de limites cuando la variable tiende al infinito. Criterio
de comparacion. Criterio de Leibniz.

EJERCICIO 5.8. Obtenga la serie de Taylor para la funcion f :R — R con regla
de correspondencia 1‘(x):l alrededor del valor x, =1. Ademas determine su
X

intervalo de convergencia.

SOLUCION.
f =t F) =1
X
f'(x):-iz, f'()=-1
X
=2t =2
X
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3e2el

fr' (X)) =——7—, f'''@)=-

n
-V()_M, £ (1) =41

x°

En general:
nt

fO=(-1) ——, f"@)=(-1)"n
X

Por lo que la serie queda:

o B S a5

Para el célculo de su intervalo de convergencia:

(X _1)n+1

(x-1)’

I|m|x ]4<1 = |x—]4<1

n—oo

lim <1

n—o0

Al resolver la desigualdad se tiene:
O<x<2
Andlisis de los extremos.

Para x=0:

z , aplicando una de las leyes de los exponentes:
n=i

Z(l) gue es una serie divergente pues , aplicando la prueba de la divergencia se
n=0

tiene que |lim1=0

n—oo

Para x=2:
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o0

(-1)"(2-1)" que también diverge puesto que lim (-1)" no existe.
n=0 n—oo

El intervalo de convergencia es, entonces: | ={x| xe(0,2)}

CONCEPTO PRINCIPAL: Desarrollo de funciones en series de potencias. Serie

de Taylor.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones,

factorial, leyes de los exponentes. Calculo diferencial: Derivada de un cociente.
Célculo de limites cuando la variable tiende al infinito. Prueba de la divergencia.

EJERCICIO 5.9. Obtenga los tres primeros sumandos no nulos de la serie de
Taylor para la funcion f(x)=tan x, con centro en x, =0

. . T
Por otra parte, con esos tres primeros sumandos de la serie calcule tanZ y

determine el error en porciento que se comete con este calculo.

SOLUCION.

f(x)=tan x , f(0)=0
f'(x)=sec’ x , f'(0) =1
f''(x)=2sec’ x tan x , f'(0)=0
f'''(x)=2sec’ x +4sec’ xtan® x f''0)=2

f ™ (x) =8sec” x tan x+8sec* x tan x+8sec? x tan® x =
=16sec’ x tan x+8sec® x tan® x , f™0)=0

f M (x)=16sec® x+--- los otros términos de esta derivada contienen a tan x
elevada a alguna potencia, por lo que al valuarla en x, =0 se anulan. Entonces

f"(0)=16

Por lo que la serie con sus tres primeros sumandos no nulos queda:
2 5 16 x®  2x°

1! 3! 51 3 15

Por otra parte, para x = %
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T .
Como tan — =1, el error en porciento es:

_ (ﬂjxmo ~1.33%

CONCEPTO PRINCIPAL: Desarrollo de funciones en series de potencias. Serie
de Taylor.

CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones,
factorial, leyes de los exponentes. Trigonometria: Valores de las razones
trigonométricas. Calculo diferencial: Derivada de las funciones trigopnométricas.
Errores.

EJERCICIO 5.10. La serie de Taylor de una funcion es

n=0

0 1n
2 3"( n+5) (c+1)

¢, Cual es su intervalo de convergencia?

SOLUCION.
(X+1)n+1
n+l n n+1
iim |3 (n+6) <1 (n+5)(x+1)
o | (x4+1)" = 13" (n+6)(x+1)"
3"(n+5)
Iimw<l; |x+]jllm n+5 <1
>=|  3(n+6) o N+ 6

|x+q| / %|x+q<1

x+1<3; —4<x<?2

Anédlisis de los extremos:
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Para x=—4: i ﬂ:i (-2)" !

= 3"(n+5) = n+5

Como se trata de una serie de signos alternados, usemos el criterio de Leibniz.
Debe cumplirse:

: 1
)] < ; n+5<n+6 que se cumple.
n+6 n+5
ii) lim =0; lim = lim y =0 que también se cumple.
) n>o N4+5 nbo N4+5  now 1+/ 9 P

La serie converge.

= (2+1 =
Ah =2:
ora para X an; 37(n+5) nZ‘) -

Esta serie, por extension puede escribirse como:

=01 1 1
> ESNE S
—moh+5 5 6 7

Como puede observarse, resulta igual a la llamada serie armonica, suprimiéndole
cuatro términos:

< 1 1 1 1 1 1
Z e et o Tt S A
P n 2 3 4 5 6 7

La serie armonica es divergente y un teorema afirma que el caracter de una serie
no se modifica si se le agregan o se le suprimen un numero finito de términos y
como la serie armédnica es divergente, la serie en estudio también diverge.

La conclusion es que el intervalo de convergencia es —4<x<2

CONCEPTO PRINCIPAL: Series de potencias. Intervalo de convergencia.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones, leyes
de los exponentes, desigualdades. Calculo diferencial: Calculo de limites cuando
la variable tiende al infinito. Teoremas sobre series. La serie arménica o serie “p”
para p=1.

EJERCICIO 5.11. Determinar el intervalo de convergencia, incluyendo los
extremos, para la serie de potencias:
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i (x=3)"

n=0 2 n+4)
SOLUCION.
(X_3)n+1
ol B\ _a\n+lon 2
jim |28 |y im [ 2 0 |
N> (X—3) n—>oo| 3)n 2n+1(n+5)2
2" (n+4)
_ 2 3 2
lim (X 3)(n+24) |<1; |X+ | lim n+4)2 <1;
e 2(n+57 | 2 = (n+5)
2 1+8/ 41
|x 3|| n-+8n+16 |x 3|| / /

n>o n? +10n+ 25

o 1+1/+2/

1+8 +1
Como lim / x-3<2

o 1+1/+2/

ANALISIS DE LOS EXTREMOS:

= 1l<x<5

Para x=1:

Se trata de una serie de signos alternados, por lo que aplicaremos el criterio de
Leibniz. De acuerdo con él, debe cumplirse:

)] L < ! ; esdecir ! < !

[(n+1)+4]  (n+4) (n+5)° (n+4)°

Al aplicar una de las propiedades de las desigualdades:
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(n+4)* <(n+5)° que evidentemente se cumple para cualquier nmero natural.

o 1
ii) lim ———- debe ser nulo.
e (n+4

e

= lim )2 =0, que también se cumple y, por lo tanto, la serie es convergente

" (1+ 4

para ese extremo.

Ahora para x=5:

i (5-3)" =i 2"

n=0 2”(n+4)2 n=0 2”(n+4)2

= 1 . I i
ZZW ahora se trata de una serie de términos positivos. Para la
n=0 n+

determinacion de su caracter y aplicando el criterio de comparacion usaremos a la
serie convergente:

0

1 .
2—2 gue sabemos converge puesto que se trata de la serie "p" con p=2.
n=1 N

Ademas, para el analisis suprimiremos el término inicial de la serie en estudio; es
. 1 : .
decir a, :E el cual se obtiene para el valor de n=0, para que las dos series por

comparar inicien con el mismo valor de n=1. Esto lo podemos hacer
apoyandonos en el teorema que sefiala que si se agrega o0 se suprime un namero
finito de términos en una serie, su caracter no se modifica. De manera que debe
cumplirse que:

1 1 , .
—— <—, lo cual evidentemente se cumple; por lo que la serie para este
(n+4)* n
extremo también es convergente.
El intervalo de convergencia queda entonces:

1<x<5
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CONCEPTO PRINCIPAL: Series de potencias. Intervalo de convergencia.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones, leyes
de los exponentes, desigualdades. Célculo diferencial: Calculo de limites cuando
la variable tiende al infinito. Teoremas sobre series. Criterio de comparacion.
Criterio de Leibniz. Serie " p".

EJERCICIO 5.12. Sea la serie de potencias:

i x—2)"

= 4"(n+2)!

Determinar su intervalo de convergencia. Incluya en este estudio el analisis de los
extremos del intervalo.

SOLUCION.
(X_Z)n+l
n+1 _ n+1 1an
IR i |22 |
el (x-2) n>% [(x—2)" (n+3)14™
4" (n+2)!
lim (X_Z)(n+2)!|<l; lim X~2 <1,
>z |4 (n+3)(n+2)!] o | 4(n+3)
-3
|X |I|m L <1;
4 noon+3
1
Pero Iim —lim—_—-0
n—>© N4 n—oo 3
1+—
n
x-3 1 [x-3 |
Por lo que lim = 0)<1; = 0<1 lo cual se cumple para
4 noon+3 4

cualquier valor de x € R; por lo que el intervalo de convergencia es:
—0 < X< +00,

El andlisis de los extremos carece de sentido por tratarse del infinito.
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CONCEPTO PRINCIPAL: Series de potencias. Intervalo de convergencia.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones, leyes
de los exponentes, desigualdades, factorial y sus propiedades. Calculo diferencial:
Célculo de limites cuando la variable tiende al infinito.

EJERCICIO 5.13. Para la serie de potencias

= X" n+2)
=1

n

Determine su intervalo de convergencia, incluyendo en esta determinacion el
andlisis de los extremos.

SOLUCION.
”*1(n+3)
n+l 2
jim |_(1=4)" <1: jim X (1+3)t(n-5) |<1

el x'(n+2)t o ) (n+2)(n-a) |

(n-5)°

2 2

i x(n+3)(n+2)!(n2—5) |<1; Iim|X(n+3)(n2_5) |<1;
T ey | i T

n’ —10n +25n-75
x| lim <1 ;

N -8n+16
1- 10 25 75

. n*-10n?+25n-75 ., n 2 n® .

Pero lim a6 = lim 1_8n 16” no existe.
n n®> n®

Por esta razon, la serie diverge para cualquier valor de xR

CONCEPTO PRINCIPAL: Series de potencias. Intervalo de convergencia.
CONCEPTOS SECUNDARIOS O ANTECEDENTES: Algebra: Fracciones, leyes
de los exponentes, desigualdades, factorial y sus propiedades. Calculo diferencial:
Célculo de limites cuando la variable tiende al infinito.
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